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Este libro es el fruto de la experiencia adquirida por los autores en la ense- 
fianza de brio de los aiios de un curso de dos anos de Flsica General en el Massa¬ 
chusetts Institute of Technology. Se ha incluido mas materia de la que puede des- 
arrqllarse eri un ano, y se anticipa que el libro puede hailar alguna utilization 
como texto para un segundo curso de Mecanica'y temas relacionados con ella. 

La Mecanica puede ensenarse, y frecuentemente as! ocurre, como tema extra- 
ordinariamente deductivo. Los cimientos echados por Galileo y Newton hace 
300 anos se pueden tomar como postulados y desarrollar en forma logica a par- 
tir de ellos el tertia, dentro de un esquema matematico conciso. Una presentacion 
de este tipo, aun siendo muy valiosa y esencial para la formacion del estudiante 
en un momento determinado, tiende a enmascarar la importancia de la experimen- 
tacion y puede proporcionar al principiante una imagen deformada de lo que es, 
eri realidad, la Fisica. Un estudio totalmente analitico suele dar una importancia 
excesiva a lo de «dadas las fuerzas — hallar el movimiento» sacrificando las ven- 
tajas de plantear la situacion en la forma de «dado el movimiento o compcr- 
tamiento — i cuales son el modelo y las fuerzas con los que pueden comprenderse 
los fenomenos?». En esta obra hemos hecho resaltar el estudio de las interac- 
ciones a traves de observaciones del movimiento y hemos recalcado ademas que 
la Mecanica estudia el movimiento bajo la influencia de todos los tipos distintos 
de interaccion: interacciones electricas, magneticas, nucleares, etc., as! como las 
tradicionales de contacto, elacticas y gravitatorias. 

Se nos lleva, de una manera natural, a estudiar el choque de dos cuerpos * 
y asi puede empezarse el curso estudiando la masa inerte, la cantidad de movi¬ 
miento y su conservacion y el movimiento del centro de masa —aspectos todos 
ellos fundamentals e interesantes de la Fisica del movimiento, que no precisan 
calculos. Surge entonces el concepto de fuerza como la cantidad de movimiento 


* El instrumental para los experimentos de choque, descrito en el texto, es relativamente 
sencillo y hemos encontrado que las experiencias de c&tedra cuantitativas merecen la pena de 
ser realizadas a pesar del esfuerzo y el tiempo que requieren. Se han tornado fotograflas estro- 
boscdpicas con una c&mara Land, se han revelado y luego proyectado y analizado frente a los 
alumnos. 
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que en unidad.de tiempo pasa de un cuerpo a otro.durante una interaccion y, 
a es|as alturaSj el cujso de Ca|culo Infinitesimal que siguen al mismo tiempo los 
aliiriiihoSi ya ha entfado en la; diferenciacion. : 

Los principios de-conservation —conservation de la masa, de la cantidad de 
mdvimiento, de la dnergia y del momento cinetico— se han t;fatado dandoles 
una importancia superior a la usual. En realidad, los experimentbs de choque y 
la conservation de la cantidad de movimjehto no solo sirven bpmo'punto de 
partida, sino como tema central de graip parte de este lihro.; 

Los capitulos 5, 8, 10, 12 y 13 estucfian, segun indican sus litulos, ejemplos 
importantes especiales de fuerzas y movimiento, y se han elegfcto y situado de 
manera que ilustren los conceptos fundamentales a medida que $e desarrollan. 
El capitulo 8, por ejempio, que trata de oscilaciones, sigue directatnente a la intro- 
duccion del concepto de energia potencial, y el capitulo 10 que trata de orbitas 
en el campo gravitatorio y dispersion de particulas alfa, sigue ,|i capitulo que 
introduce el concepto de momento cinetico. El estudio del movimiento planeta- 
rio y la formulacion de la ley de la gravitation universal a partir de las ieyes de 
Kepler, quedan tratados en forma completa. 

El capitulo acerca de sistemas moviles de coordenadas y fuerzas de inercia 
sirve tanto como resumen cuahto como repaso-del estudio de las leyes funda¬ 
mentales del movimiento en la primera parte del libro. En el se pone de mani- 
fiesto el importante papel que juega el sistema de coordenadas en la descripcion 
del movimiento, y se hace resaltar la distincion entre fuerzas de interaccion y 
fuerzas de inercia. Existe una fuerza que empuja a los pasajeros hacia atras en 
un vehiculo acelerado, y existe una cosa llamada fuerza centrlfuga. Consideramos 
bien empleado el tiempo que se destine a hacer ver al alumno t por que y desde 
que punto de vista son correctas las nociones que tenia preconcebidas. 

El transito del estudio del movimineto macroscopicP de los cuerpos al movi¬ 
miento interno de la materia y las propiedades imacroscopicas asociadas a este 
se realiza en un capitulo que trata del concepto ide temperatura y de las inter- 
acciones termicas y en un capitulo acerca de la teoria elemental de la estructura 
atomica de la materia. Se han entrelazado los capitulos siguienteS que tratan de 
teoria cinetica, termodinamica, y propiedades de la materia, y se imantiene en pri- 
mer piano la interpretation atomico-molecular de conceptos tal^ como energia 
interna y entropla y las propiedades de la materia. 

EL estudio de la teoria cinetica de los gases es relativamente, extenso, tanto 
en lo que ,respecta a los conceptos fundamentales como, a la discibsiprt de los ex¬ 
perimentos. Se hace resaltar el fallo de la teoria clasica en el andlisis del calor 
especlfico y se da una interpretation cualitativa cuantica de los resytiados experi- 
mentales. ; 

Se estudia con cierto detalle el papel que juegan las fuerzas intermoleculares 
en la interpretacion de la ecuacidn de estado de los gases reales, jqqto con inter- 
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pretaciones moleculares de otras propiedades raecanicas macroscopicas de los 
gases y los liquidos. 

La mecanica de los cuerpos deformables y de las ondas se introduce a traves 
de un estudio de lo que sucede cuando se da un impulso a un cuerpo deformable, 
mediante una fuerza exterior. A traves de una combination de experimentos y 
la aplicacion de ’la conservation de la cantidad de movimiento obtenemos rapi- 
damente el comportamiento de los pulsos ondulatorios, su velocidad de propa- 
gacion y energia, y se dan ejemplos en los que intervienen ondas longitiidinales 
y transversales en medios diferentes. Mediante el principio de superposition se 
construyen entonces ondas de forma arbitraria y se estudian las propiedades de 
las ondas armoniCas. Analogamente, se resuelve en primer lugar el problema 
de la reflexion de las ondas en la superficie de separation de dos medios elasticos 
para el caso de un pulso ondulatorio, aplicando los principios de conservation 

Los autones quieren agradecer la critica constructiva de muchos de sus alum- 
nos y colegas. Nuestras esposas, Doris Ingard y Margaret Kraushaar, han 
contribuido de inuy diversas maneras a completar el libro, desarrollando una 
paciencia heroica. 


Junio 1960 


U. I. 
W. K. 




CAPITULO 1 


INTRODUCCION 

Resumen. En Fisica se estudia el movimiento y sus caysas. En este 
capitulo se estudian algunas de las primeras ideas acerca del movimien¬ 
to y el desarrollo de la Fisica. Sigue un repaso de los conceptos fun- 
damentales de longitud y tiempo, sus dominios y medidas, y un es- 
tudio breve de la description matematica del movimiento. 

1-1 Ambito de la Fisica. El ambito de la Fisica es muy amplio. En realidad, 
tanto que no puede decirse con precision cuales son sus limites. Si consideramos 
la Geologia como el estudio del planeta Tierra, o la Biologia como el estudio 
de la vida, deberemos considerar la Fisica algo asi como el estudio de la mate¬ 
ria, el movimiento y la energia. Pero esto no es muy dtil para definir los limites 
de la Fisica, porque materia, movimiento y energia excluyen pocas cosas. iQue 
hay en toda ciencia o tecnologia que, de alguna manera, no se halle relacionado 
con una o mas de estas tres ideas muy generales, pero nebulosas? __ 

A los primeros investigadores se les llamo filosofos naturales, y se oeupaban 
de cuestiones tan diferentes como son el movimineto de los cuerpos pesados, la 
navegacion, el movimiento de proyectiles, la naturaleza intima de la materia y el 
espacio, la resistencia de los materiales de construccion, la meteorologia, la 
agrimensura, la respiration de animales y plantas, e incluso de alquimia y astro- 
logia. En otras palabras, la Filosofia natural es lo que hoy llamamos Ciencia, 
e incluia los aspectos aplicados tanto como las cuestiones fundamentales referen- 
tes a la vida, materia, movimiento y sus causas. 

El progreso de la ciencia, si se mide en descubrimientos y numero de ideas 
profundas, se acentuo durante el siglo XVII y despues de el. Mas tarde, los filo¬ 
sofos naturales tendieron a especializarse y nacieron las diferentes divisiones de 
la ciencia —Biologia, Quimica, Fisica, Meteorologia, Astronomia, etc. A1 hacerse 
importantes para la sociedad los aspectos especificos de la ciencia aplicada y au- 
mentar el ntimero de especialistas en estos campos, se establecieron divisiones 
tecnicas. Pero la Fisica, la Astronomia, la Quimica y la Biologia conservaron 
positioned que correspondian mas fielmente a la antigua Filosofia natural. Es¬ 
tas son las. ciencias sobre las que se basan las demas, asi como las vastas aplica- 
ciones tecnicas. 



6 


INTRO DUCCldN 


Los fisicos actuates se enfrentan con dos amplias categorlas problenias. El 
primer tipo, al que podria llamarse Fisica de las particulas y losj§|ppos,: se ocupa 
de ianaturaleza de las interacciones o fuerzas* que existen entr^s co^stituyen- 
tes de la materia. El segundo tipo, se ocupa del comportam]||j|tp global de la 
materia. • 

Lks fuerzas gravitatorias, electromagiteticas y nucleares son |j p.tez. las fuer¬ 
zas de interaction mas familiares, y para su estudio se ha desajpjpLado una gran 
variedad de tecnicas experimentales. En el caso de las interaj|pnes gravitato- 
.rias, el cielo ha sido el mejor laboratorio y el movimiento de lqj®anetas alrede- 
dor del Sol ha proportionado el mejor indicio para llegar a las|p|>piedades fun- 
damentales-de este tipo de interaccion. Por otra parte, el ,estu<|jj§de las interac¬ 
ciones. . ei,ectromagneticas se puede realizar en el laboratorio co||||spositivos ex- 
perimentales relativamente sencillos. Sin embargo, cuando pj||§tramos en las 
fuerzas entre las particulas del nucleo atomico, se precisan t£||||as experimen¬ 
tales e instrumental de gran complejidad (y tamano), como,|||| ejemplo, los 
aceleradores para energlas elevadas en los cuales se lanzan partSpas unas contra 
otras a velocidades prdximas a la de la luz. ^0. 

. El problema de las fuerzas de interaccion se considera resuel^quando pueden 
formularse leyes del movimiento (preferentemente una unica leyl||l movimiento) 
<|ue puedan explicar las observaciones experimentales y a pal»| de las cuales 
pmeda predecirse el resultado de nuevos experiments. Estd cla||f que dicha ley 
debera contener concepts que no pueden definirse o exphcarsq$$ino que deben 
aceptarse como piedras angulares de la teorfa. Dichas cantidis^es y conceptos 
son, por ejemplo, longitud, tiempo y earga electrica, acerca de 1^ cuales no pue¬ 
de responderse a preguntas tales como «que es el tiempo», «qi$j|es la longitud» 
y «que es la carga electrica# en funcion de cantidades mds fi^|amentales. 

Sabemos actualmente que la materia esti constituida de atolls y moleculas. 
El problema fundamental actual es intentar deterininar las propbdades macros- 
copicas de la materia en funcion de las fuerzas fundamentalesffcntre atomos y 
moleculas. Por ejemplo: ^Cdmo puede explicarse y calcularse dilatacidn ter- 
mica de un cuerpo en funcidn de las fuerzas intermoleculares? estdn rela- 

cionadas las fuerzas intermoleculares con la velocidad del sonid#en la materia? 
I Cual esj la naturaleza microscopica de la resistencia electrica un cuerpo y 
que propiedades de las moleculas 'y. de su distribution estable^n la diferencia 
entre un (conductor electrico y tin aisl^dor? Hay un sin fin de ci||stiones de este 
tipo que queremos saber y comprenderfcn funcion del movimiecio y las fuerzas 
moleculares. Aun cuando, en las ultimas decadas, se ha adelantadpmucho en este 
campo, nuestro conocimineto de la materia dista mucho de sei|completo. Por 
tanto, eni muchos casos debemos conformamos con descripcionq|- «fenomenolo- 
gicas» del comportamiento global de la materia. Estas descripti|ptes, que inclu- 
yen conceptos tales como los de resistencia eldctrica, mddulO;||e elasticidad, 
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conductibilidad termica, reflectividad, etc., son de gran lmportancia practica en 
las aplicaciones tecnicas. 

La Fisica se ocupa en gran parte del movimiento. E| movimiento es evidente 
en todo lo que nos rodea. Nos movemos, se mueven los aviones, los arboles, 
las nubes y las olas; Pero estos .movimientos suelen ser complicados y, segun va- 
mos a ver, una de nuestras primeras tareas en Fisica es explorar el movimiento 
sencillo de cuerpos simples. Mas adelante estudiaremos cdmo variaa los movi- 
mientos de los cuerpos —cdmo puede afectar al movimiento de un cuerpo la 
presencia de otro. Tambien hay movimiento «'oculto». Examinandolo mas deta- 
lladamente, podriamos ver que un cuerpo, aunque globalmente este en reposo, 
sus constituyentes se hallan en movimiento constante (agitation termica).- 'Las 
moleculas de un gas se mueven en una y otra direction y chocan entre -si : .y com 
tra las paredes del recipiente, mientr’as las moleculas de un solido vibran alre- 
dedor de sus posiciones de equilibrio. En una escala aun menor encontramos 
«movimiento» de los electrones atomicos y de los neutrones y protones del nucleo. 
Bn este sentido puede decirse con toda iibertad que el Universo carece de reposo * 
y es natural, por tanto, que el estudio de la Fisica se inicie con el del movimiento. 
La mayorla de las propiedades de la materia pueden relacionarse con el movi¬ 
miento, al mehos en una escala atomica o subatomica. El calor y la tempera- 
tura pueden describirse directamente en funcion del movimiento molecular, y las 
ondas electromagneticas (radio, calor, luz, rayos X y rayos y) pueden relacionar¬ 
se con el movimiento de particulas cargadas. Tradicionalmente, al estudio del 
movimiento y de sus causas se le ha dado el nombre de «Mecanica»; el Elec- 
tromagnetismo, la Optica, la Fisica atomica, la Fisica nuclear, etc., son otras 
ramas de la Fisica. Todos estos aspectos de la Fisica estdn tambien relacionado's 
con el movimiento, pejro lo que separa la Mecanica del resto es el hecho ds que 
la Mecanica se ocupa del movimiento y de sus causas per se, y de la formulation 
de leyes y propiedades generates-del movimiento que son independientes del tipo 
de interaction (grayitatoria, electromagnetica, nuclear, etc.) que interviene. 

1-2 Movimiento; breve introduction historica. Las ideas que acerca del mo¬ 
vimiento sobrevienen en forma natural a un observador casual son, en su mayor 
parte, las mismas que las de^iusTdTELES (384-322 a.C.). Separandolas del siste- 
ma filosofico del que formaban parte, las ideas aristotelicas acerca del movimiento 
eran las siguientes: Toda la materia accesible esta compuesta de Tierra, Agua, 
Fuego y Aire, y estos cuatro elementos .tienen estados naturales —Fuego y Aire 
encima de Tierra y Agua. De aqul se sigue que el humo y el vapor suben r y las 
piedras y el agua caen. Como los objetos grandes contienen-mas Tierra que los 


* Para un estudio liicido de la Fisica, viase Max Born, The Restless Universe, Dover Pu¬ 
blications, Inc., Nueva York, 1951. 
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pequenos, los qbjetos grandes caeran mas deprisa. El tiempo de caida es inver- 
samente proporcional al peso. El estado natural de los cuerpos es elde reposo, 
por lo que es necesario hacer algo a un cuerpo para ponerlo en movimiento o 
para mantenerlo moviendose. Los cuerpos celestes no estan comprendidos en 
este esquema y no estan sometidos a las leyes ordinarias de la Flsica. Todos ellos, 
incluidos el Sol y la Luna, giran alrededor de la Tierra siguiendo orbitas circu- 
lares y la Tierra no se mueve. 

Estas ideas-no dejan de ser razonables. Las «deducciones» y enunciados estan 
de acuerdo con la observacion cualitativa. Hay que senalar que las ideas aristo- 
telicas acerca del movimiento formaban parte de un conjunto mucho mayor 
—una Filosofia que consideraba la Religion tanto como la Naturaleza y en la 
cual el acabado, la belleza y la simetrfa de la Filosofia en si prevalecian sobre 
otras discrepancias «secundarias». 

La autoridad de la doctrina aristotelica llego a consolidarse y no fue discutida 
durante siglos. Hubo algunas disconformiaades, pero hasta el Renacimiento. nadie 
opuso argumentos ni forzo evidencias en contra. Uno de los puntos de controversia 
se referia al movimiento celeste, el movimiento aparente del Sol, la Luna, los pla- 
netas y las estrellas; otro se referia al movimiento de los cuerpos sobre la Tierra. 

Movimiento celeste. Menos de un siglo despues de Arist6teles, Aristarco 
presento la sugerencia de que las estrellas estaban fijas y la Tierra y los planetas 
giraban alrededor del Sol. Aparentemente, esta idea no tuvo aceptacion. Ofrecia 
una explicacion razonable de las variaciones de brillo de los planetas (las dis¬ 
tances entre la Tierra y los planetas Yariarian, naturalmente) pero no parecia 
tener otra- ventaja sobre la idea aristotelica del geocentrismo. Segun el punto de 
vista heliocentrico, existiria una paralaje anuali, es decir, una variation de la po¬ 
sition aparente de una estrella al ir la Tierra rodeando 'el Sol. N o se observo 
esta paralaje.y la idea heliocentrica encontro poca acogida entre"los astronomos 
de la epoca, especialmente porque contradecia las ensenanzas de Arist6teles. 

El punto de vista geocentricofuemuyperfeccionado porToLOMEO (100-170 d.C.). 
En aquel tiempo, las observaciones astronomicas de los planetas, el Sol, la Luna 
y las estrellas fijas eran suficientemente precisas y completas para indicar que no 
todos los objetos celestes podian rodear a la Tierra siguiendo trayectorias per- 
fectamente circulares centradas en ella. Las rigidas hipotesis geocentricas se rela- 
jaron un poco. Se conservo a la Tierra en el centro de la esfera celeste y el Sol, 
la Luna, lbs planetas y las estrellas seguian moviendose en su derredor. Sin em¬ 
bargo, los rriovimientos no tenian lugar segun trayectorias perfectamente circu¬ 
lares centradas en la Tierra. Tolomeo enbontro necesario aceptar un conjunto 
cada Vez mas complicado de hipotesis adicionales. En primer lugar, habian epi- 
cicloides, como las representadas en la figura 1-2. Se precisaban para interpretar 
el movimiento retrogrado o inversiones aparentes en las trayectorias de los pla¬ 
netas. Luego, la Tierra tenia que estar situada ligeramente apartada del centro 
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Fig. 1-1. A1 moverse la Tierra de a a b (en seis meses), varla la posicidn aparente 
de la estrella fija en la esfera celeste. El dngulo 0 depende de lo lejos que este la estrella 
del sistema solar. 




Fig. 1-2. Movimiento epicicloidal necesario en el modelo geoc&itrico. El punto P 
se mueve con velocidad angular uniforme en torno a la Tierra y el planeta se miieve 
con velocidad angular uniforme alrededor de P. 



Fig. 1-3. El punto P gira alrededor de O eon velocidad angular uniforme, pero 
la Tierra no esta en O. 
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de rotacion, como se indica en la figura 1-3. Tssto era necesario para explicar 
los eambios observadds en el brillo de los planetas; Por Ultimo, Se encontrd ne- 
cesario supotier que mientras el punto P, indicado en las figuras l-zy 1-3, se movla 
siguiendo una trayectoria circular alrededor de un cierto punto 0 (no de la Tierra), 
se movla con una velocidad angular variable alrededor de dicho-punto. La velo- 
cidad angular era. constante para algun otro punto del espacio, por ejemplo el A 
de la figura 1-3. Con este mecanismo, Jolomeo explico satisfactoriamente la 
mayoria de las caracterfsticas del movimiento celeste.JFue un iogro gigantesco 
e ingenidslsimo, y por vez primera pudieron predecirse las posiciones de los cuer- 
pos celestes, con precision razonable. 

El sistema geocentrico tolomeico prevalecid durante unos 1400 anos. Incluso 
entonces no murid brusca ni paclficamente. En realidad, aun hoy en dla se emplea 
el sistema geocentrico para algunos fines en navegacion; y aun hablamos de la 
salida y la puesta de los distintos cuerpos celestes. La idea del sistema heliocen- 
trico fue'resucitada por NicolAs Cop£rnico (1473-1543). Es evidente que a Co- 
p^rnico le molestaban las complejidades del sistema tolomeico y encontro espe- 
cialmente desagradables las rotaciones no uniformes en tomo al centro (0 en 
fig. 1-3). El sistema heliocentrico propuesto por Cop^rnico era anilogo al de 
Aristargo, pero el esquema de Cop^rnico era cuantitativo. No sdlo eran rela- 
tivamente sencillos los movimientos de los planetas y de la Tierra alrededor del 
Sol, sino que tambien los planetas. conocidos se hallaban situados en sus posi¬ 
ciones relativas correctas y se especificaban los periodos de rotacion alrededor 
del Sol. Cop%nico senalo que los planetas mis alejados del Sol tenlan periodos 
mas largos que los de los pianetas mas proximos. Por lo que a la paralaje se re- 
feria, CoPERtfico dijo, simplemente, que debla ocurrir que las estrellas fijas es- 
tuvieran demisiado alejadas para permitir que el efecto fuera mensurable. 

El sistema de Cop^rnico no encontrd el beneplacito de casi nadie. El sistema 
geocentrico era doctrina establecida tanto en Religion como en Filosofla natural. 
Las distancias necesarias para explicar la ausencia de paralaje de las estrellas 
fijas se consideraban absurdas. Los dos sistemas, el geocentrico y el heliocentrico, 
explicaban las observaciones astronomicas y mientras el sistema heliocentrico 
ofrecla una simplicidad muy atractiva, su aceptacion habria precisado de la hipo- 
tesis heretica de que nuestro Universo no estaba centrado en la Tierra. 

El siguiente desarrollo importante en la controversia entre Ids. sistemas helio¬ 
centrico y geocentrico surgid del trabajo de Galileo Galilei (1564-1642). Sus 
logros y contribuciones fueron multiples y volveremos a hablar de el en el pro¬ 
ximo apartado. Comprendio que por lo que se referia a descrfpcion pura, los 
sistehias heliocentrico y geocentrico eran equivalentes y la cuesion estribaba en 
elegir un sistema de ’referenda (sistema de coordenadas). Pero a,*causa de su sen- 
cillez y a causa de sus propias observaciones teiescopicas (fue el primer hombre 
que observo el cielo con un telescopio), se adhirid entusidsticamente al sistema 
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heliocentric^ de Cop£rnico. Entre las evidencias en su favor que ofrecid Gali¬ 
leo se cuenta ti descubrimiento de las fases del planeta Venus y el descubrimiento 
de cuatro de las lunas de Jupiter. Encontro que estas lunas se movlan alrededor 
de Jupiter exactamente de la manera que 61 suponla que se movlan los planetas 
alrededor del Sol. Ademas, las lunas mas alejadas de Jupiter tenlan periodos mas 
largos. Para Galileo; sus observations de Jupiter y sus lunas eran equivalen¬ 
ces a la observation directa de un pequeno sistema solar y no le cupo duda al- 
guna acerca de la correctidn del sistema de Cop£rnico. En cambio, para la ma- 
yoria de sus contemporaneos el sistema geocentrico era evidentemente correcto 
y no admitlan discusion acerca de ello. 

Las ideas de Galileo y la evidencia que ofretia, le pusieron en contra a la 
Iglesia. Su Dialogo sopra i due massimi Sistemi del Mondo lo llevd ante la Inqui- 
sicidn. En 1631 fue interfogado, se le obligo a firmar una renuncia de sus ideas 
en pro del sistema de Copj&rnico y se le encarcelo * durante los restantes once 
anos de su vida. 

El desarrollo de las ideas acerca del movimiento celeste fue un verdadero 
empeno internacional. AristOteles y Aristarco eran griegos. La labor de To- 
lomeo en astronomla y matematicas se realizd en Alejandrla. Cop£rn1co era 
polaco, si bien estudio en Italia y Galileo era italiano. Las tres figuras impor- 
tantes que mencionaremos a continuation son Brahe, Kepler y Newton. Brahe 
era danes, Kepler alemdn y Newton ingles. 

Tycho Brahe (1546-1601) fue un magnlfico astronomo. Los datos de que se 
disponla en los tiempos anteriores a el, no eran particularmente fidedignos y 
eran muy poco precisos. Tycho construyd un nuevo observatorio en Copenhague 
y construyo una gran cantidad de instrumental de precisidn para las observa- 
ciones. Aun no se habla ideado el anteojo astronomico de Galileo y las obser¬ 
vations de Tycho se hacian a simple vista. Sus medidas angulares tenian un 
error inferior a medio minuto de arco. Uno de los fines de Tycho era hallar y 
medir la paralaje de las estrellas fijas. No tuvo exito en ello y creyendo, evidente¬ 
mente, que no habla paralaje, desarrollo un nuevo sistema geocentrico propio. 
En dicho sistema, la Tierra estaba en reposo. Mercurio y Venus daban vueltas 
en tomo al Sol y este, a su vez, daba vueltas alrededor de la Tierra. No obstante, 
la contribution importante de Tycho no fue su sistema geocentrico sino la enor- 
me cantidad de datos asriondmicos de precision que dejo a su sucesor Johannes 
Kepler. 

Johannes Kepler (1571-1630), distipulo un tiempo de Tycho, fue un con- 
Yencido de la teoria de.Copfe&Nico. Estaba seguro en cierto modo de que.en medio 


* El encarcelamiento tecnico incluia su reclusibn y la supresidn de sus obras. No estuvo, 
en realidad, en la cdrcel. Un partidario anterior del sistema de Copdmico, Giordano Bruno 
(1548-1600), fue llevado ante la Inquisicidn y quemado en la hoguera. 
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de tanta complejidad debla existir una simplicidad basica que podria expresarse 
en terminos georsetricos y matematicos. Hay que hacer resaltar que los datos 
de Tycho se habjan dejado en un estado un tanto indigesto. Constituian regis- 
tros voluminosos del tiempo de paso y posiciones angulares de los distintos miem- 
bros del sistema solar, pero habla que reducir todos esos datos para ser interpre- 
tados. Kepler intento ajustar el sistema de Cop£rnico con los datos de Tycho 
y hallo que, particularmente en el caso de Marte, eran necesarias hipdtesis tan 
complicadas como las involucradas en el sistema de Tolomeo. Posteriormente, 
abandoned la hipotesis de movimiento circular y encontro que los planetas segulan 
orbitas elipticas alrededor del Sol. Cada elipse tenia en el Sol uno de sus focos. 
Esto es lo primero que se conoce acerca de las tres leyes de Kepler del moyi- 
miento planetario. 



Fig. 1-4. Elipse. La distancia r\ + ri es constante para todo punto P de la curva. 


La elipse es una de las secciones conicas, y tiene la propiedad de que la suma de 
las distancias de uno cualquiera de sus puntos a los dos focos, es constante. Cuando 
los focos estan muy separados, la elipse es alargada. A1 irse aproximando los focos, 
la curva se aproxima a una circunferencia. 


La segunda de las leyes experimentales de Kepler dice que al moverse un pla- 
neta alrededor del Sol, el area barrida en unidad'de tiempo por el radio vector 
Sol-planeta permanece constante. A esta ley se la suele conocer con el nombre 
de ley de las areas. 

La tercera ley es el enunciado cuantitativo de un hecho observado por Co- 
pernico y discutido por Galileo en relation con el movimiento de las lunas de 
Jupiter. Los planetas mas alejados del Sol tienen los periodos mas largos.' La 
tercera ley de Kepler es cuantitativa y dice que 

T 2 = CR'\ (1-1) 

donde T es el tiempo empleado en una revolution alrededor del Sol (un ano para 
la Tierra) y R es la distancia media del Sol al planeta. La Constante C es la misma 
para todos los planetas. 



MOVIMIENTO; BREVE 1NTR0DUCCT6N HIST6RICA 


13 



Fig. 1-5. A1 mo verse el planeta alrededor del Sol, la recta que une el Sol con el 
planeta barre areas iguales en tiempos iguales. En la figura, el Area SP 1 P 2 es igual al 
area SP\P'i y, por tan to, el tiempo que emplea el planeta en ir de Pi a P 2 debe ser igual 
.al que emplea en ir de P\ a P' 2 • 

Por fin se alcanzo la sencillez. Kepler consiguio hallar una descripcion ma- 
tematica concisa del movimiento de los planetas. Su logro fue notable por diver- 
sas razoqes. La primera y mds evidente fue la enorme magnitud de la tarea. 
Kepler era un habil matematico y empleo 17 anos en elaborar sus tres leyes. 
La segunda fue que la obra de Kepler, junto con la de Galileo, marcaron el 
principio de la era de las aplicaciones fructlferas del pensamiento matemdtico 
a la descripcion e interpretation de la Naturaleza. La tercera fue la bella y concisa 
descripcion matematica que Kepler dio del movimiento planetario y que consti- 
tuyo la base de los desarrollos aun mas espectaculares de Isaac Newton quien, 
80 anos despues de Kepler, formulaba las leyes generales de la Mecanica. 

Isaac Newton (1642-1727) fue un filosofo natural en el sentido mas amplio. 
Aporto grandes contribuciones a las Matematicas, Mecanica, Caior, Astronomia 
y Optica, y su labor en uno cualquiera de esos campos lo hubiera consagrado 
como uno de los mayores pensadores del mundo. Siendo estudiante en la Uni- 
versidad de Cambridge, descubrio el teorema del binomio, los metodos de las 
series infinitas y el calculo diferencial. Tenia 24 anos entoncesy habia formulado 
la primera definicion clara de fuerza y habia demostrado que un conjunto unico 
de hipotesis (sus leyes del movimiento y su ley de la gravitacion universal) ex- 
plicaban y resumian el movimiento planetario, asi como el movimiento de los 
cuerpos sobre la superficie terrestre. La Mecanica elemental, que es la presenta- 
da en este libro por ejemplo, esta en su mayor parte tal como la dejo Newton. 
fiste era una persona complicada. Era debil y modesto, un devoto estudiante y 
autor de Teologia y al mismo tiempo un audaz aventurero intelectual que inter- 
venia frecuentemente en acalorados debates con sus contemporaneos acerca de 
la prioridad de invencion y de descubrimiento. 

Movimiento sobre la superficie terrestre . Galileo Galilei nacio en Pisa en 
1564. Era evidentemente, un superdotado. Su padre, Vincenzio Galilei, decidio 
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que estudiara Medicina y asi lo hizo durante un tiempo, pero pronto se volvid 
su atencion hacia las Matemdticas y las Ciencias. Como ha ocurrido con lama- 
yoria de laS personalidades especialmente creadoras, su genio se hizo patente 
muy pronto' y en 1592, a la edad de 28 anos, se le concedia la cdtedra de Mate- 
miticas en Padua. Ya habia sido profesor en Pisa durante dos anos, pero no fue 
suficientemehte prudente en la expresion de sus puntos de vista, lo que le oblige 
a marcharsej. En cambio, en Padua fueron muy populares sus lecciones y se acre- 
cento su fama. En 1610 se conocia su labor en toda Europa y fue invitado a volyer 
a Pisa comojMatemdtico y Fildsofo del Gran Duque de Toscana. Un aiio mas tarde 
se iniciaron*los disgustos de Galileo a causa de sus puntos de vista favorables 
a las ideas de Cop£rnico. La historia de su vida, su renuncia a sus ideas acerca 
del sistema heliocentrico y su condena por la Inquisition dan un interes maximo 
a la lectura *de su biografla, la cual resulta muy recomendable por la informacion 
que contiene. * 

Las contribuciones de Galileo a la Fisica se presentah en forma muy atrac- 
tiva en sus dos Dialogos, Dialogos referentes a los dos grdndes sistemas del■ mun - 
do (1630) y'Dialogos referentes a dos nuevas ciencias (1638). Los dialogos estan 
escritos en forma de conversaciones entre Simplicio, quien representa el punto 
de vista ^ri'stotelico; Salviati, quien presenta y discute los puntos de vista de 
Galileo; y Sagredo en cuya casa se reunen los tres. 

Recordemos uno de los puntos de vista aristotelicos que mencionamos ante- 
riormente, El estado natural de los cuerpos es el de reposo, por lo que para poner 
o manten^r en movimiento un cuerpo, habra que hacer algo sobre el. Esta idea 
es totalmente razonable. Incluso sobre el hielo de una pista de patinar, un objeto 
deslizante disminuye eventualmente su velocidad y se detiene. Si queremos man- 
tener en movimiento dicho objeto, deberemos hacerle algo —soplar sobre 61, 
empujarloj etc. Incluso un cuerpo montado sobre ruedas con los mejores cojine- 
tes que pttedan concebirse disminuiria su velocidad y llegaria a detenerse si no 
hici6ramo§ nada para ayudarle a mantenerse en movimiento. Acerca de esta 
cuestion, el punto de vista aristotelico no era falso. Sin embargo', era impro- 
ductivo. . 

• En cambio, Galileo adoptd otro punto de vista totalmente diferente, Como 
se trata de una idealization, su correccion serd tal Yez menos evidente, pero re- 
sulto productivo. Es un punto de vista que permite un desarrollo cuantitativo 
del tema. En efecto, Galileo detia que los cuerpos en reposo tendian a estar 
en reposo, que los cuerpos en movimiento tendian a estar en movimiento y que 
hay que hacerle algo al cuerpo para cambiar su estado de movimiento. Veamos 
edmo prdsentaba su caso en Dialogos referentes a los dos grandes sistemas del 


* V6ase, p!e., J. J. Fahie, Galileo: His Life and Work , James Pott and Co., New York, 
1903. • 
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mundo. * Salviati habla estado discutiendo con Simplicio el moyimiento de una 
esfera dura sobre un piano inclinado. Simplicio se habia convencido de que una 
esfera que se mueva hacia arriba del piano tenia retardado su movimiento, es 
decir, se desacqleraba, mientras que una esfera que se mueva hacia abajo del 
piano incremenfa su movimiento (se acelera). Entonces prosigue Salviati: 


; Ahora, dime que pasaria al mismo cuerpo movil situado sobre ujia superficie sin 
pendiente ni hacia arriba ni hacia abajo. 

Simplicio: Debo pensar mi respuesta. No habiendo pendiente hacia abajo, no 
puede haber tendencia natural alguna al movimiento; y no habiendo pendiente hacia 
arriba, no puede haber pinguna resistencia al movimiento, por lo que habria indiferen- 
cia entre la propension y la resistencia al movimiento. Por tanto, me parece que deberfa 
maiitenerse naturalmente estable. Pero lo olvidaba; no hace mucho que Sagredo me 
dio a entender que esto es lo que ocurriria. 

Salviati: Creo que asi ocurriria si se tuviera la bola apretada firmemente hacia 
abajo. Pero, ique ocurriria si se le diera un Impetu eh una direccidn cualquiera? 

• Simplicio: Debe seguirse que se moveria en dicha direccion. 

Salviati: Pero, icon qu6 clase de movimiento? Continuamente acelerado, como 
en el piano inclinado hacia abajo, io crecientemente retardado como en el piano ha¬ 
cia ;arriba? 

Simplicio: No puedo ver causa alguna de aceleracidn o desaceleracidn, no habien¬ 
do pendiente hacia arriba o hacia abajo. 

Salviati: Exactamente. Pero si no hay causa alguna para el retardo de la bola, 
menos deberia haberla para- que alcance el estado de reposo; luego, ihasta qu6 dis- 
tancia continuara movi6ndose la bola? 

Simplicio: Tanto como continue la superficie sin subir ni bajar. 

Salviati: Luego, si dicho espacio fuera ilimitado, el movimiento en 61, seria analo- 
gamente ilimitado? Es decir, iperpetuo? 

Simplicio: Asi me lo parece, si el cuerpo mdvil fuera de material duradero. 

Salviati: Asi se supone, claro est£, ya que dijimos que se suprimian todos los im- 
pedimentos extemos y accidentales y que toda fragilidad por parte del cuerpo mdvil 
seria en este caso uno de los impedimentos accidentales. 1 


Aqul Galileo echa mano de un experimento imaginativo idealizado para 
hacer plausible su aseveracion de que si se «suprimen todos los impedimentos 
exteriores y accidentales» un cuerpo que se mueva sobre un piano horizontal 
seguiria baciendolo perpetuamente. No ha negado el hecho que de las condicio- 
nes presdiritas para su experimento son imposibles de lograr en la practica. La 


* De la traduccidn al ingl6s de Stillman Drake, University of California Press, Berkeley 
and Los Angeles, 1953. 



16 


. INTRODUCCldN 


resistencia del aire, el rozamiento, las imperfecciones de la bola, una ligera ru- 
gosidad del piano, el tamano finito de la Tierra —todo ello afectara, en la prac- 
tica, al movimiento de la bola. Pero el estudio de Galileo de la materia— el 
unico sobre el que se han basado con exito desarrollos ulteriores— llevaba consi- 
go la idea razonable (pero no evidente) de que el estado de movimiento natural, 
o sin influencias, de un cuerpo es el estado en el cual el cuerpo se mueve con ye- 
locidad constante. Brevemente, algo hay que hacerle a un cuerpo para que varie 
su velocidad. Esta fue la gran idea que abrio el camino a la Mecanica. Como la 
mayoria de las buenas ideas en Fisica, resulta ser muy sencilla. Hoy en dia se la 
conoce como la primera de las tres leyes de Newton. 

En los Dialogos referentes a dos nuevas ciencias, Galileo discutia otros mu- 
chos aspectos del movimiento. Es particularmente interesante la presentation de 
sus ideas y experimentos acerca de caida de cuerpos y movimiento de proyectiles. 
Sus razonamientos y deducciones son agudos y bien tramados. Sus experimentos 
son ingeniosamente sencillos. estando destinados a hacer resaltar lo mas vivida- 
mente posible el punto que desea presentar. Veamos como presentaba Galileo 
su caso relativo al movimiento de caida de cuerpos de pesos diferentes. * Recor- 
demos la afirmacion de Aristoteles de que el tiempo de caida es inversamente 
proportional al peso. 

Salviati: .. . dudo mucho que Aristoteles comprobara nunca experimentalmente 
si era cierto que dos piedras, una diez veces mas pesada que la otra, si se dejan caer 
en el mismo instante desde una altura de, digamos, cien codos, difieran tanto en velo¬ 
cidad que cuando la mis pesada haya llegado al suelo, la otra no haya caldo mas de 
diez codos. 

Simplicio: Su lenguaje parecia indicar que habia intentado el experimento, porque 
dice: Vemos el mas pesado; la palabra vemos indica que ha hecho el experimento. 

Sagredo: Pero yo, Simplicio, que he hecho el experimento, puedo asegurarte que 
una bala de candn que pesa cien o doscientas libras, o tal vez mas, no alcanzara el suelo 
con tanta ventaja respecto a una bala de mosquete que solo pesa media libra, dejdn- 
dolas caer desde una altura de 200 codos. 

■Salviati: Pero, incluso sin mas experimentos, es posible demostrar claramente, 
mediante un razonamiento corto y concluyente, que un cuerpo mas pesado no se mueve 
mas rapidamente que otro mas ligero si los dos cuerpos son del mismo material y en 
resumen, como los mencionados por Aristoteles. Pero dime, Simplicio, si admites 
que cada cuerpo en su caida adquiere.una Yelocidad definida fijada por la Naturaleza, 
una velocidad que no puede incrementarse o disminuirse salvo mediante el empleo 
de la fuerza [violenza] o resistencia. 

Simplicio: No puede haber duda de que el cuerpo que se mueve en un medio unico 
tiene una velocidad fija determinada por la Naturaleza y que no puede incrementarse 


* De la traduccion al ingles de Henry Crew y Alfonso de Salyio. Dover Publications, 
Inc., New York, 1952. 
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mas que por la adicion de una cantidad de movimiento [impeto] ni disminuird mas 
que por una resistencia que la retarde. 

Salviati: Entonces, si tomamos dos cuerpos cuyas velocidades naturales sean dife- 
rentes, es evidente que, al unirlos, el mas rapido serd parcialmente retardado por. el 
mas lento, y este algo acelerado.por el otro. ^No estds de acuerdo con mi opinion? 

Simplicio: No hay duda. de que tienes razdn. 

Salviati: Pero si esto es eierto y si una piedra grande se mueve con una velocidad 
de, digamos, ocho mientras otra menor se mueve con una velocidad de cuatro, cuando 
se unan, el sistema se movera con una velocidad inferior a ocho; en cambio, cuan¬ 
do las dos piedras esten juntas constituiran una piedra mayor que aquella que antes se 
movia con velocidad ocho. Luego, el cuerpo mas pesado se mueve a menor velocidad 
que el ligero; efecto contrario a tu hipotesis. Puedes ver as! que de tu hipdtesis de que 
el cuerpo mas pesado se mueve con mayor velocidad que el ligero, deduzco yo que el 
cuerpo mas pesado se mueve mas lentamente. 

Despues de discutir algo mas, prosiguen: 

Simplicio: Tu discusion es realniente admirable; sin embargo, no encuentro facil 
creer que un perdigon cae tan rapidamente como ima bala de candn. 

Salviati: £Por qu6 no decir un grano de arena tan rapidamente como una muela? 
Pero, Simplicio, confio que no seguirds el ejemplo de otros muchos que apartan la 
discusidn de su intento principal y se agarran a algun enunciado mxo que se aparta 
un pelo de la verdad y tras este pelo esconden el fallo de otro que es grueso como un 
calabrote. Aristoteles dice que «una bola de hierro de cien libras que cae desde una 
altura de cien codos alcanza el suelo antes' de que una bola de una libra haya caido 
un solo codo». Yo digo que llegan al mismo tiempo. Al realizar el experimento, en- 
cuentras que la mayor adelanta a la menor en dos dedos, es decir, cuando la mayor 
ha alcanzado el suelo, la otra se halla a dos dedos de 61; no puedes esconder tras esos 
dos dedos los noventa y nueve codds de Aristoteles, ni puedes tener en cuenta mi 
pequeno error y al mismo tiempo silenciar su error mucho mayor. 


Simplicio: Tal vez el resultado seria diferente si la caida tuviera lugar no desde 
pocos codos, sino desde varios miles de codos. 

Salviati: Si fuera esto lo que queria decir Aristoteles, le cargas con otro error 
que equivaldria a una falsedad; porque, puesto que en la Tierra no disponemos de 
alturas verticales tan grandes, es evidente que Arist6teles no podria haber realizado 
el experimento; con todo, el pretende darnos la impresion de haberlo realizado cuando 
habla de dicho efecto como de algo que podemos Yer. 


En estudios posteriores, Galileo establece que cuerpos de materiales dife- 
rentes, al dejarlos caer simultaneamente desde una misma altura, alcanzan el 
suelo al mismo tiempo (o en instantes casi coincidentes). Atribuye correctamente 


Ingard — 2 
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las pequeiias diferenciais de tiempo de caida a diferencias en el enfrenamiento 
por parte del aire sobre cuerpos de formas y tamanos diferentes, y.afirma su 
creencia de que al dejar caer los cuerpos en el vacio, todos alcanzarian el suelo 
al mismo tiempo. 

No se pueden resumir en forma concisa las contribuciones de Galileo a la 
Mecanica. No solo practico el m£todo experimental en la Fisica sino que, junto 
con Kepler, introdujo y demostrd la utilidad del razonamiento matemdtico en 
el estudid de los fenomenos fisicos. Dio la fuerza y el impulso finales que acabaron 
con la autoridad de Arist6teles. En un sentido mds tecnico, proporciono la base 
real de lps futuros desarrollos de Newton, ya que fue Galileo quien introdujo 
la idea d£ que los empujes y tracciones (fuerzas) sirven para hacer variar el esta- 
do de mbvimiento de un cuerpo. Fue a Galileo a quien se refirio Newton al 
decir que si el (Newton) habia realizado mas que otros era porque se apoyo 
sobre hoinbros de gigantes. 

Seguii indicamos en el apartado anterior, Isaac Newton reunio los movimien- 
tos local y celeste y demostrd que el mismo sistema de leyes conducia a una des- 
cripcidn borrecta de los dos tipos de fenomenos. 

Newton y sus contemporaneos y predecesores se ocuparon principalmente 
5 de los empujes y tracciones de los tipos de «contacto» y gravitatorio. Un cuerpo 
cae a causa de la traccion que le ejerce la Tierra (fuerza gravitatoria) y cuando 
alcanza 61 suelo se detiene a causa de una fuerza de «contacto». Despues de 
Newton, durante los siglos XVIII y XIX, se estudiaron detalladamente las fuer¬ 
zas electrostdtic&s y electromagneticas. A Coulomb y a Cavendish se debe la 
mayoria de 4 los avances en Electrostdtica, y a Faraday, y Henry la mayor parte 
del desarrollo del magnetismo. James Clerk Maxwell (1831-1879) reunid los 
fenomenos magneticos y electrostaticos en una teorfa general, de la cual nacid 
nuestro conocimiento de las ondas y fuerzas electromagneticas. Durante el si- 
glo XX ba aumentado nuestro conocimiento de todas estas fuerzas, gravitatorias, 
electromagneticas y de contacto (interatdmicas liltimamente), hallandose en es- 
tudio actualmente las fuerzas nucleares. 

1-3 Eongitud y tiempo. La longitud y el tiempo son los ingredientes fun- 
damentales en el estudio del movimiento. Si quisieramos formular una definicidn 
operative, es decir, una descripcion de estas cantidades en funcidn del metodo 
de medida, encontrariamos que no hay nada que sea mucho mas profundo que 
lo que podemos decir en principio de que <da longitud es lo que medimos con 
lifia regia graduada o con un instrumento basado en ella», y que «tiempo es lo 
que medimos con un reloj». Una ulterior explicacion lleva consigo una descrip¬ 
tion .de las propiedades de los instrumentos. de medida de longitud y de los re- 
lojes. En el desarrollo de la teorfa (no relativista) del movimiento supondremos 
que esas propiedades son las que nos son familiares en nuestra experiencia diaria. 
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Por ejemplo, supondremos que las longitudes y tiempos medidos por.dos obser- 
yadores que se mueven uno respecto al otro, no estan influidos por el movimiento. 
Esta hipotesis viene corroborada experimentalmente a las velocidades que apa- 
recen en la vida diaria. En cambio, a velocidades proximas a la de la luz no re- 
sulta posible una description de las observaciones del movimiento que sea com¬ 
patible con Ja hipotesis que acabamos de mencionar. En su lugar, debe suponerse 
que las medidas. de longitud y tiempo realizadas por dos observadores que se 
mueven uno respecto a otro, depende de su movimiento. Este tema, la Relati- 
vidad restringida (Einstein) es muy impgrtante para el estudio del movimiento 
de las particulas atomicas y subatomicas, que frecuentemente alcanzan veloci¬ 
dades del orden de la de la luz. 

Unidades. La medida de una longitud lleva consigo una comparacidn con 
un patron elegido como unidad de longitud y la unidad puede dividirse en frac- 
ciones de su longitud. Por ejemplo, una regia de un metro esta dividida en cen- 
tesimas (centimetros) y milesimas (milimetros). La unidad fundamental de longi¬ 
tud (el metro) es la distancia entre dos marcas practicadas en una barra de pla- 
tino iridiado que se conserva en Sevres (Francia). La distancia entre esas dos 
marcas que define el metro, se ha tornado arbitrariamente. En otros muchos 
lugares de la Tierra se dispone de patrones secundarios fabricados con precision. 
La Conferencia International de Pesas y Medidas, organismo intemacional, ha 
considerado la posibilidad de definir el metro en funcion de un cierto numero 
de longitudes de onda de, la luz de una linea espectral atdmica particular. La de¬ 
finition seguiria siendo arbitraria, pero una tal definition tiene la ventaja de que 
el patron primario de longitud seria independiente del ambiente y estaria a la 
disposition de cualquiera que quisiera instalar los instrumentos necesarios. 

La primera base para el concepto de tiempo la constituyen nuestras experien- 
cias subjetivas. El tiempo que transcurre entre latidos de nuestro pulso, entre 
inspiraciones sucesivas de nuestra r^piracion, el crecimienta, envejecimiento 
—todo ello, junto con el paso de los dias y de las estaciones, establecen nuestra 
notion de tiempo. Con anterioridad al siglo XVII y a la invention de cronome- 
tros de precision, * la unidad de tiempo se basaba en el dia solar, siendo este 
el tiempo que transcurre entre dos pasos consecutivos del Sol por el cenit. Sin 
embargo, se encontro que la duration del dia solar variaba a causa del hecho 
de que la Tierra recorre una trayectoria eliptica en torno al Sol y que el piano 
de la elipse no coincide con el del ecuador terrestre. Se adopto el dia solar medio, 
definido como la duracidn del dia solar promediada para un ano entero. [Evi- 
dentemente, el segimdo es 1/(24*3600) de dia]. Este patron de tiempo se mantuvo 


* Acerca de la interesantlsima historia de la importancia y desarrollo de relojes buenos 
para la navegacidn, v6ase «The Longitude» de Lloyd A. Brown en The World of Mathema¬ 
tics, Vol. 2, editado por J. R. Newman. Simon and Schuster, New York, 1956. 
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hasta hace poco que se encontro que el periodo de la rotacion terrestre calculado 
a partir del movimiento aparente de las estrellas, variaba aproximadamente 
0,03 s cada ano. Esta variation no tiene importancia para los actos ordinarios 
de la vida, pero es mucho mayor que la incertidumbre en las medidas de tiempo 
realizadas. en el laboratorio con relojes atomicos. Es interesante observar cuanto 
se ha apartado la Ciencia de los puntos de vista aristotelicos, en los que no se 
ponla en duda que el mejor registro del tiempo residia en la propia Tierra. 

Medida y dominios del tiempo y la longitud, La longitud y el tiempo y sus 
metodos de medida conocidos por la experiencia diaria se utilizan en Fisica tanto 
para fenomenos a muy pequena escala como a escala muy grande. Ciertamente, 
no podemos estudiar aqui todos los tipos de medidas de longitud y tiempo; Tal 
estudio nos llevarfa a traves de la mayor parte de la Ciencia y desde luego, a tra- 
ves de toda la Fisica. Las medidas «directas»' —medidas de longitud con cintas 
metricas, reglas graduadas o micrometros, y medidas del tiempo con relojes y 
cronometros— no nos hacen penetrar mucho en los dominios en los que pueden 
y deben hacerse medidas. Debemos recUrrir a medidas indirectas. 

Inmediatamente por debajo del. dominio de los micrometros (10— 3 cm), los 
microscoplos opticos y electronicos hacen posible la observation y medida de 
microorganismos y de las macrombleculas. Con microscopios opticos estas me¬ 
didas tienen un limite inferior de pocas longitudes de onda de la luz, o sea unos 
10 000 A (una unidad angstrom equivale a 10~ 8 cm). Por otra parte, el micros- 
copio electronico permite el estudio de detalles en la region de los 100 A, y pue- 
de realizarse medidas hasta de 10 A quiza. Las moleculas jnorganicas son de 
pocos angstrom y los atomos tienen tamanos del orden de 1 A. Los nucleos ato¬ 
micos tienen diametros comprendidos entre 10“ 12 cm y 10— 13 cm. 

A1 igual que la luz tiene longitud de onda, tambien la tienen las particulas de 
las que esta constituida la materia. Cuanto mas rapida sea la particula, tanto 
rneno^ se hace su longitud de onda. Las longitudes de onda de algunas particulas 


B 



Fig. 1-6. La distancia x, que no puede medirse directamente, puede hallarse 
a partir de :1a distancia y y de los angulos 0 y <f>. 
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especialmente las aceleradas en ciclotrones, sincrotrones, etc., son del orden de 
10— 15 cm. Las longitudes de onda mds cort^s de las. particular son del orden 
de l(>-23 cm y corresponded a las partlcul^s mas energfeticas da los ray os 
cosmicos. 

Un tipo de medida indirecta que nos es familiar, es la triangulacion. Supon- 
gamos que queremos conocer la distancia x etftre los puntos A y £ que, por al- 
guna causa, no son accesibles a la medida directa. Entonces, segun se muestra 
en la'figuira 1-6, puede determinarse la distancia x si se conocen los dos angulos 
8 y <f> y la. distancia y. 

Ya habiamos estudiado anteriormente la medida indirecta de distancias por 
triangulacion al hablar de la controversia entfe los sistemas geocentrico y helio- 
centrico. Hasta 1838 no se pudo medir la para&je estelar y hallar (indirectamente) 
la distancia a una estrella por triangulacion. La estrella mas proxima al sistema 
solar se halla a una distancia de 4,3 anos-luz y tiene una paralaje de menos de 
un segundo de arco. La mayoria de estrellas y galaxias se hallan demasiado ale- 
jadas para que las medidas de su paralaje puedan tener significado. Como ejemplo 
de medidas aun menos directas estudiaremos brevemente una de las maneras 
en que pueden medirse estas enormes distances. 

fexiste un tipo de estrellas variables llamadife Cefeidas ciiyo brillo oscila con 
el tiempo. Es corriente que una Cefeida aparejgca brillante, se oscurezca y luego 
vuelva a aparecer brillante con un periodo d% por ejemplo, cinco dlas. Varias 
de estas estrellas se descubrieron en la Nube fdenor de Magallanes, la galaxia 
mas proxima a la nuestra que es la Via Ldctea. Aparte de su posicion angular, 
hay dos cosas que pueden medirse facilmente en una Cefeida: su brillo aparente 
(magnitud) y su periodo. Trazando una grafica fen la que se represente el periodo 
en fuhcion de la magnitud (o brillo aparente) y se represente por un punto cada 
Cefeida de la Nube Menor de Magallanes, halliamos que los puntos no se hallan 
distribuidos al azar sobre el diagrama, sino que &e agrupan a lo largo de una cur- 
va de forma regular. Elio significa que el periodo de una Cefeida depende de 
alguiia manera de su brillo. Ahora bien, el brillo de una estrella depende de la 
luz total emitida y de lo lejos que este. Cuando se preparan diagramas,;para otras 
galaxias, hallamos que las Cefeidas se agrupan a lo largo de curvasllregulares, 
pero estas curvas estan desplazadas de la correspondiente a la Nube|Menor de 
Magallanes. Luego, si suponemos que la. luz total emitida por una Cefeida de 
un periodo dado es siempre la misma independientemente de la galaxiafien la que 
se encuentre, el desplazamiento de estas curvas nos da una medida tifefativa de 
lo alejadas de nosotros que se encuentran dichas galaxias. Esta es de las 
maneras de medir las inmensas distancias del Universo. Ciertamente, enjaedidas 
indirectas de ese tipo pueden haber fuentes de error. De todas manera]^ es im- 
portante que estas posibles Fuentes de error se hagan explicitas y se teq^an siem¬ 
pre presentes. 
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El di&metro de la Tierra es d c 1,3 • 10 7 m, mientras su orbi ta alr ededor d el 
Sol es de STC^m de diametro. La estrella mis prdxima, alfa Centauri, se halla 
a 4,3 anps-luz o sea a unos 4-10 16 m, y nuestra galaxia tiene un diametro de 
100 000 anos-luz, o sea 10 21 m . Las Nubes de Magallanes se hallan a pocos dii- 
metrOs galicticos de nosotros y en el espacio se encuentran galaxias a distancias 
tan grandes como las mayores qne podamos explorar. En la actualidad, la ma¬ 
xima dis^ancia explorada es de unos mil millones de anos-luz, o sea 10 25 m. 

Las medidas del tiempo, al igual que las de longitud, cubren muchos drdenes 
de magnitud por encima y por debajo de los que nos encontramos en nuestra 
experience cotidiana. Las tecnicas fotogrificas tales ,como la fotografla de re- 
lamp : ago multiple que estudiaremos mas adelante en este capltulo, son utiles para 
medir el ‘fiempo en acontecimientos sucesivos entre los cuales transcurra mas de 
10 ‘ 4 s; En 10— 4 s, una bala o una onda sonora recorren pocos centlmetros y las 
ondas luihinosas y de radio recorren 30 km. Un itomo excitado tarda en emitir 
luz 10— 8 s.y la luz que sale de esta pagina tarda 10 -9 s en llegar a los ojos del lector. 
Algunas de las particulas descubiertas recientemente en la Flsica de las altas 
energias tienen tiempos de vida media de 10— 13 s y para que la luz recorra un dia¬ 
metro nuclear se precisa un tiempo de 10— 22 s'. Nos llevaria muy lejos el descri¬ 
be como se miden o pueden estimarse estos tiempos tan cortos. No es necesario- 
decir que los metodos son indirectos y muy poco relacionados con los fenome- 
nos familiares que nos sugirieron primitivamente el concepto de tiempo. 

En el dominio de los tiempos largos, las medidas no son menos llamativas y 
quiza aun : menos directas. El Hombre tal como el que hoy dia existe ocupo la 
Tierra hace, quizi, 100 000 anos, parte muy pequena de la edad estimada de 
la Tierra (varios miles de millones de anos) y la historia registrada se remonta 
solamenteia 5000 anos. Los talentos combinados de la gente en las diversas cien- 
cias han contribuido a reconstruir la historia del Hombre, de la Tierra y del Uni- 
verso, Cuando contemplamos una estrella, alfa Centauri por ejemplo, vemos 
la luz que emitid hace 4,3 anos por lo que, en cierto sentido, estainos viendo 
historia. Y, desde luego, se sigue que deberemos esperar 4,3 anos para ver la luz 
emitida hoy. 

En ocasiones se considera que la edad del Universo es de unos diez mil millo¬ 
nes de anps. ^Qu6 significa eso? Segiin hemos mencionado anteriormente en 
este apartado, se han observado galaxias separadas de nosotros aproximada- 
mente mil imillones de anos-luz. El movimiento de esas galaxias es tal que tienen 
velocidades (dirigidas en el sentido de alejamiento de nosotros) proportionates 
a las distancias que nos separan de ellas. Esto se ha interpretado considerando 
que todas las galaxias se estdn alejando mas y mas uUas de otras y que un obser- 
vador situado en una galaxia cualquiera veria el mismo movimiento general 
de las dem'ds galaxias que vemos nosotros. Si suponemos que todas las galaxias 
que vemos? han existido siempre y si sus velocidades han sido siempre propor- 
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cionales a las distancias de sus alejamientos, en un tiempo debieron haberse ha- 
llado en un.estado muy condensado y ello debio ocnrrir hace diez mil millones 
de afios. Esta estimation se presta a controversias y existen otras interpretations 
'de los datos. Resulta interesante el hecho de que la edad de la Tierra, calculada 
a partir de evidencias geologicas y radiactwas, tambi6n se estima en varios mi¬ 
les de millones de anos. 

1-4 Velocidad y aceleracidn. En este apartado ecbamos una ojeada a las 
cantidades velocidad y aceleracion y tendremos la oportunidad de introdutir la 
tecnica de fotografia de relampago multiple para el estudio del movimiento: 

Velocidad. Se ilumina el cuerpo cuyo movimiento queremos estuiiar; : me- 
diante una luz que emite destellos.a una velocidad regular. Spbre el objeto se 
enfoca una camara fotografica con su obturador abierto. La duration del des- 
tello es muy corta, por lo que si el cuerpo no va demasiado deprisa cada deste- 
llo dara origen a una imagen neta del cuerpo sobre la fotografia. La figura 1-7 
es una fotografia de relampago multiple de una bola de billar que rueda sobre 
una superficie horizontal lisa. A partir de esta fotografia pademos determinar 
la posicidn de la bola en cada instante en que se producia un destello. Los datos 
pueden llevarse a una grafica que representa la posicion x en funcion del tiempo t. 
En la grafica. de la figura 1-8 hemos tornado como posicidn x = 0 la correspon- 
diente a la imagen de la bola mas extrema a la izquierda. Los puntos se hallan 
sobre una recta y al trazarla, hemos supuesto que si hubiera habido mayor 

' : V;f^ 

__._._._jdt...... 



Fig. 1-7. Fotografia de relampago multiple de una bola de billar que rueda 
hacia la derecha a lo largo de una superficie horizontal lisa. Observese que la bola ha 
recorrido distancias iguales entre destellos sucesivos. (Las franjas blancas sobre la barra 
son de 10 cm de longitud). 

numero de. destellos por segundo, los puntos adicionales habrian caido sobre 
esta misma recta. En este caso particular, la distancia recorrida es proportional 
al tiempo transcurrido. La constante de proporcionalidad que nos da la distan¬ 
cia recorrida en unidad de tiempo recibe el nombre de velocidad v y tenemos 


x. — vt 
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Fig. 1-8. 
es constante. 


Datos observados, position x en funcion del tiempo t. - La velocidad 



Fig. 1-9. Caida libre. Se solto el cuerpo en el instante del primer destello, y los 
destellos siguientes estaban espaciados 0,1 s. 

Si tuvieramos que trazar la grafica de la ecuacion algebraica y = bx, obten- 
driamos una recta de pendiente b. Si es 6 el angulo que forma la recta con el eje 
x, b y 6 estarian relacionados por la expresion b = tg 6. Evidentemente, la velo¬ 
cidad esta relacionada con la pendiente de la grafica de x en funcion de t, ya que 
aparece en x = vt de la misma manera que aparece b en y = bx Sin embargo, 
es poco frecuente que se tracen las graficas de manera que la unidad de longitud 
y la unidad de tiempo e§ten representadas por longitudes iguales sobre los ejes 
de abscisas y ordenadas. Por tanto, corrientemente no sera llcito decir que v 
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es tg <j>, donde <f> es el angulo que forma la recta de la grafica. con el eje de absci- 
sas. Aun asl, frecuentemente nos referiremos a la velocidad como a la pendiente 
de la grafica de x en funcion de / y con esto queremos significar • v — Ax/At, 
donde Ax es la distancia recorrida durante el intervalo de tiempo At. 

Utilicemos ahora la tecnica de la fotografla de relampago multiple para estu- 
diar la velocidad de un cuerpo eh calda libre. El primer destello correspondiente 
a la imagen de la figura 1-9 se produjo en el instante en que se soltaba la bola 
y los destellos siguientes se produjeron cada 0,1 s. De la figura pueden sacarse 
a escala las distancias y trazar la grafica de la position en funcion del tiempo 
que puede verse en la figura 1-10. Por los puntos experimentales se ha trazado una 
curva regular. Se ve claro que la velocidad aumenta con el tiempo, ya que la distan¬ 
cia recorrida en un tiempo dado, At- = 0,1 s, por ejemplo, crece constantemente. 
Si calculamps la velocidad de acuerdo con v = Ax/At = ( x 2 — Xi)/(t 2 — t/), 
vemos que debe interpretarse como velocidad media del cuerpo entre los instan- 
tes t\ y t 2 ,: ya que la velocidad varla continuamerlte, Tomaremos, pues, Ax/At 
como definition de velocidad media. * 


' ■ = - % (1 - 2) 

Esta velicidad media v puede interpretarse como la pendiente de la secante 
trazada por|os puntos (/j, xj) y (f 2 , x 2 ), segun se indica en la figura l-Il(a). La 
curva de x funcion de t que representa el movimiento de un cuerpo real cual- 
quiera, es si|mpre de forma regular. Por tanto, si hacemos tender / 2 a t\ (es decir, 
haciendo tender a cero el intervalo de tiempo At = t 2 — <i), la secante a que 
acabarnos d| referirnos tendra una pendiente que tendera a la pendiente de la 
tangente a la*'.curva de x en funcion de t , en el puntd correspondiente a t\. La pen¬ 
diente de la tangente a la curva de x en funcion de /, en el instante t\ se toma 
como velocidad instantanea en 


v = 


.. Ax 
lim — = 
a<=o 


dx 

dt 


(1-3) 


donde, con la notacion de Calculo diferencial, dxjdt es la derivada de x respec- 
to al tiempo. De momento solamente vamos a hacer uso de la interpretacion 
geometrica de la derivada. Como consideraremos siempre positivo At, las defi- 
niciones (1-2) y (1-3) indican-que una velocidad positiva (es decir, un Ax posi¬ 
tivo) corresponde a un movimiento en el sentido de las * crecientes, y una velo- 


* De ahora en adelante, para indicar el valor medio en el tiempo de una cantidad coloca- 
remos una raya sobre la letra representativa de dicha cantidad. 
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cidad negativa corresponde al moYimiento en el sentido de las x decrecientes'. 
A, la magnitud de la velocidad se le da el nombre de celeridad. Solo indica lo 
iipidamente que se mueve el cuerpo y nada dice acerca de la direction en que 
lo hace. 

Volvamos al moYimiento de caida libre representado en la figura 1-10. La 
posicidn del cuerpo que cae se mide a partir del punto en que se suelta y la coor- 
denada x correspondiente aumenta hacia abajo. Eligiendo este sentido positivo 
para x la velocidad del cuerpo es positiva y, tal como acabamos de tratarlo, 
crece constantemente. 

Aceleracidn. Al igual que la velocidad es una medida de lo rapidamente 
que cambia la posicion con el tiempo, la aceleracion es una medida de lo rapida¬ 
mente que varia con el tiempo la velocidad; y al igual que la velocidad puede 
interpretarse como la peiidiente de la curva de x en funcion de t, la aceleracidn 
puede interpretarse como la pendiente de la curva v funcion de t. 

La velocidad en el movimiento de caida libre, determinada a partir de la pen¬ 
diente de la curva x funcion de t de la figura l-10,;esta representada ; en funcion 
del tiempo en la figura 1-12. Vemos que la velocidad crece linealmeilte con el 
tiempo, es decir, la aceleracidn a es constante y tehemos 


v = at 


En este caso encontramos, a partir de los resultados experimentales, el valor 
a ~ 980 cm/s 2 o sea 9,8 m/s 2 . [La aceleracidn de la gravedad se ha medido mu- 
chas veces y en lugares' muy diferentes. Su Valor varia con la altura sobre la 
superficie terrestre y tambiem varia con la latitud, siendo alrededor de 1/2 % ma¬ 
yor en los polos que en el ecuador.] En general, la pendiente.de la curva v funcion 
de t no es constante y definiremos la aceleracidn (instantanea) en un instante t\ 
como la pendiente en dicho punto. Esta pendiente puede aproximarse a un gra- 
do cualquiera de aproximacidn con el cociente Au/A£ = (v 2 — Vi)/(t 2 — h) 
tomando A t suficientemente pequeno. La cantidad 


l>2 — Vi _ Au 
t 2 — ti At 


(1-4) 


recibe el nombre de aceleracidn media en el intervalo de tiempo At. La acelera¬ 
cidn instantanea, analogamente a como ocurria con la velocidad instantanea, es 


a = 


,. Av dv 
lim — = 37 
AtsszQ At dt 


(1-5) 


Posicidn en funcidn del tiempo. Supongamos que tenemos la grafica v funcion 
de t de un cuerpo movil. ^Cdmo podemos hallar su posicidn en funcidn del tiem- 
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po? Veamos, en primer lugar, un ejemplo sencillo. En la figura 1-13 la veloci- 
dad es de 10 m/s durante 5 s y luego de 7 m/s durante 10 s. iQue distancia ha- 
bra recorrido el cuerpo al cabo de los 15 s? La distancia recorrida es la suma 
de 50 m (10 m/s durante 5 s) mas 70 m (7 m/s durante 10 s) o sea 120 m. La dis¬ 
tancia recorrida esta representada por el area limitada bajo la curva de la velo- 
cidad segun se indica en la figura. En realidad, la distancia recorrida es propor¬ 
tional a este area. Desde luego, la constante de proporcionalidad depende de 
las escalas tomadas sobre los ejes v y t. En lo sucesivo, supondremos siempre 
que se ha considerado este problema de los factores de escala cuando se utilice 
el area bajo una curva para representar una cantidad flsica. 


r 



Fig. 1-12. La velocidad en funcion del tiempo en el movimiento de calda fibre. 
La velocidad crece linealmente con el tiempo. 



5 10 

Tiempo t, s 


Fig. 1-13. Grafica de la velocidad en funcion del tiempo. La distancia total re¬ 
corrida es de 120 m y esta representada por el area sombreada. 
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La situation es enteramente analoga cuando la velocidad varia continuamente 
con el tiempo. Aproximando el movimiento a una sucesion demovimientos a 
celeridad constante hallamos de nuevo que la distancia recorrida esta repre- 
sentada por el area bajo la curva, segiin se indica en la figura 1-13. En la 
figura 1-14(a) se ilustra el caso particular en que la velocidad crece uniforme- 
mente desde 0 hasta v en un tiempo t. La velocidad media es, entonces, u/2, 
por lo que la distancia recorrida sera itf/2, o sea el area limitada por la grafica 
de v funcion de t. Como en el movimiento uniformemente acelerado la veloci¬ 
dad es, simplemente, v = at , la distancia recorrida es 



Si un cuerpo tiene una velocidad inicial v Q y se mueve a partir de ese.instante 
con movimiento uniformemente acelerado, su curva v funcion de t podrfa ser 
como la de la figura 1-14, dada algebraicamente por 


v = Vq + at 


( 1 - 6 ) 
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(a) (b) 

Fig. 1-14. En (a), la velocidad aumenta uniformemente de 0 a 10 m/s en 1,0 s. 
La aceleration es de 10 m/s 2 y la distancia recorrida 5 m. En (b), la aceleracidn es la 
misma que en (a), pero la velocidad inicial es vq = 3 m/s. La distancia recorrida es 
de 8 m. 


La distancia recorrida vuelve a ser el producto de la velocidad media por el tiem¬ 
po transcurrido (area limitada por la curva v funcion de /): 

X = Vq f + \at 2 


(1-7) 
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Frecuentemente, en relacion con la caida de cuerpos, conviene utilizar una 
coordenada de posicidn y que aumente hacia arriba. Entonces, las expresiones; 
que Ijemosj desarrollado para los cuerpos que caen libremente, con a = — g, 
y == en t — 0, toman la forma: 

5 I 

! v — v Q — gt, y = Vo + v 0 t — %gt 2 (1-8) 

donde ahora las velocidades son positivas hacia arriba y g es la aceleracion de 
la gravedad, nominalmente 9,8 m/s 2 o sea 980 cm/s 2 . En el Capltulo 5 presenta- 
remos un estudio mas completo de este movimiento. 

VectoreSf Las cantidades flsicas tales como la masa, densidad, temperatura, 
celeridad, etc., Uamadas cantidades escalares, tienen una propiedad en comun: 
basta un numero para especificarlas. Cuando hablamos de la masa de un coche, 
es suficiente decir 1000 kg, por ejemplo. En cambio, una descripcion unlvo- 
ca de la velocidad o del desplazamiento de un coche precisa informacion no solo 
de la magnitud de la velocidad o del desplazamiento, sino tambien el conoci- 
miento de la direccion y el sentido de movimiento. Las cantidades* tales como 
la velocidad; o el desplazamiento, que precisan se conozca la magnitud, direccidn 
y sentido, o mas de un numero, para su descripcion, reciben el nombre de vec¬ 
tor iales. El ente matematico que las mide recibe el nombre de vector. Como el 
vector desplazamiento es particularmente facil de representar, lo utilizaremos 
para estudiar algunas de las propiedades fundamentales de los vectores. Los 
resultados que se obtengan para el vector desplazamiento so.n aplicables direc- 
tamente a otras cantidades vectoriales. 

Considerjemos dos puntos Pi y Pi en el piano xy de un sistema de coorde- 
nadas, tal cjomo se indica en la figura 1-15. Las coordenadas de los dos pun- 



Fig. 1-15. Pi y P 2 son dos puntos del piano xy. 
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tos son xi,yi y x 2 ,y 2 . El desplazamiento de P\ a P 2 esta definido por las com- 
ponentes 

Ax = x 2 — * 1 , Ay = y 2 — yi 

La magnitud d|l desplazamiento, definida como la distancia P\P 2> es pues 

ir = V'(Az) 2 -f (Ay) 2 = V(z 2 “ *i) 2 + (^2 ~ 2/i) 2 (1-9) 

y la direccion del desplazamiento especificada por el angulo 6 que forma P\P 2 
cpn el eje x vlene dada por 


tg e = M = HuzJli 

Ax- x 2 — X\ 


a-io) 


Inversamente, si conocemos la magnitud, direccion y sentido del desplazamiento, 
las componentes del desplazamiento se obtienen de las relaciones 


Ax = Ar cos 6, Ay = A r sen 6 (1-11) 

Como notacion abreviada para la pareja de numeros (Ax,Ay) o (Ar-,6) que definen 
el desplazamiento de Pj a P 2 , coiiviene emplear el simbolo dnico Ar,llamado 
representacion vectorial del desplazamiento. La magnitud del desplazamiento que 
hemps representado anteriormente por Ar se escribe tambien en la forma |Ar|. 

Iin relacion con la definicidn del vector Ar resulta interesante el siguiente 
comentario. Dos vectored desplazamiento se consideran iguales si tienen las mis- 
mas componentes Ax y Ay. En otras palabras, dos desplazamientos que partan 
de puntos diferentes pero que tengan igual magnitud, direccion y sentido estan 
descritos por el mismo vector. A causa de esta propiedad del vector desplazamiento, 


v 



Fig. 1-16. Vector r 2 — ri + At o bien r 2 = Ax + rj 
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se dice que es un vector «libre». El vector desplazamiento del origen de coor- 
denadas al punto P\ recibe el nombre de vector de position de Pi y se representa* 
por rj, que tiefte por componentes Xi e Analogamente, el vector de position 
de P 2 se representa por r 2 Y sus componentes son 

x 2 — Xi + A.r. 7/2 = M\ + Ay (1—12) 

donde Ax y Ay son las componentes del vector desplazamiento Ar, correspon- 
dientes al desplazamiento de P\ a P 2 , tal como se indica en la figura 1-15. 

Suma vectorial . Como un vector r representa a las dos componentes x, y\ 
podemos interpretar la ecuacion 1-12 como una relacion entre los vectores r 1} r| 
y y como metodo abreviado para escribir las dos relaciones (1-12) utilizare* 
mos. la ecuacion vectorial 


= ri + Ar (1-13) 

Al vector r 2 se le llama suma vectorial de los dos vectores r* y Ar. El signifi- 
cado geometrico de la suma vectorial queda ilustrado en la figura 1-16. La suma 
de los dos vectores r* y Ar puede decirse que es la diagonal trazada desde el ori¬ 
gen de hasta el extremo de Ar en el paralelogramo definido por los dos vec¬ 
tores. Es importante observar que la magnitud (tambien llamada modulo) del 
vector r 2 no es igual a la suma de las magnitudes de los vectores rj y Ar a menos 
que estos vectores tengan la misma direccion y sentido. El modulo de r 2 se ob- 
tiene mediante la relacion 

r 2 = |r 2 | = V (Xi + Ax) 2 + {y x + At /) 2 (1-14) 

y la direccion de r 2 se obtiene mediante 



Vi + Ay 
Xi + Ax 


(1-15) 


De la figura 1-16 se deduce que el orden de los vectores sumando no altera la su 
ma vectorial, es decir, 


r r + Ar = Ar + r x (1-16) 

Definimos como vector opuesto del r, a otro vector que sumado con r da cero. 
Es evidente que este vector tendra por componentes —— y. Lo representare- 
mos por —r. La diferencia entre dos vectores r 2 y rj se define, pues, como el vec¬ 
tor Ar = r 2 + (—ri), que escribiremos en la forma 


Ar = r 2 — t x 


(1-17) 



VELOCIDAD Y A CELERA Cl6N 


33 


v 



Fig. 1-17. Sustracci6n vectorial. 


Esto define la operation de sustraccidn de vectores. Las componentes del vector 
diferencia Ar son 


Ax = x 2 — x h Ay = y 2 — y i 

que se ilustra graficamente en la figura 1-17. Cuando se trazan dos vectores a 
partir de un mismo punto, la diferencia vectorial r 2 — rx esta representada por 
la fiecha que va del extremo de ri al de r 2 . 

La adicion de vectores puede aplicarse a un numero arbitrario de vectore.s. 
En la figura 1-18 pueden verse algunos ejemplos. 

En el estudio anterior hemos considerado solamente vectores bidiraensiona- 
les, es decir, vectores en un piano. No obstante, los resultados pueden extenderse * 
facilmente al caso de tres dimensiones. Si el punto P no se halla en el piano xy, 
el vector desplazamiento tendra tambien una componente z. El-modulo del vec-' 
tor desplazamiento resulta ser 


r = Vs 2 + y 2 -f z 1 (1-18) 

y su direccion y sentido vienen determinados por los «cosenos directores» 

cos d x = *.» cos B y = j-» cps Oz = ^ (1-19) 

donde 8 X , d v , 8 Z son los angulos que forma el desplazamiento con los tres ejes 
de coordenadas. 


Ingard — 3 
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Fig. 1-18. Los vectores A, B, C y D de (a) se suman en (b) para formar E = A + 
• B + C + D. En (c), F « A — B + C + D, y en (d) G = A + C 


La velpcidad es uh vector. La velocidad es la variation en unidad de tiempo 
del desplazamiento . Hemos visto que el modulo del desplazamiento en un piano 
es Ar = i|Ar| = V(A x) 2 + (Ay) 2 y si este desplazamiento se realiza en un tiempo 
At , la magrfitud de la velocidad media en este interval© de tiempo (la celeridad 
media) es ' 


v = = V (Ax/At) 2 + (Ay/At) 2 = Vv* + U? (1—20) 

La magnitud de la velocidad instantanea se obtiene en forma totalmente analoga 
a la del estudio unidimensional y tenemos 

«= VnJ +»« = »» = §) | (1-21) 

donde v x y v y son las componentes de la velocidad segun los ejes x e y. La di- 
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reccion y sentido de la velocidad son los mismos que los del desplazamiento y 
yienen dados por 


t _ * _ dy/dt _ v_y 
6 dx/dt v x 


( 1 - 22 ) 


La velocidad media difiere del desplazamiento simplemente en un factor tiempo y se 
deduce que la velocidad, al igual que el desplazamiento, puede describirse me- 
diante un vector. El vector velocidad media en el intervalo de tiempo At es, pues, 


con las componentes 


Ar _ 1 2 ' — 

At f 2 — ^1 


(1-23) 


% 


X2 ~ Xi 

h - h ’ 


v v 


Vi — Vi 


Andlogamente, el vector velocidad instantanea sera un vector de componentes 
dxjdt y dy/dt y podemos expresarlo como la variacion en unidad de tiempo 
del vector de posicion r. Simbolicamente 



(1-24) 


Cuando tratamos con desplazamientos, resultan eyidentes los significados de ' 
adicion y sustraccion vectorial, as! como la necesidad de utilizar estas opera- 
ciones. En Cambio, el empleo de la adicion y sustraccion de velocidades no es, 
quizd, tan facil de ver. Por ejemplo, la suma de las velocidades de dos particu- 
las diferentes no tiene sighificado fisico evidente. En realidad, la adicion de velo¬ 
cidades solo tiene significado cuando se hallan en movimiento la particula y el 
punto de referencia del vector desplazamiento de la particula. Por ejemplo, si 
el sistema de coordenadas es solidario a una plataforma movil, la velocidad total 
(respecto ai suelo) de una particula que se mueve sobre la plataforma es la suma 
vectorial de la velocidad de la plataforma y de la velocidad del cuerpo respecto 
a la plataforma. Surge otro caso cuando estudiamos la. velocidad respecto a un 
sistema de coordenadas fijo de un cuerpo que se mueve respecto a otro cuerpo 
moyil. Si, por ejemplo, los dos puntos P\ y de la figura 1-15 se mueven los dos, 
la separacion de estos dos puntos descrita por el vector d = r 2 — r x variara con 
el tiempo. La variacion. en unidad de tiempo de este vector recibe el nombre de 
velocidad relativa de respecto a P\. El valor medio de la velocidad relativa en 
el intervalo de tiempo At es, pues, 
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es decir, la diferencia vectorial entre las dos velocidades medias de los dos puntos. 
Analogamente, el valor instantaneo de la velocidad relativa de P 2 respecto a 
Pi es la diferencia vectorial entre las velocidades instantaneas 


v r = v 2 — Vi 


(1-26) 


Ejemplo. Un cuerpo B\ se mueve a lo largo de una recta que forma un dngulo 
de 30° con el eje. x y otro cuerpo B 2 se mueve a lo largo de una recta que forma un an- 
gulo de 45° con el eje x. Ambos parten del origen del sistema de coordenadas en el 
instante / = 0 y se mueven con celeridades constantes v± = 10 m/s y v 2 = 20 m/s. 
La velocidad relativa del cuerpo B 2 respecto al Bi es, pues, 


Vr = V2 — vi 


d(i2 — ri) 
dt 


cuyas componentes son 

v rs = 20 cos 45° — 10 cos 30° ^ 5,4 m/s 
v TV = 20 sen 45° — 10 sen 30° 9,1 m/s 

La magnitud de la velocidad relativa es, pues, 

v r = V5.4 2 -f- 9,1 2 ~ 10,6 m/s 

La distancia |r 2 — ri| entre B\ y B 2 crece con el tiempo en la misma forma que v T l. 

Existe una diferencia sutil entre el caso anteriormente estudiado en el cual, 
como observadores en reposo, calculamos las velocidades relativas de dos cuer- 
pos moviles, y el caso en que un observador se mueve con el cuerpo Bi desde 
el Cual mide la velocidad relativa del cuerpo B 2 .En el apartado 1-3 indicamos que 
los resultados de las medidas de longitud y tiempo realizadas por observadores 
que se hallen en movimiento relativo uno respecto a otro dependen apreciable- 
mente de las celeridades relativas de los observadores cuando dichas celeridades 
se aproximan a la de la luz. En tales condiciones, no puede aplicarse la ley de 
adicion de velocidades dada por la ecuacion 1-26. Por ejemplo, sii?i y B 2 se mue¬ 
ven a lo largo de una misma recta en el mismo sentido y si la velocidad de B 2 
medida desde Bi es v' 2 = c (c = velocidad de la luz), y la velocidLad de B i medi- 
da desde el suelo es V\ — 0.5c, la ecuacion 1-26 dice que la velocidad de B 2 .res¬ 
pecto al suelo vale v 2 = Vi + v' 2 = 0.5 c + c = 1,5c. Pero segun el famoso expe- 
rimento de Michelson-Morley y la teoria de Einstein de la relatividad, la ce- 
leridad de la luz en el vacio es la misma para todos los sistemas de coordenadas 
(moviles o no) y en consecuencia, no podra utilizarse la formula 1-26 para la 
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adicion de velocidades que lleva en nuestro ejemplo al resultado 1,5c. Dicha 
formula debe sustituirse por la relation relativista correcta: * 


„ _ Vl + V 2 
2 1 + (VlV' 2 /c 2 ) 

Con Vi = 0,5c y v' 2 = c, esta formula da la velocidad de B 2 


(1-27) 


_ vi + c _ 

V% ~ 1 + (Vl c/c 2 ) — c 

que vuelve a ser la velocidad de la luz, la misma para el observador situado en 
el suelo que para el que se mueve con B\. Esto es compatible con el postulado 
de la Relatividad. Observese que la formula 1-27 se reduce a la relation famili ar 
v 2 — v x 4- v 2 cnando las velocidades de los cuerpos son pequenas frente a c. 

La aceleracidn es un yector. La aceleracion esta relacionada con el vector 
velocidad de la misma manera que este esta relacionado con el vector de posi- 
cion. Al igual que la velocidad media en el intervalo de tiempo At es At/A t — 
( r 2 — T i )/( t 2 — h)M aceleracion media en el mismo intervalo es 


v 2 — Vi _ Av 
i 2 — At 


(1-28) 


con las componentes 


— _ V2x V\z j_ _ V%y Vjy 

t 2 — £1 V t 2 — 

Analogamente, la aceleracidn instantanea es el vector de componentes dv x /dt y 
dvy/dt Este vector se representa simbblicamente por 


a = 


dv 

dt 


(1-29) 


Ejemplo. Un cuerpd desliza sobre una superficie lisa de hielo con una celeridad 
de 5 m/s en una direccion que forma un angulo de 60° con un eje x. Una racha retar- 
dadora de 0,5 s hace variar el movimiento del cuerpo de manera que seimueva a 


* Los aspectos matemdticos de la teoria de la Relatividad restringida no son difIdles. Un 
buen libro para su estudio es el de Max Born, Einstein's Theory of Relativity, Methuen, Lon- 
dres, 1924. 
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una velocidad de 3 m/s segun una semirrecta que forma im ingulo de 150® con el 
semieje positivo de las x. Determinar la aceleracion media durante la racha. Tenemos 1 : 


dx — 

3 cos 150° — 

5 cos 60° 

5,1 

0,5 


0,5 

dy = 

3 sen 150° — 

5 sen 60° 

^ • 

2,8 

0,5 


0,5 


~ = - 5,6m/s2 


La magnitud de la aceleracidn es, pues, 

a — VaF+~s| — 11,6 m/s 2 
y la direccidn vendrd dada por 

tg 6 - ¥ - 0,55, Q ~ 209° 
a,x 

i 

Prodiicto escalar de dos vectores. Muchos de los estudios que realizaremos 
mdsadelante pueden expresarse en forma concisa mediante simbolos Yectoriales 
y el algebra vectorial. No obstante, al llegar a los calculos numericos, es corrien- 
te tenemos que referir a las componentes de los vectores y emplear las expre¬ 
sses' de la magnitud y direction de un vector dadas por las ecuaciones 1-14 y 
1-15. Para ilustrar esto, consideremos el conocido problema geometrico de de¬ 
terminar la longitud de un lado de un triangulo cuando se conocen las de los otros 
dos. Describamos los tres lados del tridngulo por los vectores desplazamiento 


v 



Figura 1-19 
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A, B y C, de los cuales se conocen A y B. Utilizando el simbolismo vectorial y 
el algebra vectorial, de la figura 1-19 se deduce inmediatamente que el lado des- 
conocido del triangulo puede expresarse en la forma 

C = A - B (1-30) 

Para hallar el modulo de C, es decir, la longitud del tercer lado, tenemos que 
utilizar la expresion en funcion de las componentes 


C 2 = (A* - B,) 2 + (A, - B v ) 2 = A 2 + B 2 — 1(A I B t + A y B u ) 

■ (1-31) 

que es el conocido teorema del coseno de Geometria plana elemental, ya que 
la cantidad A x B x -\- A y B y puede expresarse en la forma 

A X B X -f- A y B v — (A cos 8a) (B cos 6b) + (A sen 8 a ) (B senfl^) 

= AB cos ( 8 a — 8b ,) = AB cos <f> (1-32) 

donde <J> es el dngulo que forman los vectores A yB. Como la cantidad AB cos<f> 
= A X B X + AyBy aparece muy frecuentemente en muititud de problemas geo- 
metricos y fisicos, es convenieftte introducir una notacion abreviada de ella en 
funcion de los vectores A y B. Dicha notacion es A • B con lo cual, por definition 

A • B — AB cos <f> — A X B X AyBy (1—33) 

y a A*B se le da el nombre de'producto escalar de los vectores A y B.. El produc- 
to escalar de un vector por si mismo es, evidentemente,C • C = C 2 ,es decir, el 
cuadrado del modulo del vector. Empleando la notation del producto escalar, 
tenemos entonces 


• C 2 = (A - B) • (A - B) = A 2 + B 2 - 2A • B 

que Yuelve a ser el teorema del coseno, ya que A ■ B es AB cos <f>. 

Cuando los vectores tienen componentes segun tres direcciones’ del espacio, 
el producto escalar es 

A - B = AB cos 0 = A X B X -f- A v By + A z B t (1-34) 

donde A y B Yieneu dados por 


A — y/A 2 ~f“ A 2 A 2 


y 


B = Vb 2 x + B 2 y + B 2 
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1-1. (a) Representar graficamente en 
funcion del tiempo, la position de un 
cuerpo que se deja caer en el instante t = 0 
desde una plataforma situada a 100 m de 
altura. El punto y = 0 se halla en la su* 
perficie terrestre. (b) (,Cu41 es la velocidad 
media en el intervalo de tiempo compren- 
dido entre / = ly/ = 2s?£Y entre t = 1 
y / = 1,5 s? iY entre t = 1 y t = 1 y 
t = 1,1 s? iY entre / = 1 y / = 1,01 s? (c) 
iCual es la velocidad instan tinea en 
t = 1 s? 

1-2. Uri cuerpo parte en el instante 
t = 0 de x = 0 con una velocidad de 
10 m/s. La aceleracidn es constantc, diri- 
gida hacia la izquierda y tiene un valor de , 
2 m/s 2 , (a) iCual es la velocidad en el ins¬ 
tante t = 2 s ? (b) iDbnde esta en ese ins¬ 
tante el cuerpo? (c) iCuando vuelve el 
cuerpo a su punto de partida y cual es 
entonces su velocidad? 

1-3. Un cuerpo se mueve de manera 
que su celeridad viene dada por v — 3t 2 , 
donde v se mide en cm/s y t en segundos. 
(a) Representar graficamente v en funcion 
de t. (b) iHasta ddnde se alejari el cuerpo 
entre / = lyf = 2s?(c) Comparese la 
velocidad media en el intervalo entre t = 1 
y t = 2 s con Ja instantanea en t = 1 s, 

/ = 1,5 s y t = 2 s. 

1-4. Una persona puede saltar una 
altura de 1 m partiendo del reposo. iCual 
es su velocidad al perder contacto con el 
suelo ? 

1-5. iQiie aceleracion en pies/s 2 
(cuatro cifras significativas) corresponde 
a 980,0 cm/s 2 ? iQue aceleracidn en m/s 2 
(cuatro cifras significativas) corresponde 
a 32,00 pies/s 2 ? 

1-6. Si un cuerpo parte con velo¬ 
cidad Vo y tiene una aceleracion uniforme a , 
icual es su velocidad tras haber recorrido 
una distancia j? Examinese la relacidn 


obtenida para el caso r = 0 y para va- 
lores negativos de s. El movimiento es 
rectilineo. 

1-7. Un hombre recorre 2 km hacia 
el Norte, 3 km hacia el Este, luego una 
distancia desconocida en una direccidn 
desconqcida '(vector desplazamiento X) y 
se encuentra 10 km al sur del punto de 
partida. Hallar las componentes del vector 
X, su magnitud, direccion y sentido. 

1-8. Elljase una escala adecuada y 
resu6lvase graficamente el problema ante¬ 
rior. 

1-9. iCudles son las propiedades 
de dos vectores A y B tales que: (a) A + 
B = Cy A + B = C?(b)A+ B =A-B? 
(c) A+B =CyA 2 +5 2 = C 2 ? (d) A - 
B = CyA +J = C? 

1-10. El vector A tiene un mddulo 
de 30 im y forma un angulo de 30° con el. 
semieje positivo de las x. El vector C, re- 
sultante de A y B (A + B = C), forma 
un angulo de 60° con el semieje positivo 
de las x y tiene un modulo de co /a 
Hallar el vector B. 

1-11. Una muchacha rema impul- 
sando su piragua a 7,5 km/h de. celeridad 
relativa al agua. Desea cruzar un canal de 
1,5 km de anchura, por el cual 'fluye el 
agua a 4,5 km/h. (a) £En que direccion 
debe remar para alcanzar la otra orilla 
lo antes posible? (b) En que direccion de- 
beria remar si quisiera desembarcar en el 
punto situado directamente al otro lado 
del canal? iQue longitud recorrerla en¬ 
tonces ? 

. 1-12. Un automovil y una moto- 
cicleta se mueven a 48 y 64 km/h respec- 
tivamente. Parten del mismo lugar y una 
hora mas ta'rde estdn separados 80 km. 
(a) iEn que sentidos (relativos) se mue¬ 
ven? (b) In dicar en un diagrama vectorial 
la velocidad del automovil, la de la moto- 
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cicleta, y la velocidad del auto mo vil rela- 
tiva a la motocicleta. 

1-13. i,Cu£l es el valor relativistica- 
mente correcto de la velocidad de un mu- 
chacho respecto al suelo, si su velocidad 
relativa a un tren que avanza a 27 m/s es 
de 1,5 m/s en el sentido de avance del 
tren? 

1-14. Convenzase de que, de acuer- 
do con la formula relativlsticamente co- 
rrecta 1-27, la velocidad del frente de 
un haz luminoso relativa al suelo es c aun 
cuando el foco luminoso lleve una velo¬ 
cidad v, 

1-15. Si una particula atomica A 
se mueve hacia la derecha con una velo¬ 
cidad 0,95 c, y otra particula atOmica B 


se mueve hacia la izquierda con velocidad 
0,90c, icudl es la velocidad de A relativa 
a B1 (,Cudl es la velocidad de B relativa 
a Al 

1-16. Empleando el producto esca- 
lar, hallar el angulo que forman los vec- 
tores A y B, siendo A =1, A =2, 
A — 3, B = 3, B — — B —2, me- 
didas todas en centimetros. 

1-17. Consid^rense como vectores 
los segmentos AB y AC del paralelepipedo 
de la figura 1-20. Lds segmentos AB 
y AC est&n trazados desde A a los cen- 
troides de las dos caras del paralelepipedo. 
Las longitudes de las aristas son 1,2 y 3 m. 
Determinar el angulo que forman AB 
y AC. 



Figura 1-20 
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MASA INERTE 

Resumen. Este capitulo se inicia con un estudio cualitativo de la 
inertia, la propiedad inherente a la materia que es responsible de 
la resistencia de 6sta a variar su estado de movimiento. Se presentan 
varios experimentos qne ilustran los efectos inerciales y uno de ellos, 
un experimento de choque, se elige como definicidn operativa de la masa 
inerte. Luego sigue la conservation de la masa deducida a partir de 
experimentos. Se introduce el concepto de peso y se presenta eviden¬ 
ce experimental acerca de la proporcionalidad entre masa y peso. 

Pori ultimo, se estudian la unidad de masa y un repaso del dominio de 
drdenes de magnitud de las masas que se encuentran en la Naturaleza. 

Entre otras materias, hemos estudiado en el primer capitulo los conceptos 
de longitud y tiempo. La longitud y el tiempo, junto con la masa, que es el tema 
de este capitulo, son las tres cantidades que constituyen el corazon de la Me- 
' canica. Asi como la medida de longitudes y tiempos forma parte de nuestra ex- 
periencia cotidiana, la medida de la masa inerte es algo mis delicada. 

Cualitativamente, el significado ordinario de la palabra inercia lleva consigo 
la esencia del concepto de masa (inerte). Recordemos el debate de Galileo de- 
fendiendo que el estado de movimiento natural o no influido de un cuerpo es 
aquti en el que el cuerpo se mueve con velocidad constante. La masa inerte es 
una medida de la perseverancia con que un cuerpo conserva este estado de velo¬ 
cidad constante. A menudo decimos que una persona tiene mucha inercia si le 
es dificil cambiar sus normas. Correspondientemente, decimos que un cuerpo 
tiene mucha inercia cuando hemos de hacer algo relativamente violento para 
alterar su estado de movimiento. Es evidente, pues, que la masa inerte de un 
Cuerpo influiri en su movimiento o en sus cambios de movimiento, al interac- 
tuar con otros cuerpos. Por tanto, importa que tengamos una definicion precisa 
de la masa inerte, asi como medios para su medida, cuando iniciemos un anilisis 
ciiantitativo de las interacciones y del movimiento. Gran parte de este capitulo 
se dedica a .este fin. 

2-1 Experimentos exploratorios. Consideremos dos pelotas del tamano de 
las de tenis, ! una de madera y la otra de plomo, que se muevan a lo largo del mis- 
mo camino jeon la misma celeridad. Aun cuando las velocidades de las dos pelo- 
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tas puedan ser exactamente.iguales, nos damos perefcta cuenta de que sus movi- 
mientos tienen propieda4.es. diferentes si intentamos detenerlas. Ann cuando po- 
demos captar la pelota de madera con relativa facilidad, la de plomo «nos haria 
dar Yneltas». Decimos que la pelota de plomo tiene mas inercia que. la de madera 
o, en otras palabras, un mayor deseo de permanecer en su estado de movimiento 
inicial. Analogamente, cuando intentamos poner en movimiento las dos pelo- 
tas partiendo del reposo, volvemos a encontrar que la de plomo ofrece mayor 
resistencia a alterar su estado de movimiento. 

Consideremos .ahora un choque entre dos bolas. Si hacemos rodar dos bolas 
de madera exactamente iguales una contra otra, con celeridades iguales a lo lar¬ 
go de una misma recta, tras el choque las bolas se separaran con celeridades 
iguales. En cambio., si repetimos este experimento con una bola de madera y 
otra de plomo, hallaremos que la bola de plomo altera muy poco su velocidad. 
La propiedad de la bola de plomo de.tender a permanecer en movimiento es, 
evidentemente, mayor que la de la otra bola. 

Podemos pasar a realizar otros experimentos con las dos bolas. Imaginemos 
un experimento en el cual se tire de las bolas, una despuds de otra, sobre una 
mesa lisa, con «fuerzas» iguales durante un cierto tiempo, soltando despues las 
bolas. Para asegurar la constancia de la «fuerza» podriamos tirar de la bola me- 
diante un resorte alargado que mantuviera constante su longitud durante la trac¬ 
tion. A1 final de la traction, veremos que la bola de madera ha adquirido una 
velocidad mucho mayor que la de plomo. Esta claro que la bola de plomo vuel- 
ve a resistirse mas a la variation de velocidad que la bola de madera. La inercia 
de la bola de plomo es mayor. 

En la figura 2-1 se presenta un experimento aun mas ilustrativo del concepto 
de inercia. En 61 se pone de manifiesto un efecto analogo al que experimenta 
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un pasajero cuando se acelera o desacelera un coche. A los extremos de una va- 
rilla se fijan dos bolas, pudiendo girar el conjunto en torno a un eje vertical. 
Este sistema se monta sobre un carrito en la forma que se indica. Supongamos que 
erripezamos con dos bolas de plomo exactamente iguales. A1 empujar el carrito 
hacia adelante, partiendo del reposo, hallamos que la varilla se mantiene en su 
position original, es decir, perpendicular a la direccion del movimiento. A conti¬ 
nuation, sustituyamos una de las bolas de plomo por otra de madera de igual 
tamano. En este caso, al empujar el carro partiendo del reposo, hallamos que 
la varilla gira, la bola de plomo se mueve hacia atras y la de madera hacia ade¬ 
lante. Esto vuelve a indicar que la inercia de la bola de plomo .es mayor que la 
de la bola de madera. Analogamente, si el carrito se halla inicialmente en movi¬ 
miento a velocidad constante, con la varilla apuntando a una direccion fija, cuando 
detengamos el carrito la bola de plomo se movera hacia adelante. 

2-2 Medida de la masa inerte. Para poder medir la inercia, tendremos 
que seleccionar un experimento que sirva de definicion operativa. La cantidad 
medida de tal manera recibe el hombre de masa inerte , o simplemente masa del 
cuerpo. Cualquiera que sea la election realizada, tendremos que seleccionar al- 
guna cantidad mensurable en el experimento y definir en funcion de ella la masa 
inerte. Se concibe, claro esta, que no sean compatibles maneras diferentes de de- 
finir la masa. En estas condiciones, elegiremos como definicion aquella en fun¬ 
cion de la 'cual resulte mas sencilla la definicion del movimiento. Tomaremos 
el experimento de choque, antes descrito, como base para la definicion opera¬ 
tiva de masa inerte. 



Relpj A Reloj A Reloj B Reloj B 

parade en marcha en marcha parado 


Fig. 2-2. Dispositivo de medida empleado en la definicion operativa de la masa 
inerte. Eljbilo que une los dos carritos Ay B mantiene comprimido el resorte. Al soltar 
este (quemando el hilo), los dos carritos se separan mas. Tomando el cuerpo A como 
referenda, podemos medir la masa inerte de B en funcion del cociente de las velocidades 
de A y B. Tenemos mb — —tn a (v a /vb). 
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En la figura 1-1 pueden verse dos carritos A y B sobre una pista horizontal. 
Inicialmente estan en reposo y unidos por un hilo. Entre los carritos existe iin 
resorte comprimido y cuando se quema el hilo, los carritos salen en sentidos 
opuestos bajo la action del resorte. (A este tipo de fenomeno se le llama, fre- 
cuentemente, choque explosivo.) 

Si, tras la explosion, las celeridades de los carritos Ay B resultan ser |v a | y 
|v6|, respectivamente, definiremos el cociente entre sus masas inertes en la forma 
nib/m a = |y a |/|vb|, donde m es el simbolo representative de la masa inerte. O 
bien, si describimos el resultado en funcion de las velocidades y no de las cele¬ 
ridades, la razon de las masas inertes de B y A esta definida por 


mb _ Va 

m a ~ Vb 


(2-1) 


donde el signo menos se debe a los sentidos opuestos de los movimientos de A 
y B, Si, tras la explosion, la celeridad de B es igual que la de A. las masas inertes . 
de B y A son iguales, por definition. 

Supongamos ahora que mediante experimentos del tipo que acabamos de 
describir hayamos encontrado que dos carritos B y C tienen, cada uno de ellos, 
una masa inerte igual a la de A; es deck, mb = m c = m a .(Los carritos A, B 
y C no tienen por que tener formas o composiciones iguales.) Combinemos 
ahora B y C formando una sola unidad y midamos la masa inerte combinada 
de B + C relativa a A. En el choque explosivo correspondiente tendremos los 
cuerpos B y C cada uno con una masa inerte m a en un lado, y la masa unica m a 
de A en el otro. El resultado del experimento es que B + C adquiere una celeri¬ 
dad que es la mitad de la de A y esto significa que la masa inerte combinada de 
B + C es 2 m a . Analogamente, si medimos la masa inerte de un conjunto de n 
cuerpos, cada uno de masa inerte 7 n 0 ,encontramos que la masa inerte combina¬ 
da del sistema es n • m a . En otras palabras, la masa inerte total de im sistema 
de cuerpos es la suma de las masas inertes de los distintos cuerpos del sis¬ 
tema. 

La definition anterior de masa no seria satisfactoria si el cociente entre las 
masas de dos cuerpos B y C, medido en experimentos de choque con referencia 
a un cuerpo A, resultara depender de la election del cuerpo de referencia. No 
obstante, la experiencia indica que no existe tal dependencia. Ademas, si B y C 
tienen masas iguales, es decir, si = m c , determinado por comparacion con A, 
se encuentra que |t?b| = |y c | en un experimento de choque explosivo realizado 
con B y C. 

Conservacidn de la masa. Una de las propiedades mas importantes de la 
masa es su conservation. Ahora que disponemos de un metodo experimental 
para comparar masas, podemos estudiar experimentos que nos lleven a hacer 
verdaderamente convincente la ley de conservation de la masa. 
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Supongamos que se ha hallado que dos bolas de acero iguales tienen masas 
iguales. .Conservemos una de ellas como patron de comparacion y partamos 
la otra en pedazos, o pulvericemosla. Si se toman todos los pedazos o todo 
el polvo, puede verse experimentalmente que la masa no ha variado. El se- 
parar una b;ola de acero u otro cuerpo cualquiera en varias partes, no varla la - 
masa. 

I Que ocurre en las reacciones qulmicas ? i Que le ocurre a la masa de un ob- 
jeto cuando’ sus atomos entran en combinaciones qulmicas? Debemos ir con 
cuidado, eniestos casos. Si se oxida el plomo calentandolo en el aire se forma 
litargirio (mpnoxido de plomo, PbO). No hallaremos nada acerca de la conser¬ 
vation de la masa si reunimos el polvo de litargirio y volvemos a medir su masa, 
yd que el oxlgeno se ha combinado con el plomo. En vez de esto, si quisieramos 
redlizar este experimento, deberemos colocar el oxlgeno y el plomo en un re- 
cipiente cerrado, calentar el recipiente y comparar las masas de antes y despues 
del calentamiento. Estamos, pues, estudiando el efecto de una combination 
qulmica sobire la masa y encontraremos que la masa no varla. 

! Son posibles otros experimentos analogos en los cuales varla la temperatura, 
o cambian de estado los cuerpos evaporandose o fundiendose. El resultado es 
siempre? el mismo: la masa se conserva. 

El concepto de conservation de la masa debe restringirse de una manera im- 
portante. No hemos estudiado aun la energla, pero basta hacer notar que un 
cuerpo aumenta su contenido energetico al calentarse, y analogamente, puede 
tener energla en virtud de su movimien'to o de su position. Existe energla incluso 
en una onda luminosa o en una onda de radio. Segun la teoria de la Relatividad 
restringida, la masa y la energla son equivalentes. Asociadas a una masa m exis¬ 
te una cantidad de energla E = me 2 , donde c es la velocidad de la luz, y asociada 
a una energla E existe una cantidad de masa m = Ejc 2 . Esto significa, por ejem- 
plo, que cuando un dtomo de carbono se combina con una molecula de oxlgeno 
para formar anhldrido carbonico, podemos esperar que la masa de la molecula 
de anhldrido carbonico sea algo menor que la suma de las masas del atomo de 
carbono y de la molecula de oxlgeno. Elio se debe a que en la reaction qulmica 
se ha desprendido algo de calor (energla) y asociada a esta energla esta una masa. 
En realidad, ;la masa asociada a la energla de reacciones qulmicas es del orden 
de sdlo una parte en 10 10 de la masa de los elementos que se combinan y no se 
ha medido nunca. En la fusion nuclear, en cambio, esta fraction no es de una 
parte en 10 10 , sino casi de una parte en 10 3 y se mide facilmente. 

En la teoria de la Relatividad restringida se ve que al aumentar un cuerpo 
su celeridad, aumenta su masa; y asl, la masa de un cuerpo que se mueve cor 
una celeridad v es 

m 0 

Vl - v 2 /c 2 


m = 


( 2 - 2 ) 
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donde es la masa .cuando el cuerpo esta en reposo y c es la celeridad de la luz. 
Esto sigiiifica que, por ejemplo, la masa de un recipiente que contiene gas aumenta 
al calentar dicho gas, ya que cuando se calienta este, sus' moleculas se. mueven 
•mas rapidamente. Desde el punto de vista de la conservacion de ila masa debe- 
mos -obserYar que, asociada al calor (energia) utilizado para incrementar, la 
celeridad de las moleculas del gas esta una masa, y. esta mas la masa inicial del 
gas da una suma que permanece constante. 

--"'Eft resumen, pues, la conservacion de la masa es un principio de conserva¬ 
tion ..estrictamente correcto tan solo si se incluye la masa asociada a la energia. 

Peso . Existe (evidentemente) una estrecha relation entre la masa inerte de 
un' cuerpo, por ejemplo la masa medida en un experimento de choque explosi- 
vo, y el peso (atraccidn por parte de la Tierra) medido con un resorte calibrado 
o con una balanza. La distincion entre masa y peso queda bastante bien defi- 
nida mediante la «balanza» de la figura 2-1(b). En el experimento descrito en 
esta figura, la desigualdad de masas inertes de las bolas hatia girar la varilla al 
poner en movimiento el carrito sobre el que se montaba la balanza. En cambio, 
si quitamos del carrito la varilla con las bolas y mantenemos horizontal y fijo 
el eje de rotation, la Yarilla girara a causa de la diferencia de peso de las bolas. 

Medidas de precision (Eotyos, 1909) han demostrado que la masa inerte de 
un cuerpo es proportional a su peso y que la constante de proporcionalidad, 
con la precision de una parte en 10 8 , es la misma para todos los cuerpos indepen- 
dientemente de su composition quimica. Veremos con mayor detalle mas ade- 
lante que la razon del peso a la masa de un cuerpo es la aceleracion en caida 
libre del cuerpo. El hecho de que'todos los cuerpos caen en el vatio con la misma 
aceleracion, independientemente de su composition o forma, es uno de los re- 
sultados experimentales que ponen de mariifiesto la proporcionalidad entre peso 
y masa. Analogamente, veremos que el periodo de un pendulo simple depende 
de la razon del peso a la masa de la lenteja del pendulo. El hecho de que el pe¬ 
riodo del pendulo resulte ser el mismo, independientemente de la masa o compo¬ 
sition de la lenteja, vuelve a poner de manifiesto la proporcionalidad entre peso 
y masa. Como consecuencia de esta proporcionalidad, no necesitamos recurrir 
siempre a experimentos de choque para comparar o determinar masas inertes. 
Basta una determinacion de los pesos de dos cuerpos mediante balanzas de pla- 
tillos o dinamometros calibrados. 

El peso de un cuerpo varia con su position: su masa no. En el espacio, fuera 
del alcance de cualquier atraccion gravitatoria sensible, el peso de un cuerpo 
seria practicamente nulo y no seria posible una comparacion de masas inertes 
mediante los pesos. En cambio, los experimentos de choque pueden realizarse, 
al menos en principio, en un lugar cualquiera. Un pendulo es un tipo de oscila- 
dor. Una masa unida al extremo de un resorte es otro tipo, y ahora el periodo 
de oscilacion depende de la masa y de ciertas propiedades del resorte, pero no 
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del peso de la masa. Como consecuencia, un reloj de pendulo marcharia lenta- 
mente en la Luna, donde todos los cuerpos pesan menos, mientras que un reloj 
de ancora mareada correctamente el tiempo. 

La variacion del peso de un cuerpo con la variation de situation sobre la 
superficie terrestre es relativamente pequena. A una altura dada, por ejemplo, 
al nivel del mar, el peso de un cuerpo es maximo en los polos y mlnimo en el 
ecuador; esta variacion es de un 1/2 %. A una latitud dada, el peso disminuye 
con la altitud y, por ejemplo, esta variacion es de un 1/3 % al pasar del nivel del 
mar a la cumbre del Everest. 

Las medidas de la variacion de la gravedad con la situation sobre la super¬ 
ficie terrestre se pueden realizar comparando los periodos de pendulos colocados 
en posiciones diferentes. Las medidas de este tipo pueden realizarse con gran 
precision, por ejemplo, corttando el numero de perlodos entre dos o mas «coin- 
cidencias» de los pendulos. En 1898 se registraron medidas con pendulos en las 
cuales se determinaba la variacion de peso correspondiente a una diferencia de 
alturas de solo dos metros. 


2-3 Unidad de masa. Si se elige .un cuerpo patron como unidad de masa 
inerte, esta claro que las masas inertes de otros cuerpos se podran. determinar 
con el metodo indicado en el apartado anterior. La unidad de masa en el sistema 
metrico decimal es el kilogramo. El patron internacional de un kilogramo es un 
cilindro de platino que se conserva en la Oficina Internacional de Pesas y Medi¬ 
das en Sevres, Francia. Un gramo es la milesima parte de un kilogramo y es, 
muy aproximadamente, la masa de un centlmetro cubico de agua. En el sistema 
gravitatorio ingles de unidades de medida, la unidad de masa es el slug. Un slug 
tiene un peso aproximado de 32 libras y una masa de 14,6 kg. En este sistema 
no hay patron de masa; mas bien se basa en un peso (o fuerza) patron de una 
libra. 

Medida y dominio de la masa. Las medidas de masas, como las de tiempos 
y longitudes, se han extendido para cubrir un dominio muy amplio. Una com- 
paracion de pesos equivale, segun hemos visto, a una comparacion de masas, 
y este es, quiza, el tipo de medida de masas que nos es mas familiar. Las bascu- 
las con la indication «Peso exacto, sin resortes» son dispositivos para la compa¬ 
racion de pesos y se emplean en formas modificadas adecuadamente para cosas 
tan pesadas como locomotoras (peso de unas 200 toneladas) y tan ligeras como 
un milimetro de un pelo humano (masa aproximada 10 -7 g). Las masas inferiores 
a 10 -7 6 10~ 8 g se determinan con ayuda de diversos medios indirectos. Quiza 
el metodo mds comun consiste en contar el numero de fragmentos iguales que 
componen un fragmento suficientemente grande para poderlo p’esar por medios 
convencionales, Por ejemplo, dos gramos de gas hidrogeno constituyen un mol 
y, por tanto, contienen unas 6 • 10 23 moleculas. Luego, una molecula de hidro- 
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geno tendra una masa de 3 • 10 -24 g. La comparacion de raasas atdmicas y sub- 
atomicas se ha convertido casi en nil procedimiento rutinario de laboratorio en 
los ultimos anos. En el capitulo siguiente se veran algiinos fundamentos de esos 
tipos de comparacion. De todos los cuerpos conocidos, el electron es el que tiene 
menor masa, la cuales de 0,91 *10— 27 g. , . 

Por supuesto, nadie intenta pesar, literalmente, cosas como montanas n 
oceanos, si bien sus masas se conocen con bastante precision. Un procedimiento 
es utilizar el sentido comun para medir el volumen y multiplicarlq por la masa 
media por unidad de volumen o densidad media, estimada. Esas masas est'ima- 
das son particularmente precisas en el caso del agua porque la densjdad del agua 
varia muy poco. En cambio, rocas y tierra tienen densidades muy variables y 
se ha de obtener un valor medio a partir de un gran numero de muestras toma- 
das a diferentes profundidades y en distintos lugares. Tambien pueden utilizarse, 
para estimar la masa de cuerpos proximos grandes, tales como montanas o de- 
positos minerales. metodos de pendulo analogos a los estudiados en relacion 
con la variation del peso. 

La determination de las masas de los cuerpos celestes plantea'un problema 
totalmente diferente. Aun cuando pudiera hallarse el volumen, la densidad suele 
presentar una gran incertidumbre. Las masas de los cuerpos celestes se miden, 
por tanto, estudiando su movimiento y el movimiento de los cuerpos asociados. 
Por ejemplo, la masa de la Tierra se puede determinar a partir de un estudio 
del movimiento de la Luna y resulta ser de 6 * 10 24 kg. La masa del Sol revelada 
por el movimiento de los planetas es unas 330 000 veces mayor que la de la Tie¬ 
rra. Algunas estreUas tienen masas centenares de veces mayores que la del Sol, 
y nuestra galaxia (la Via Lactea) tiene una masa de unos 10 11 soles. 
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2-1. En uno de los dos carritos de 
masas desconocidas pero iguales se coloca 
una masa de 1 kg. Los carritos, inicial- 
mente en reposo, interactuan explosiva- 
mente uno con otro y alcanzan velocida- 
des' de 2 y — 3 m/s, respectivamente. 
(a}. £ Cuales son las masas de los carri¬ 
tos? (b) Se repite el experimento, colo- 
cando en lugar de la masa de 1 kg un ob- 
jeto de masa desconocida. Las velocidades 
observadas son 1,8 y — 4 m/s. £Cual es 
la masa del objeto? 

2-2. En el procedimiento operativo 
de la medida de la masa inerte descrito en 


el texto, se requerlan una regia giraduada y 
un reloj. Intentese ideat una modificacion 
de este procedimiento en la cual no sea 
necesario el reloj y solo se precisara la regia 
graduada como instrument© de medida. 

2-3. Proponer una definicion ope- 
rativa de la masa inerte basada en el ex¬ 
perimento descrito en la -figura 2-1. 
Describir como se podria construir una 
escala de masas basada en nuestra " defi¬ 
nicion. Analogamente, proponer una de- 
finicion de masa basada en el experimento 
descrito en el texto en el cual los cuerpos 
estdn sometidos a traccion durante tiempos 
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iguales- por un resorte estirado un cierto 
valor constants. 

2-4. En - sus Principia, Libro III, 
Proposicibn 6, Newton describia un ex- 
perimento en el cual utilizaba dos p6n- 
dulos. Gada uno estaba constituido por 
una caja de madera snspendida de una 
cuerda de 3,35 m. Llenaba de madera una 
de las cajas,y en el centro de la otra colo- 
caba un pedazo de oro de tamano tal que 
igualara los pesos de los dos p6ndulos. Se 
ponian en oscilacidn los dos p&idulos y se 
encontraba que uno. segula al otro en sin- 
cronismo durante largo tiempo. Repitio 
el experiment©, comparando ahora el 


p^ndulo lleno de madera con otros p6n- 
dulos que contenian sustancias tales como 
plata, plomo, vidrio, arena, sal comun, 
agua y trig©. iCon qu6 fin cree Ud. que 
realizaba Newton estos experimentos, y 
qu6 conclusidn pudo sacar de ellos ? ■ 

2-5. Se mencion© en el texto que 
un pendulo tendria mayor periodo en la 
Luna que en la Tierra y en consecuencia, 
un reloj de p&idulo «atrasaria» en la Luna. 
iOcurriria lo mismo con un reloj de pul- 
sera? Expliquese. 

2-6. iCree Ud. que un diapas6n vi- 
braria con la misma frecuencia en la Tierra 
que en la Luna? Expliquese. 



CAPlTULO 3 

CANTIDAD de movimiento y FUERZA -1 

Resumen. Concepto de cantidad de movimiento. Los experimen- 
tos de choques unidimensionales conducen al importante principio de 
conservacion de la cantidad de movimiento de un sistema aislado 
de. particulas en interaccibn. Choques perfectamente inelasticos y per- 
fectamente elasticos. La conservacion de la cantidad de movimiento 
se interpreta en funcion del movimiento del centro de masa. El estu- 
dio de la cesion de cantidad de movimiento durante un choque conduce 
al concepto de fuerza (segunda ley de Newton) y se deduce experi- 
mentalmente que la fuerza ejercida sobre un cuerpo £ por un cuerpo A 
es igual y opuesta a la fuerza ejercida sobre A por £ (tercera ley de 
Newton). Se estudian las propiedades de la fuerza gravitatoria y de. la 
fuerza elastica (o de muelle) y experimentos en que intervienen estas 
fuerzas conducen a la importante propiedad de las fuerzas conocida 
por el nombre de principio de superposicion. Se estudia el significado 
de «sistema>> de particulas y de fuerzas «interiores» y «exteriores» y 
se trata el movimiento del centro de masa en funcion de las fuerzas 
exteriores. Por ultimo, se estudian la cesion de cantidad de movimien¬ 
to por un chorro de particulas y la fuerza correspondiente y se ilus- 
tran con el caso del movimiento de los cohetes. 

Podemos ya emprender en serio el estudio de las irtteracciones y del movi¬ 
miento. Al igual que en cualquier otro estudio, una parte importante de el con- 
siste'en formular y preguntar las cuestiones «correctas». El tema que queremos 
abordar es muy amplio y.hay muchas preguntas que podemos formular acerca 
de muchos tipos de movimiento. Al seleccionar el primer experimento de movi¬ 
miento, evitaremos los tipos complicados y muy especializados tales como la 
caida irregular de un pedazo de papel por el aire, o las olas creadas por una 
lancha rapida, ja que estos tipos de movimiento dependen de muchos factores o 
parametros y son dificiles de analizar. En su lugar, los primeros estudios se referi- 
ran a tipos de movimiento mas sencillos y claros, en funcion de los cuales pueden 
comprenderse otros mas complicados. La caida libre de un. cuerpo en el vacio, 
el movimiento de un cuerpo del que tira un resorte y que esta situado sobre una 
superficie lisa y el movimiento planetario, pueden considerarse como ejemplos 
de tales movimientos. Si aceptamos la idea general de que el movimiento de un 
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cuerpo solo varia a causa de la interaction con otro u otros cuerpos, el experi- 
mento mas sencillo serla un choque de dos cuerpos. Los experimentos de este 
tipo son relativamente faciles de realizar y de analizar, por lo que se selecciona- 
ran como punto de partida. 

Desd'e luego, el estudio completo del movimiento Uevarla consigo experimen¬ 
tos y el analisis de los diferentes tipos de interaction. Un programa tan extenso 
nos lleVaria a traves de la mayor parte de la Fisica y resultaria demasiado amplio 
para tratarlo aqul. Limitaremos, pues, nuestros experimentos de introduction 
acerca de choques a casos sencillos en los que intervengan interacciones de con- 
tacto y elasticas y, con menor extension, interacciones magneticas. A partir de 
estos experimentos mostraremos como surge uno de los principios fundamen¬ 
tals de la Fisica: el de la conservacidn de la cantidad de movimiento. 

3-1 Experimentos de choque exploratorios. ^Como podemos proyectar 
un experimento en el que intervenga la interaction de solo dos cuerpos? No es 
tan facil.como pudiera'parecer a primera Yista. Por una parte, el movimiento 
de un cuerpo a traves del aire se halla siempre afectado por Los choques con las 
10 19 particulas por centimetro cubico de que esta compuestp.. el aire. Ademas, 
el. movimiento de un cuerpo sobre la superficie terrestre estl afectado por sus 
interacciones con la Tierra: la atraccion gravitatoria y las interacciones de 
contacto. 

El efecto sobre el movimiento de la atraccion gravitatoria puede eliminarse 
si nos arreglamos para que los dos cuerpos considerados se muevan sobre una 
pista o piano horizontal. Aun cuando permanezca el efecto del «rozamiento» 
con la pista, siempre podra hacerse suficientemente pequeno (segiin se -vera mas 
adelante con mayor detalle) para que al abandonar el cuerpo sobre el piano o 
pista se mueva sobre ella con velocidad casi constante durante un tiempo consi¬ 
derable. El estado de movimiento del cuerpo sera variado solamente por inter¬ 
acciones con otros cuerpos que se muevan sobre la pista. Sera, pues, posible 
obtener una aproximacion razonablemente buena de la interaceidn de dos cuer¬ 
pos ideal, como indicaremos mas adelante. 

Dispositivo experimental. En la figura 3-1 puede verse el dispositivo experi- 
mental con que empezaremos. El aparato esta constituido por dos carritos que 
pueden moverse libremente sobre una pista de cuatto metros de longitud. Las 
ruedas de los carritos tienen cojinetes y cuando se mueve un carrito a lo largo 
de la pista horizontal, su velocidad permanece practicamente constante. Se de- 
termina la velocidad midiendo el tiempo. que transcurre mientras el carrito re- 
corre una distancia fija. Las medidas de tiempo se realizan con relojes que se 
ponen en marcha y detienen mediante interruptores electricos montados a lo 
largo de la pista y que son accionados por los carritos al pasar. En el estudio de 
un choque entre dos carritos sobre la pista, suele ser necesario hacer cuatro me- 
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Fig. 3-1. Dispositivo para experimentos de choque unidimensional. Los relojes 
se ponen en marcha y detienen electricamente, mediante interruptores disparados por los 
carritos. 


didas de velocidad, lo que exige la presencia de cuatro relojes y cuatro pares de 
interruptores. 

Chogues. Empezamos con dos carritos que pueden moverse libremente so- 
bre la pista; nuestra mision es estudiar como el movimiento de uno afecta al del 
otro. Los carritos no se perturbaran entre si a menos que entren en contacto 
directo. Sin embargo, con imanes montados adecuadamente, los carritos se in- 
fluiran mutuamente aunque no esten en contacto real. En uno y otro caso, cuando 
los carritos esten muy separados se moveran con velocidad constante, pero cuan¬ 
do entren en el dominio de interaction o de las «fuerzas» (y a consecuencia de 
ello cambien sus velocidades) experimentaran lo que llamamos un choque, tanto 
si los cuerpos estan en contacto como si no. 

En primer lugar, consideraremos las velocidades de los dos cuerpos en inte- 
accion antes y despues del choque. Mas adelante estudiaremos que ocurre duran¬ 
te el (a menudo muy corto) tiempo de choque. Variando las condiciones experi- 
mentales, es decir, los tamanos y masas de los carritos, la naturaleza de las su¬ 
perficies de contacto entre los carritos, el material de que estan hechos, las velo¬ 
cidades iniciales, etc., estudiaremos que son las variables importantes y como 
depende de esas variables el «exito» del choque. 

Los experimentos de choque exploratorios indican que la relation entre las 
velocidades final e inicial de los cuerpos parece depender del tamafio y material 
de los cuerpos y de la naturaleza de las superficies de contacto entre ellos. Para 
intentar poner orden en esas observaciones, variaremos un parametro cada vez, 
empezando con las condiciones iniciales mds sencillas posible. Desde el principio 
resulta evidente que la masa inerte de los cuerpos, estudiada en el capitulo anterior, 
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jugard un papel importante en los choques, ya que es esta propiedad la que ex- 
presa la resistencia de los cuerpos a cambiar sus estados de movimiento. 

I 

3-2 Cantidad d.e moYimiento. En el Capitulo 2 utilizamos una interaccion 
«explosiya» como definicion operativa de la masa inerte. Con esta definicion de 
masa, te.nemos para la interaccion explosiva 

m a v a — —rribVb 

'donde el signo menos significa que v a y Vb tienen la misma direction pero senti-. 
dos contrarios y los subindices identifican a los cuerpos. El producto mv resulta 
ser una cantidad importante a la que se da el nombre de cantidad de movimiento 
y su simbolo es p. Un cuerpo de pequena masa, pero animado de una velocidad 
grande, puede tener la misma cantidad de movimiento que otro mas masivo 
pero que lleve menor velocidad. La cantidad de movimiento, al igual que la ve¬ 
locidad, se toma positiva cuando se mueve el cuerpo en el sentido positivo del 
eje de las x\ y negativa cuando se mueve en sentido contrario. 

La expresidn anterior puede escribirse en la forma 

§ , m a v a mbVb — 0, o bien p a + Vb = 0 

Es decir,; como la cantidad de movimiento total era nula antes de que los carri- 
tos se separaran (la velocidad y por- ende la cantidad de movimiento de los dos 
carritos eran nulas), podemos decir que la cantidad de movimiento no ha variado 
o que se; ha conservado (se ha mantenido nula). a consecuencia de la explosion. 

En este primer ejemplo, la conservacion de la cantidad de movimiento' se de¬ 
duce de-las definiciones de masa y: ; cantidad de movimiento. Pasaremos ahora a 
estudiar bxperimentos de choque con condiciones iniciales mas generales con el 
fin de estudiar ulteriormente los intercambios de cantidad de movimiento y la 
posible conservacion de la cantidad de movimiento total de cuerpos en inter¬ 
accion. 

3-3 Conservaci6n de la cantidad de n|pvimiento. Como en nuestro primer 
experimento, continuaremos haciendo que |os carritos interactuen. por medio de 
un resorte unido a uno de ellos. En la figura 3-2 puede verse el, dispositivo ex¬ 
perimental (vease tambien fig. 3-1). Se variardn tanto las condiciones iniciales 
como lasimasas de los cuerpos que choquen y se mediran las velocidades antes 
y despues, de los choques. En todos los casos serd despreciable la masa del resorte. 

Empezaremos con dos carritos de igual masa. Si el cuerpo A choca con el 
cuerpo B, que se halla inicialmente en reposo, hallamos que el choque lleva A 
al estado jde reposo y que B adquiere la yelocidad que tenia A antes del choque; 
es decir, hallamos que v'b = v a . (De ahora en adelante, las cantidades sin acento 
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Fig. 3-2. Aparato para el estudio del choque de los carritos A y B. Los-relojes 
1 y 3 miden el tiempo que emplean A y B en recorrer una distancia fija antes de chocar,. 
y as! se obtienen v a y v b . Los relojes 2 y 4 miden el tiempo que emplean los carritos en 
recorrer una distancia fija despuds del choque, y asi pueden obtenerse v' a y v' b . Un 
sistema de reles eldctricos impide que se ponga en marcha el reloj .2 hasta que el carrito 
A haya pasado sobre el interruptor de detencidn del reloj 1. Independientemente de la 
forma de interaction y de la masa de'los carritos, se encuentra que siempre m a v a -f m b v b — 
m„v' a + m b v ' b (V'dase tambien fig. 3-1). 


se referiran a condiciones antes del choque y las cantidades con acento se refe- 
riran a las. condiciones despues del choque). 

Supongamos ahora que tomamos carritos de masas desiguales, pero conti- 
nuamos utilizando el resorte intercalado entre los dos cuerpos y que continue 
estando B inicialraente en reposo. Cualitativamente, hacemos las siguientes ob- 
servaciones. Cuando A tiene mds masa que 3, los dos cuerpos A y B tienen 
moYimiento hacia adelante despues del choque. Cuando A tiene menor masa 
que j9, .el cuerpo A invierte el sentido de su movimiento y B se mueve hacia ade¬ 
lante despues del choque. No es cierto, en absoluto, que la velocidad perdida 
por A se transmita a B. Pero en nuestras observaciones persistira una regularidad. 
Independientemente de como sean las masas .de A y B, la cantidad de movimiento 
perdida por A a consecuencia del choque, pasa a B. En otras palabras, la canti¬ 
dad-de movimiento total, la del carrito A mas la del B , es la misma antes que 
despues del choque 


m a v a = niaVa + rribVb 

Como ultimo experimento de choque con nuestros carritos amortiguados por 
resorte, dejemos que ambos tengan velocidad initial. Los resultados experimen- 
tales contienen ahora cuatro velocidades, y se hace dificil adivinar los resultados 
de los diversos experimentos' posibles en los que intervienen masas y velocida¬ 
des diferentes. Sin embargo, en nuestros resultados persiste de nuevo una regu- 
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laridad y ello no es sino una extension natural de lo anteriormente hallado. La 
cantidad de movimiento total antes y despues del choque es la misma: 

m a V a -f mbVb = W 0 t'a + m>bVb) ^i en Pa + Vb = Pa + p'b (3-1) 

Es decir, la variation de cantidad de movimiento del cuerpo A es igual y opuesta 
a la variacidn de-cantidad de movimiento del cuerpo B. En estos choques, un cuer¬ 
po puede ceder cantidad de movimiento a otro, pero la cantidad de movimiento 
total permanece constante. 

En la tabla .3-1 puede verse un ejemplo de datos experimentales obtenidos 
•en.un choque, del tipo de resorte, entre dos carritos exactamente iguales que $e 
mueVen uno hacia otro sobre la pista con celeridades diferentes. Los interrup- 
tores electricos de la pista estan separados 50 cm. Las agujas de los relojes (vease 
•fig, 3-1) completan una revolucion cada segundo y pueden leerse con una pre^ 
cision- del 3 % cuando el tiempo es igual o mayor que medio segundo. 

Vemos qul este resultado es compatible con el principio de conserVacion de 
la cantidad de movimiento dentro de la precision del experimento. 

A continuacion estudiaremos la conservacion de la cantidad de movimiento 
para interacciones q.ue no sean del tipo de resorte. Si colocamos en un extremo 
de uno de los carritos un pedazo de masilla, tras el choque permanecerdn unidos. 
tte aqul un tipo de interaction totalmente diferente. En la tabla 3-2 pueden ver¬ 
se los resultados de. dicho experimento. Observese que puesto que los carritos 
permariecen juntos tras el choque, tenemos v' a = vi. Aun cuando los detalles 
del movimiento en. este choque sean totalmente diferentes de los del choque tipo 


Tabla 3-J. Choque entre dos carritos Ay Bde masas iguales ( m a = mb ■= 6,6 kg). 

Distancia entre interruptores: 0,50 m. 



Tiempo At, 
s 

Velocidad v, 
m/s 

Cantidad de movimiento p, 
kg-mjs 

Antes del choque. 
Carrito A 
. Carrito B 

Al 0 = 0,82 
• Ak — 0,54 

v a — 0,61 

Vb = —0,93 

p a = m a • 0,61 

Pb — —m a • 0,93 

Despues del choque 

Carrito A 
Carrito B 

At' a = 0,57 

At' b = 0,88 

v' 0 = -0,88 
vi = 0,57 

Pa = —m 0 '0,88 

p'b — m a • 0,57 

Cantidad de movimiento total antes del choque: p 

Cantidad de movimiento total despues del choque: p' 

— Va Pb — —0,32m a 

— p'a~\~ Pb = —0,31 m a 
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Tabla 3-2. Choque entre dos carritos A v B com m „ = 2 m b = 2m. 



DlSTANClA ENTRE 

INTERRUPTORES: 50 

cm. 


Tiempo At, 
s 

Velocidad v, 
mfs 

Cantidad de movimiento p, 
kg-mis 

Antes del choque 
Carrito A 
Carrito B 

0,60 

Va = 0,83 

Vb = 0 

p a = 2 m • 0,83 

Pb =;0 

Despues del choque 

Carrito A 
Carrito B 

0,91 

v'a = v' b = 0,55 

pa = 2m • 0,55 
p'b = m • 0,55 

Cantidad de movimiento total antes del choque: p = p a ~\~ pb — 1,6(6 )m 

Cantidad de movimiento total despues del choque: p = + Pb~ 3w,0,55 = l,6(5)m 


^■IN NOHA 

snfliJ 


•' * J :<• 3 

wmmmmmm. 



Fig. 3-3. .Experimento de choque con interaccion magnetica. 


resorte, encontramos de nuevo que dentro de los errores experimentales, la can- 
tidad de movimiento total.de los cuerpos es la raisma antes y despues del choque. 

Los experimentos con el resorte y con la masilla han ofrecido ejemplos de 
interacciones de contacto. Unos imanes montados adecuadamente permitirian 
la interaccion de los carritos sin que entraran verdaderamente en contacto (fig. 3-3). 
Tambien en este caso, los experimentos detallados muestran resultados que estan 
d? acuerdo con el principio de conservacion de la cantidad de movimiento. 

Podriamos seguir ensayando todos los tipos de interaccion imaginables, pero 
ya hemos ensayado una muestra reducida aunque variada y consideraremos ya 
establecido el principio de conservacion de la cantidad de movimiento. La evi- 
dencia mas fuerte que lo respalda es, desde luego, que ha resultado util en 
casos muy diferentes encontrados en el estudio del movimiento en el des- 
arrollo de la Ciencia y lo consideraremos cpmo uno de los jprincipios fun¬ 
damentals de la Flsica. 




Por tanto, con p = p', 


MV = 0,1 Mv' b 
i4 = 10V 
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3-4 Choques perfectamente elasticos y totalmente inelasticos. Atm cuando la 
conservation de la cantidad de movimiento se aplica a todas las interacciones, 
debe quedar claro que las velocidades de los cuerpos despues del choque suelen 
ser diferentes “para interacciones diferentes, incluso siendo las mismas las velo¬ 
cidades iniciales. En loV'choques tipo resorte, observamos en la tabla 3-1 que la 
magnitud de la velocidad relativa de los dos cuerpos, es detir, la diferencia entre 
las velocidades de A y B, no es muy diferente antes y despues del choque. Segun 
la Tabla 3-1, estas velocidades relativas resultan ser v a — Vb = 0,61 — (—0,93) 
= 1,54m/s y v' a — v'b = —0,88 — 0,57 = —1,45m/s. En el choque «tipo 
piastico» descrito en la tabla 3-2, observamos que la velocidad relativa de los cu¬ 
erpos es nula despues del choque. 

A menudo se utiliza la variation de velocidad relativa entre los cuerpos en 
eolision, como medio burdo para clasificar las interacciones. Se acostumbra a 
llamar choque perfectamente eldstico a aquel en que la velocidad relativa de los 
dos cuerpos despues del choque es igual y de signo contrario a la existente antes 
de el: 


v' a — v' b = —(v a — Vb) (perfectamente elastico, una dimension) (3-2) 

Los demas choques reciben el nombre de inelasticos, y aquellos en que la ve¬ 
locidad relativa despues del choque es nula reciben el nombre de totalmente in- 
elasticos: 

v'a — v'b — 0 (totalmente inelastico, una dimension) (3-3) 

En el experimento de. tipo explosivo utilizado en la definition de masa inerte, 
estudiado en el apartado 2-2, la velocidad relativa antes de quemar el hilo que 
unla los carritos era nula, no siendolo despues. Con un poco de imagination, 
podemos pensar en otros ejemplos de esta naturaleza, por ejemplo, interacciones 
o choques en que la magnitud de la velocidad relativa aumenta a consecuencia 
de la interaction o choque. Segun todos sabemos, las interacciones de.este tipo 
(a las que llamaremos interacciones de tipo explosivo) tienen todas una caracte- 
ristica en comun: asociado a la interaction existe algun cambio fisico definido. 
Por ejemplo, en nuestro primer experimento el resorte cambiaba del estado de 
estar comprimido al de estar distendido. Un triquitraque situado entre los dos 
carritbs y dispuesto de manera que explote en el instante del choque seria otro 
ejemplo de choque del tipo explosivo. Al explotar, el triquitraque sufre im cambio 
en su estado fisico. En cambio, los choques perfectamente elasticos no llevan 
consigo cambios fisicos de los cuerpos que chocan. En los choques amortigua- 
dos por muelle, que veiamos eran casi perfectamente elasticos, el muelle se 
hallaba en su estado natural indeformado tanto antes como despues de la in- 
teraccion. 
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Veremos que el hecho de que la magi^tud de la velocidad relativa no acostum- 
bre a aumentar en los choques, tiene un jirofuhdo significado. Si hubieran choques 
en los cuales creciera la magnitud de la Velocidad relativa y en los que no se pro- 
dujeran cambios flsicos en los cuerpos que intervienen, se podrian construir 
las llamadas maquinas de movimiento perpetuo. Sugerimos que el lector especule 
acerca de la naturaleza de dichas maquinas- Por ejemplo, una bola situada en- 
tre dos paredes rigidas paralelas ganaria celeridad cada vez que chocara contra 
una pared si, en la interaccion entre bola y paredes, la velocidad relativa aumen- 
tara siempre. Sin embargo, no se han encontrado interacciones de ese tipo. Estu- 
diaremos mas adelante la ausencia de dichas interacciones y de esta observation 
haremos una ley o «principio» de la Naturaleza. Hemos visto que la mayorfa 
de los choques llevan consigo una disminucion de las velocidadgs relativas de 
los cuerpos y en este caso, si profundizamos en los hechos, tambjen puede ha- 
llarse siempre algun cambio en el estado fisico de los cuerpos. Bstos temas se 
estudian mucho mejor atendiendo a la energia cihetica> coneepto que introduci- 
remos mas adelante. 


Ejemplo. En vfti choque perfectamente eldstico entre dos carritos situados sobre 
una pista, las velocidades de los cuerpos son v a = 3 m/s y Vb — —2 m/s. Las masas 
de los cuerpos son m a — 1 kg y mb = 2 kg. ^Cuales son las velocidades de los cuer¬ 
pos despues del choque? 

Sean v' a y v' h las velocidades de los cuerpos despues del choque. La conservacion de 
la cantidad de movimiento nos da 

m a v a -f" m bVb — m a Va + mbv'b 

Como el choque es eldstico, 

v' a — i4 = — (i>« — v b ) 

Eliminando v' b entre estas ecuaciones, obtenemos para la velocidad v' a : 


y analogamente, para v [: 


(m a — mb)vq + 2 nibVb 
m a + mb 


v ' — ~~ m °) Vb H“ 2w a v a 


m a + mb 


En este ejemplo particular obtenemos 


, (1 - 2)3 + 2 • 2(-2) lt . 

v a — j _j_ £ “ a m / s > 

, (2 - 1)(—2) + 2-1-3 -2+6 

Vb = -^- = --— 


= f m/s 


3 


3 
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3-5 Centro de masa. En este apartado no vamos a introdficir nada nuevo 
en principio. Solo indicaremos, introduciendo el concepto de cehtro de masa de 
los cuerpos en interaction, como puede interpretarse en forma sencilla, util e 
interesante, el principio de conservation de la cantidad de movimiento. 

Sean x a y Xb las coordenadas .de dos cuerpos en interaction, ihedidas a partir 
de un origen arbitrario de un sistema fijo de coordenadas. Por el momenta, consi- 
deraremos como sistema fijo de coordenadas a un sistema solidario con la Tierra. 
Frecuentemente llamaremos a este sistema sistema del laboratorio. Todos nuestros 
resultados experimentales y las leyes del movimiento que sigan se referiran a 
este sistema de coordenadas fijo del «laboratorio». En un capltulo posterior 
estudiaremos la infiuencia del movimiento del sistema de coordenadas. 

La situation del centro de masa de los dos cuerpos en el sistema de coorde¬ 
nadas fijo se define en la forma 


X = 


Trig Xg + mbXb 

mg + m>b 


(3-4) 


Este punto divide a la distancia entre los-cuerpos en dos partes d 0 y db.indica- 
das en la figura 3-4, de talmanera que m a dg = m&di,. El lector debe convencerse 
por si mismo de que este resultado se deduce directamente de la definition dada 
por la ecuacion (3-4). 



Fig. 3-4. Centro de masa. 


Si son iguales las masas de los dos cuerpos, el centro de masa sera el punto me¬ 
dio del segmento limitado por los dos cuerpos. Esta claro que el centro de masa 
se mueve con los cuerpos y este movimiento tiene algunas propiedades sencillas 
muy utiles. Por esta razon introducimos y utilizamos este concepto. 

Cuando en un tiempo At, se desplazan los dos cuerpos distancias respecti- 
vamente iguales a Ax a y Aib, el desplazamiento correspondiente del centro de 
masa es AX — {m a Ax a + Axb) / (m a + mb), y dividiendo por: At obtenemos 
la yelocidad del centro de masa: 

y ._ m a Vg + m b Vb _ p a + Vb 
■ m a + mi m a + mb 


(3-5) 
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Como p = m a v a Hr mbVb = Pa + Pb permanece constante segun el principio de 
conservation de la cantidad de movimiento, se deduce que.la velocidad del cen¬ 
tre) de mgsa es la misma antes que despues del choque . Ademas, la cantidad de 
movimiento total del sistema puede expresarse como el producto de la masa 
total del sistema por la velocidad deh centro de masa: 


: V = Pa + Pb ~ (m a + m b )V 

: j 

Si la cantidad de movimiento total es nula, el centro de masa tendra velocidad 
nula y, por tanto, permanecera inmbvil. 


EjempiIo. Dos muchachos de masas 40 y 60 kg estAn de pie sobre una superficie 
de hielo exenta de rozamientos, asiendo una barra recta de longitud 12. m entre ellos. 
Partiendo |de los extremos de la barra, los muchachos tirari de si mismos a lo largo 
de la barra hasta Uegar a encontrarse iQu6 distancias habrAn recorrido sobre el hielo 
uno y otto muchacho? DesprAciese la masa de la barra. 

El centro de masa se halla inicialmente en reposo, y como la interaction de los 
muchachos es sblo entre ellos, el centro de masa permanecerA en reposo. Por tanto, 
los muchachos deberAn encontrarse en el centro de masa. La distancia del muchacho 
/t.de 40 kg al centro de masa, es 


X = 


m,bXb 


60 


m a + mb 40 + 60 


12 = 1,2 m 


I 

Por tanto, 1; A recorre 7,2 m y B 4,8 m. 


Interaccidn entre tres o mas cuerpos. La cantidad de movimiento total de 
tres o mas cuerpos que solo puedan interactuar entre si se mantiene constante, 
al igual que la cantidad de movimiento total de dos cuerpos. En el caso mas ge¬ 
neral, en el que se produce la interaccidn simultanea de tres o mas ciierpos, de- 
bemos reejurrir a la experimentacidn para poner de manifiesto que se conserva 
la cantidad de movimiento. No vamos a insistir en los detalles de este tipo de 
experimento, pero podemos ver lo razonable que resulta el principio de conser¬ 
vation de la cantidad de movimiento en este caso de tres (o mAs) cuerpos median- 
te el siguiente experimento imaginario. 

Imaginemos tres cuerpos A, B y C cuyas cantidades de movimiento son p a , 
Pb> y Pc • La cantidad de movimiento total initial es, pues, p a + pb + p c . Haga- 
mos chocdr ahora A y B y poco despuds B y C. La cantidad de movimiento 
combinada! de A y B, es decir, p a + Pb, no varia cuando chocan A y B, ni tam- 
poco la cantidad de movimiento p e de C, ya que 6ste no participa en el choque. 
Por tanto, la cantidad de movimiento total p a -(- pb + p c no variara a causa 
del choque. entre A y B. El mismo razonamiento puede tambien poner de mani¬ 
fiesto que ia cantidad de movimiento total no variara a consecuencia del choque 
entre dos miembros cualesquiera de.un grupo aun mayor. Este razonamiento 
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no demuestra que se conserve la cantidad de movimiento cuando se produce la 
interaction simultanea de tres o mas cuerpos, pero la experiencia corrobora 
nuestra idea. Tenemos 

Pa + Vb + pc H -- Pa + Pi + Pc H - (3-6) 

El centro de masa de un grupo de muchos cuerpos (o muchas particulas) 
se define en la forma: 


X 


m a Xa + mbXb + m c x c + • ‘ • 
m a + mb -j- ra c + • • • 


y la yelocidad correspondiente del centro de masa es 


V = 


m a v a + mbVb 4~ m c t> c 4- • • 4 
m a -|- -f- ni c “l - • • • 


(3-7) 


(3-8) 


Si las interacciones de los distintos cuerpos solo pueden realizarse entre ellos, 
?u cantidad de movimiento se mantendra constant^ y de la ecuacion 3-8 se de¬ 
duce que la velocidad de su centro de masa peniianece constants: 

Todos los objetos tienen un punto que es su centro de masa. La materia esta 
compuesta de atomos y para hallar el centro de masa de un objeto, podemos 
imaginar una aplicacion directa (pero muy engorrosa) de la expresion (3-7) en 
la que se representaran los atomos por A, B, C,..., para hallar X. En el caso de 
muchos cuerpos, (cubos, esferas, capas esfericasXharras rectas uniformes, etc.) 
su simetria permite localizar el centro de masa por simple inspeccion. Observese 
que el centro de masa no precisa hallarse realmente dentro del material de un 
cuerpo; por ejemplo, el centro de masa de una herradura es un punto matema- 
tico en el espacio. 


3-6 ConserYacion de la cantidad de movimiento durante un choque. El 
principio de conservacion de la cantidad de movimiento obtenido de los experi- 
mentos que hemos estudiado, se refiere a las condiciones antes y despues del 
choque. Aun cuando es razonable admitir que la conservacion de la cantidad 
de movimiento es tambien aplicable durante un choque, resulta- dificil en la ma- 
yoria de los casos el estudio del movimiento de los cuerpos en colision durante 
lbs tiempos, relativamente cortos, de duracion del choque. No obstante, podemos 
proyectar un experimento en el cual el tiempo de interaccion es relativamente 
largo, con lo que se hacen posibles las medidas de la velocidad. En la figura 3-5 
piiede verse dicho experimento. Se separan dos discos unidos por una gomita, 
se sueltan y se fotografian con iluminacion estroboscopica a medida que se mue- 
ven uno hacia otro. Si. se conserva la cantidad de movimiento durante la in¬ 
teraction, el centro de masa de los cuerpos se movera con celeridad constante, 
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Fig. 3-5. Movimiento en un piano de dos discos suspendidos conectados por 
un resorte. 



Fig. 3-6. El centro de masa tie los dos cuerpos en interaccibn de la figura 3 - 5 
se mueve con celeridad constante (masas de los discos, m a — 1,5 kg y mj = 2 kg). La 
cantidad de movimiento se conserva durante la interaccion. 


ya que su cantidad de movimiento total puede expresarse como producto de su 
masa total por la velocidad del centro de masa. En la figura 3-6 pueden verse 
las coordenadas x de los dos discos, representadas graficamente enfuncion de los 
tiempos transcurridos; Tambien puede verse la situacion del centro de masa y 
como la grdfica de x en funcion de t es u$a recta, sacamos la conclusion de que 
la velocidad del centro de masa es consjj^nte. Por tanto, tambien sera cons¬ 
tante la cantidad de movimiento total y # este caso sacamos la conclusion de 
que es valida la conservacion de la cantidwi de movimiento incluso durante las 
interacciones. Admitiremos que esto es sjpnpre cierto. 

3-7 Fuerza. En nuestro estudio de : |as interacciones vistas hasta ahora, 
nos hemos ocupado principalmente de l||pantidad de movimiento total de un 
sistema de cuerpos en interaccion. Sin emblio, en muchos casos con los que hemos 
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de tratar en la practica, nos puede interesar el movimiento de uno. solo de los 
cuerpos del sistema. En el caso de una piedra que caiga en el vaclo hacia la Tierra, 
por ejemplo, se tiene una interaction entre la piedra y la Tierra, y de acuerdo 
con el principio de conservacion de la cantidad de movimiento, la ganancia de 
cantidad de movimiento por parte de la piedra viene contrarrestada por una 
ganancia igual y opuesta de cantidad de movimiento por parte de la Tierra. Su 
centro de masa permanece en reposo. ^Pero lo que nos interesa es poder obser- 
var solamente el movimieruto de la piedra y en esto no nos ayuda gran cosa el prin¬ 
cipio de conservacion de la cantidad de movimiento. 

Ademas, la conservacion de. la cantidad de movimiento total no diferencia 
un tipo de interaction o choque de otro, y si queremos introducir una medida 
de la «inteiisidad» de la interaction, deberemos considerar la variation de canti¬ 
dad de movimiento de uno de los cuerpos en interaction. Desde luego, nos damos 
cuenta de que la variation total de cantidad de movimiento de un cuerpo puede 
ser la misma en interacciones diferentes. Por ejemplo, un cuerpo que se haga 
rebotar sobre un resorte blando y largo, puede sufrir la misma variation de can¬ 
tidad de movimiento que si lo hiciera sobre un resorte eorto y duro. En otras 
palabras, se puede dar a un cuerpo la misma velocidad o. cantidad de movimiento 
final mediante un empuje intenso y corto o mediante un empuje debil y prolon- 
gado. Por tanto, si se quieren distinguir entre si las interacciones con arregio 
a los intercambios de cantidad de movimiento, no sera suficiente especificar las 
cesiones to tales de cantidad de movimiento. Deberemos introducir y Utiliz'ar una 
cantidad que se refiera a las velocidades de cesion de cantidad de movimiento. 



(a) (b) 

Fig. 3-7. Diagrama de las cantidades de movimiento de un choque entre dos. 
cuerpos A y B. El choque se inicia en / = t\ y finaliza en t = ti- Durante el choque, A 
aumenta su celeridad y B la disminuye. En (a) las variaciones de cantidad. de<movi¬ 
miento tienen lugar lentamente y la interaction es debil. En (b) las Variaciones de can¬ 
tidad de movimiento tienen lugar mas rapidamente y la interaction es m&s fuerte. 


Ingard — 5 
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Refiramonos ahora a uno de los experimentos de choque anteriores y estu- 
diemoslo mas detalladamente. Consideremos el caso en que A y B se mueven en 
el sentido positivo del eje x , con vj, > v a . A consecuencia del choque, A aumenta 
su celeridad y B la disminuye, como se ilustra grdficamente en la figura 3-7. Du¬ 
rante el Choque, la cantidad de movimiento de A aumenta enA p a —p'a — Pa- 
Evidentemente, los detalles de esta variacion de la cantidad de movimiento 
durante el choque serdn diferentes para interacciones difeqentes. Un resorte largo 
y blando hara que la cantidad de movimiento. varie lentamfente durante un tiempo 
largo, mientras que un resorte duro y corto originaria la misma variacion de 
cantidad de movimiento en un tiempo mucho menor. Cojno medida de la «in- 
tensidad>> de la interaccidn utilizaremos la variacion de cantidad de-movimiento 
del cuerpo en unidad de tiempo, a la que daremos el nombre de fuerza ejercida. 
sobre el jcuerpo. 

Aun cuando no se conozcan los detalles de la curva que da la cantidad de 
movimiento en funcidn del tiempo, puede determinarse una variacion media en 
unidad db tiempo de la cantidad de movimiento. Si el choque empieza en el ins- 
tante t\ y finaliza en el instante tit la variacion media en unidad de tiempo de 
la cantidad de movimiento es (p' a — Va)/(h ~~ h) = Ap 0 /Ai. La fuerza media 
(promedib en el tiempo) que se ejerce sobre A (representada por T a ) en el inter- 
valo de liempo At es, pues, por definicion: 

= ^ = ^ 9) 


Como la conservation de la cantidad de movimiento exige que A p a = —A pi, se 
deduce que las fuerzas ejercidas sobre Ay B, "F a = Ap a /At y F& = Ap&/AZ, 
respectivamente, son de igual magnitud pero de signos contrarios, es detir, 


A p a Aps 

At At . 


-n 


(3-10) 


Unidades de fuerza. La unidad de fuerza es una unidad de variacion de can¬ 
tidad de imovimiento en unidad de tiempo. Si elegimos Como unidades de lon- 
gitud, masa y tiempo, el metro, el kilogramo y el segun;do, respectivamente, la 
unidad de cantidad de movimiento sera el kg • m/s y la unidad de fuerza co- 
rrespondiente seria el kg • m/s 2 . A esta unidad se le llama newton , N, y al siste- 
ma de uhidades basado en el metro, kilogramo y segundo se le da el nombre 
de sistema Giorgi. 

En el; sistema cgs las unidades de longitud, masa y tiempo son el centimetro 
(10~ 2 m), el gramo (10 _3 kg) y el segundo. La unidad de fuerza correspondiente, 
g • cm/s 2 jrecibe el nombre de dyna (10 -5 N). 

Existe. tambien el sistema terrestre, que toma como unidades fundamentales 
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las de longitud, fuerza y tiempo. La de longitud es el metro, la de fuerza el ki- 
lopond (9,8 N) y la de tiempo el segtfndo. 

Ejemplo. Se lanza una pelota de baseball a una velocidad de 2,5 m/s, siguiendo 
una trayectoria horizontal hacia el bateador. £ste batea la pelota que vuelve por el 
mismo camino que llevaba antes, estando ahora animada de una velocidad de 5,0 m/s. 
La pelota pesa 140 g. iCudl es la fuerza media ejercida sobre el bate, si el tiempo de 
contacto entre 61 y la pelota es 0,01 s? 

Las magnitudes de las cantidades de movimiento antes y despues del choque son 


|pi|= 0,140 • 2,5 = 0,35 kg-m/s = 0,35 N-s 


y 


\p 2 \ = 0,140 • 5,0 = 0,70 kg-m/s = 0,70. N-s 


La magnitud de la cantidad de movimiento cedida es, pues, de 1,05 N-s y la fuerza 
media es 



A p 
At 


T,05 

0,01 


= 105 N 


Fuerza instantanea. Hasta ahora solo hemos considerado. la fuerza media 
que se ejerce sobre un cuerpo durante un intervalo de tiempo finito At Para 
describir la interaction mas detalladamente, introduciremos la fuerza instantanea. 
En el capitulo 1 estudiamos el significado de la velocidad instantdnea v, y supo- 
nemos que el lector ya se ha familiarizado concste concepto[Supongamos ahora 
que determinamos la cantidad de movimiento instantanea p a — mv a de un cuer¬ 
po A durante un choque y la representamos graficamente en funcion del tiempo, 
Como se indica en la figura 3-8. En este ejemplo, el choque comienza en t = 0,2 s 
y finaliza en t = 0,5 s. La variacion total de cantidad de movimiento es 40 —10 = 
30 kg-m/s y la fuerza media es, pues, T a = 30/0,3 = 100 N. La fuerza instantanea 
o velocidad instantanea de variacion de la cantidad de movimiento en un instan- 
te t, esta defmida por la «pendiente» de la tangente geom6trica a la curva repre- 
sentativa de la cantidad de movimiento p =p(t ) en el instante t. (Si las unidades 
de cantidad de movimiento y tiempo no se representan por longitudes iguales 
sobre las escalas p y t deberemos, desde luego, considerar los factores de escala 
correspondientes para determinar la fuerza a partir de la pendiente de la tan¬ 
gente). La pendiente maxima de la curva de la figura 3-8 y la fuerza maxima son 
60/0,3 = 200 N. Midiendo la pendiente de la grafica de la cantidad de movi¬ 
miento en funcion del tiempo, obtenemos una curva para la fuerza, segun se 
indica en la figura. 
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Fig. 3-8. Ejemplo de la dependencia del tiempo de la cantidad de movimiento 
y de la fuerza, en un choque. La fuerza esta determinada por la pendiente de la curva 
representativa de la cantidad de movimiento. 

La interpretation geometrica y la definition de la fuerza dada anteriormente 
son equivalentes a la definition analltica que dice que la fuerza es la derivada res- 
pecto al tiempo de la cantidad de movjjjniento. Asi pues, matematicamente, la 
fuerza instantanea que se ejerce sobre |m cuerpo. A sera 

w v-w 

donde, desde luego, dvjdt es la acelenacion del cuerpo A. 

No importa cual de los dos cuerpos empleamos para ealcular la cesion de can¬ 
tidad de movimiento, ya que la cantidad ganada por un cuerpo es igual a la per- 
dida por el otro. Por tanto, si representamos por dpjdt, a la variation en unidad 
de tiempo de la cantidad de movimiento del cuerpo A, la variation en unidad de 









FUERZA 


69 


tiempo dpb/dt, de la cantidad de movimiento del otro cuerpo B debe ser igual a 
ella salvo el signo, es decir, 


dp a _ dpb 

dt ~ dt \ 

En consecuencia, en virtud de la conservation de la cantidad de movimiento, 
las fuerzas qne se ejercen sobre los cuerpos A v 5 en interaction son siemp re 
iguales en magnitud p ero de signo contrario : 

F a = -F b (3-12) 

Esta relation se conoce con el nombre d e tercera lev de Newton. La sezunda lev 
de Newton es la definicion de la fuerza en funcion de la ca ntid ad de movimi ento, 
dada por la ecuacion 3-ll,_y la primera lev exoresa aue nn cuerpo aislado que no 
inter actua con ningun otro cuerpo. se mueve con velocidad consta nte. 

Podriamos preguntarnos por que no introducimos la variation de la cantidad 
de movimiento por unidad de espacio dpjdx en vez de dpjdt. En principio, tam- 
bien podilamos haber introducido esta Variacion de cantidad de movimiento, 
pero pronto habriamos visto que dpjdx no es una cantidad util. En primer lu- 
gar, las variaciones unitarias dpjdx para A y para B no tendrian igual magnitud, 
ya que para una variacion dada de cantidad de movimiento Ap a — —A p bl los 
cuerpos no suelen desplazarse distancias iguales. Otra razon importante de que 
dpjdx sea menos adecuada para la description de interacciones esta relacionada 
con el importantisimo principio de superposicion de las fuerzas valido para la 
definicion dpjdt pero no para la dpjdx de fuerza. 

Para determinar una fuerza debemos conocer la cantidad de movimiento en 
funcion del tiempo, y solamente despues de estudiar primero el movimiento 
de un cuerpo podremos hallar la fuerza que sobre el actua. Histbricamente, el 
resultado mas famoso de un analisis de movimiento conducente a una ley para 
la fuerza es, quiza, la ley de Newton,^ de la Gravitation Universal, deducida del 
estudio del movimiento planetario (vease capitulo 10). 

La experiencia acumulada y el conocimiento del movimiento en 1 diversas con- 
diciones hacen que en muchos casos, como ocurre en muchos problemas cienti- 
ficos y tecnicos, las fuerzas sean cono.cidas y el problema consista en hallar el 
movimiento correspondiente a la fuerza dada. El conocimiento de la ley de la 
fuerza significa, desde luego, que conocemos las cantidades de las que depende 
la fuerza y tambien la natUraleza de esta dependencia. Las fuerzas gravitatorias y 
electrostaticas dependen de la distancia que separa los cuerpos en interaccion. 
Las fuerzas electromagneticas, nucleares y de contacto dependen, en general, 
de las velocidaides relativas de los cuerpos asi como de las distancias que los se- 
paran. Las diferencias fundamentales entre las fuerzas, junto a las dependen- 
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cias que dcabamos df mencionar, son las propiedades inherentes a la materia 
responsable de la existencia de las fuerzas. La carga el6ctrica determina la fuerza 
electrostdtica, la masa pesante determina la fuerza gravitatoria, y las corrientes 
electricas determinan la fuerza electromagnetica. 

3-8 Fuerza gravitatoria. La fuerza mas aparente y que nos es mas fami¬ 
liar es, tal vez, la fuerza gravitatoria local, la atraccion hacia la Tierra que ex- 
perimentan todos los cuerpos en la superficip terrestre. Segun se indico en el ca- 
pltulo 1, los primeros estudios experimentales de calda libre establecieron la 
importante propiedad de este movimiento de que todos los cuerpos, independien- 
temente de sus masas o velocidades iniciales, caian con la misma aceleracion 
constante en el vaclo, g = 9,81 m/s 2 , i Que nos dice este resultado acerca de la 
propiedad de la fuerza gravitatoria? La fuerza viene dada por F = ma, donde a 
es la aceleracion. El hecho de que la aceleracion a = Ffm permanezca constante 
(i a = g) cuando se varia m eligiendo cuerpos diferentes en el experimento de la 
calda libre, indica que la fuerza debe ser proporcional a la masa inerte m. En 
otras palabras, si tuvieramos que introducir una propiedad de la materia que 
consideraramos responsable de la atraccion gravitatoria, esta propiedad aumen- 
tarla propbrcionalmente a la masa inerte. En el capltulo 10 daremos un analisis' 
detallado de la fuerza gravitatoria, y por el momento bastara resumir alguna 
de las propiedades fundamentales. 


Para la descripcion de las interacciones en general, precisamos saber (1) c6mo de- 
pende la fuerza de interaccion entre los cuerpos de cantidades tales como la separa- 
cion de iosbuerpos y sus velocidades relativas, y (2) a que propiedad inherente a los cuer¬ 
pos se debe la fuerza. Por ejemplo, la carga electrica creadora de las fuerzas electricas 
es una de jiichas propiedades inherentes. La propiedad de la materia a la que consi- 
deramos se' debe la fuerza gravitatoria recibe el norhbre de masa pesante. Por defini- 
cion, el coCiente entre las masas pesantes de dos cuerpos A y B esta medido por el 
cociente entre las fuerzas que les ejerce la Tierra cuando estan situados en un mismo 
lugar. Si s£ miden dichas fuerzas mediante estudios de aceleracion y resultan ser F a 
y Fb, el cociente entre las masas pesantes M a y Mb es; entonces, 

i- 

j Mg _ Fa 

i Mi Fb 

De los experiments de calda libre sabemos queF a = m a gy Fb = mbg ,con lo que 

El - Utl (m = masa inerte). 

Fb mb 

Por comparacion, pues, vemos que el cociente entre las masas pesantes de dos cuerpos. 
debe ser igual al cociente entre las masas inertes. En otras palabras, la masa pesante 
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es prbporcional a la masa inerte, M = (con$t)/n. Si la unidad de masa pesante se 
toma igual a la de masa inerte, obtenemos M — m. 

Debido a esta proporcionaiidad, hallada experimentalmente, entre las masas pe¬ 
sante e inerte y a la eleccion de las mismas unidades para ambas, las magnitudes de 
estas cantidades se describen siempre por el mismo numero y queda enmascarada la 
distincion entre ellas. En la practica cotidiana no se suele distinguir entre los dos con- 
ceptos de masa y a ambos se les llama, simplemente, «masa». Recordemos, de todas 
maneras, que las masas inerte y pesante de un cuerpo surgen de dos propiedades di- 
ferentes de la materia:- la resistencia a alterar el movimiento y la propiedad a la cual 
se debe la atraccion gravitatoria. 


La fuerza gravitatoria, pues, queda adscrita a una propiedad de la materia, 
la masa pesante, que poseen todos los cuerpos materiales. La interaccion gravi¬ 
tatoria es siempre una fuerza atractiva. Se mention© en el capitulo 1 que la base 
de la description cuantitativa por Newton de la interaccion gravitatoria estaba 
constituida por las tres leyes de Kepler del movimiento, las cuales describian 
algunas caracteristicas del movimiento de los planetas alrededor del Sol,- y por 
tanto; expresaban algunas propiedades de la interaction entre el Sol y sus plane¬ 
tas. Introduciendo el concepto de fuerza, Newton demostro como podia des- 
cribirse la interaction de manera concisa y pudo formular la ley de la fuerza gra¬ 
vitatoria (para mas detalles vease el capitulo 10) 

F = G (3-13) 

Las cantidades M\ y M 2 son las masas pesantes de las particulas en interaccion 
y r es la distancia que las separa. Queda' implicito que las dimensiones de las 
particulas son pequenas frente a la distancia que las separa. En un apendice se 
demostrara que, en el caso de una esfera, la fuerza gravitatoria creada por ella 
es la misma que la creada por una masa puntual situada en el centro de la esfera 
y cuya masa fuera igual a la de esta. 

Newton propuso que esta ley tuviera validez general para dos particulas 
materiales cualesquiera en interaccion, que fueran pequenas frente a la distancia 
que las separa. Tambien propuso que G es una constante universal, la misma 
para todos los cuerpos, independiente de su constitution quimica 0 fisica. El' 
valor de esta constante universal depende, claro esta, de la election de unidad 
para la masa pesante M . Eligiendo la unidad de masa pesante igual a la de masa 
inerte, p. e. un kilogramo, y expresando la distancia en metros, la constante de 
la .gravitation universal G resulta ser 

G 6,67 • 10"“ 11 N*m 2 /kg 2 
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La ley de la gravitation universal ha sido comprobada experimentalmente en el 
laboratorio, por el farhoso experimenio de Cavendish (1797). 

Si aplicamos la ecuacion (3-13) a la interaction entre la Tierra y un cuerpo 
en la superficie terrestre, tenemos r =- R, donde R es el radio de la Tierra; si 
representamos por m la masa del cuerpo y por M la de la Tierra, obtenemos 
F — m(GMjR 2 ). Como tambien tenemos que F — mg, la aceleracion constante local 
de caida libre estara relacionada con la masa y el radio terrestres por la ecuacion 



Como se indico en el capltulo 2, a la fuerza gravitatoria mg que se ejerce sobre 
un cuerpo se le da el nombre de peso del cuerpo. El peso, pues, en contraste con 
la masa inerte, no es una propiedad inherente o invariante del cuerpo, ya que 
depende de las propiedades de la Tierra y de la distancia a la Tierra. En reali¬ 
dad, ademas de depender de la distancia* existe tambien una ligera variation 
del peso de un cuerpo que se debe a su situation sobre la Tierra; el peso aumenta 
gradualmente del ecuador a los polos. No obstante, la variation es inferior a 
un 1 %. En el capltulo 11 se estudiara esta variation. 

Ejemplo. Hemos visto que la aceleracion de un cuerpo en caida libre en la super¬ 
ficie terrestre es constante e igual a g ~ 9,8 m/s 2 , (a) ^Cual es el peso de un cuerpo de 
masa M = 1 kg, 1 g? Los pesos son Mg - 9,8 N y 980 dynas, respectivamente. (b) 
La fuerza gravitatoria creada por la Tierra es inversamente proportional al cuadrado 
de la distancia al centro de la Tierra. El radio terrestre es de 6,4 • I0 6 m. iA que altura 
sobre la superficie terrestre debe Uevarse un cuerpo de 100 kg para que su peso dis- 
minuya 40 kilopond? 

Representado por R el radio terrestre y por h la altura sobre la superficie de la Tie¬ 
rra, tenemos 

100 = (fl + A) 2 

100 - 25 R 2 



es decir, h ca 10 6 m. Sin embargo, recordemos que aun cuando un cuerpo pierde peso 
a medida que asciende, su masa inerte permanece constante. 

Movimiento a lo largo de una vertical. Consideremos ahora el movimiento de 
un cuerpo a lo largo de una vertical. Describiremos el movimiento respecto a 
un eje de coordenadas y tal que y = 0 en el suelo y el sentido posnivo de la y 
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sea hacia arriba. Si es m la masa del cuerpo, la fuerza que se ejerce sobre el serd 
F y = —mg. Si se proyecta el cuerpo hacia arriba partiendo del suelo con la ve- 
locidad ify en / = 0, obtenemos de m(dv v /dt ) = —mg la siguiente expresion para 
la velocidad v y eh un instante posterior r: 


v y — v 0 — gt *(3^15) 

Analogamente, hallamos para la posicion (vease cap. 1) 


. gt 
y = v 0 t - 2 “ 


(3-16) 


En la figura 3-9 pueden verse representadas graficamente estas relaciones. La 
velocidad se anula en el instante fy (dado por fy = Vq jg) que corresponde a una 
posicion y max = A,dada por 


h 


o o 



£5 
2 g 


La posicion es nula evidentemente en el instante de partida t = 0, y tambien 
cuando t = 2v Q /g = 2t 0 , que representa el instante en que el cuerpo alcanza de 
nuevo el suelo tras haber subido y bajado. Como el tiempo de subida es fy y el 
tiempo total de ida y vuelta es 2fy, el tiempo de bajada es tambien fy, como era 
de esperar. , 

Si se hubiera iniciado el movimiento' en la posicion y — y Q en ,un instante 
/ = fy en lugar de desde el suelo, y=^ 0, en / = 0, las expresiones para la velo¬ 
cidad y la posicion se obtendrian de las ecuaciones (3-15) y (3-16) sin mas que 
sustituir t. por t — fy e y por y — y 0 .Observese que, en este caso general, vq pue- 
de ser positiva o negativa. 


Ejemplo. Desde la superficie terrestre se lanza hacia arriba en el instante t = 0 
y con una velocidad de 20 m/s, un cuerpo A de masa 2 kg. Un segundo mas tarde, 
se deja caer desde una altura de 20 m un cuerpo B cuya masa tambien es de 2 kg. 
iCuando y donde chocaran los cuerpos? (Tomese £~10 m/s 2 .) 

Las posiciones de A y B vienen dadas por las ecuaciones 

y a = 2Ut - 10t 2 /2 = 20* - 5 1 2 


y 


y b = 20 — 10(< - 1)72 - 20 - 5 (t - l) 2 

Haciendo y a = ^obtenemos t = 3/2 s como instante del choque y 18,75 m como 
altura a .la que tiene lugar dicho choque. Ademas, inmediatamente antes del choque 
la velocidad d tA es 20 — 10(3/2) = 5 m/s y la velocidad de B es 0 — 10-0,5 = —5 m/s. 
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Vy 



Fig. 3-9. Velocidad y posicion de una partfcula lanzada hacia arriba con ve- 
locidad tip desde el suelo, y ■— 0, representadas en funcion del tiempo. 

La fuerza gravitatoria es, tal vez, la causa mis familiar de movimiento unifor- 
mement'e acelerado, pero tambien hay otras. Siempre que sea constante la fuerza 
aplicada a un cuerpo, tambien serd constante la aceleracion e igual a a = Fjm. 

En el caso de la fuerza gravitatoria ilustrado en la figura 3-9, la aceleracion es 

a = —g,\ donde el signo menos- se debe a que tomamos la coordenada y de la 
posicion 'creciente hacia arriba , mientras que la fuerza F y la aceleracion estan 
dirigidas Facia abajo. Las ecuaciones cinematicas del movimiento uniformemente 
acelerado se deducen directamente de los razonamientos hechos al llegar a las 
ecuaciones (3-15) y (3-16) y tenemos 

Vx = Vq “f" at, (3—17) 

* = *0 + »o t + Y (3-18) 

para un cuerpo con aceleracion a en la direccion x, con posicion initial x Q y ve¬ 
locidad inicial v 0 en t = 0. Tengase bien en cuenta que estas expresiones se refie- 
ren al movimiento uniformemente acelerado y no son validas cuando la acelera- 
cidn no es constante. 

Ejemplo. Un coche parte del reposo con una aceleracidn constante ai = 3 m/s 2 
que conserva durante un tiempo t\ = 3 s. A partir de este instante, £cudl seria la ace¬ 
leracion (supuesta constante) que lo detendria a una distancia L = 30 m a partir del 
punto inicial? 
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.Durante los tres primeros segundos, el coche alcanza una posicidn 

aiti _ 9 

xi = -y - 3‘2 = 13,5 m 
desde el punto de partida. La velocidad es 

V\ = at — 9 m/s 

La aceleracion a partir de este instante se representa por at. El tiempo necesario para 
detenerse es h. Luego 

tl 

16,5 =* vfa 4-02-2 
V2 — t>i 4 “ 02^2 — 0 

lo cual da' t 2 =—vilat y 16,5 =— v\/a .2 4" vf/2o2=-—wf/2a2 o sea at = —81/(2 • 16,5) 
m/s 2 ~ —2,45 m/s 2 . 

3-9 Fuerza en un resorte. De manera totalmente analoga a la empleada 
en el estudio de la fuerza gravitatoria, vamos ahora a estudiar las propiedades 
de otras interacciones midiendo, por ejemplo, la fuerza en funcion de la separa- 
cidn.y la velocidad relativa de los cuerpos en interaccion. Tambien podemos 
alterar las propiedades de los cuerpos mismos y estudiar los efectos correspon- 
dientes sobre la fuerza. Por el momento, limitaremos nuestro estudio al caso 
sencillo de una fuerza del tipo de, resorte, pero en apartados posteriores volve- 
remos sobre otros tipos de interaccion. 

Para medir la fuerza que se ejefce sobre un cuerpo en contacto con un resor¬ 
te en funcion de la compresion de este, medimos la aceleracion del cuerpo al 
moverse bajo la accion del resorte. Para mayor sencillez, consideremos fijo un 
extremo del resorte, segun se indica en la figura 3-10. T ales experimen tos ind ican 
que la aceleracion comunicada al cuerpo por, el resorte al_soltarlo. partiendo del 
reposo sera proporcional. a ..la compresion (o aiargamien.tQ.) del resorte conta- 
da (o’cbntado) a partir de la position de deformation nula. En otras palabras, 
si interpretamos el hecho de que la aceleracion ha de tener sentido contrario al 
del desplazamiento del cuerpo, tendremos 

F x = -Kx (3-19) 

donde iST.es una constante, llamada constante del resorte, que depende de la natu- 
raleza de este. La simple relation lineal ilustrada en la figura 3-10 es aplicable 
a la mayoria de los resortes, al menos mientras el desplazamiento x sea suficien? 
temente pequeno. Para desplazamientos x mayores, los resortes dejan de ser 
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•Fig. 3-10. La fuerza que ejerce el resorte sobre un cuerpo puede expresarse en 
la forma F x = — Kx, donde K es .la constante del resorte. 


«lineales», segun se ilustra en la figura 3-10(b), donde los puntos marcados con 
P sobre la curva senalan donde empieza la alinealidad. 

Otros experimentos de este tipo indican que la fuerza que se ejerce sobre el 
cuerpo para una determinada compresion x no depende marcadamente, en ge¬ 
neral, ni de la celeridad del cuerpo ni del sentido de su movimiento. Ademas, 
la fuerza que se ejerce sobre un cuerpo cualquiera situado en el extremo del re-' 
sorte es siempre la misma, independientemente de la masa del cuerpo. As! pues, 
de acuerdo con tales medidas, la fuerza ejercida por el resorte sobre un cuerpo 
en contacto con el esta univocamente determinada por la compresion o alarga- 
miento x del resorte, medidos a partir de la longitud de equilibrio, segun indica 
la ecuacion (3-19). 

Ejemplo. Un resorte que relajado mide una longitud de 50 cm se mantiene fijo 
por unode sus extremos. A1 otro se aplica una fuerza de 200 N, aumentando la longitud 
del resorte hasta 75 cm. El aumento de longitud del resorte es, pues, de 25 cm. y la 
constante del resorte serd K — 200/0,25 = 800 N/m. 

3-10 Principio de superposicion de las fuerzas. Solo hemos considerado 
detalladamente interacciones de dos cuerpos. El cuerpo A interactua con el cuer¬ 
po B, la cantidad de movimiento p a + Pb permanece constante, y la fuerza que 
se ejerce sobre el cuerpo A es de. igual magnitud, pero opuesta a la que se ejerce 
sobre B. Esta es la esencia de lo que hemos visto hasta ahora. El verdadero valor 
del concepto de fuerza se hara bien patente cuando consideremos la interac- 
cion de tres o mas cuerpos o el movimiento de un cuerpo bajo la influencia de 
mas de una fuerza, ya que resulta que las fuerzas que actuan sobre un cuerpo 
pueden sumarse para dar una fuerza resultante que deterraina el movimiento del 
cuerpo. Este es el principio de superposicion. 
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Fig. 3-11. Principio de superposition. Cuando la interaccidn es solo entre A y B, 
sobre A se ejerce una fuerza F\. Cuando la interaction es solo entre Ay C, sobre A se 
ejerce una fuerza F^. Cuando con A interactuan B y C, el cuerpo A se mueve bajo la 
action de una fuerza unica F = Fi + F 2 , llamada fuerza resultante. 


Imaginemos un cuerpo A que se mueva bajo la action de otro cuerpo B. 
fiste puede moverse libremente 0 estar sujeto rigidamente a la Tierra (fig. 3-11). 
La fuerza puede deberse 0 a un resorte que une A con B, 0 puede ser otro tipo 
de fuerza, p. e. magnetica 0 gravitatoria. Podemos estudiar esta fuerza y hallar, 
por ejemplo, como depende de la position, velocidad reiativa, etc. Quitemos 
ahOra B e introduzcamos un nuevo cuerpo C con el cual pueda interactuar A. 
De nuevo podemos estudiar la fuerza y hallar como depende de la position, ve¬ 
locidad reiativa, etc.'Dejemos, ahora, que interactuen a un mismo tiempo con A 
los dos cuerpos B y C. i,Como reactionary A ante esta nueva situation? ^Cual 
sera su movimiento? 

Estas preguntas solo pueden contestarse con ayuda de experimentos, y la res- 
puesta experimental es que A reacciona 0 s&; mueve como si se hallara sometida 
a una fuerza unica igual a la suma (0 superposition) de las dos fuerzas anterior- 
mente estudiadas F a b y F ac en las interacciones con B y con C, respectivamente. 
La fuerza efectiva que se ejerce sobre un cuerpo es la suma de to4as y cada una 
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de las fiierzas que se ejercen sobre el y se la llama, a veces, fuerza resultante. 
Este es el principio de superposicion y es valido experimentalmente no solo para 
tres cuerpos 'en interaction, sino para un mimero cualquiera. Es decir, tenemos 

^ = Fi + F 2 + F> + ■ ■ ■ = F 

donde Fi, F 2 , F$, etc., son fuerzas aplicadas al cuerpo en experimentos en los 
que interyiene el cuerpo en cuestion y uno solo de los demds. * 

1 

EjempiJo. Se tira de un caririto de masa 5 kg a lo largo de una pista horizontal 
mediante un resorte horizontal, con una aceleracidn constante de 4 m/s 2 . La fuerza 
que se ejerce sobre el cuerpo es pues, 5 • 4 = 20 N. Durante este movimiento se ob- 
serva que el resorte estd alargado 10 cm, con lo que la constante del resorte es K — 
200 N/m. !La aceleracion esta originada solamente por la fuerza del resorte. 

Se quitan ahora de la. pista el carrito y el resorte. £ste se mantiene vertical con -su 
extremo superior fijo y el carrito unido al otro extremo. Se alarga de nuevo 10 cm el 
resorte y se suelta el carrito a partir de esta posicidn. £Cu£l es ahora la aceleracion 
inicial del carrito? 

Cuandoiel carrito s61o se halla bajo la influencia de la gravitacidn, la fuerza que se 
ejerce sobre 61 esta dirigida hacia abajo y tiene por magnitud mg = 5 • 9,8 N. Cuando 
sobre el carrito actuan simultaneamente las fuerzas gravitatoria y del resorte, segun 
el principio i de superposicidn la aceleracidn del carrito sera la debida a la resultante 
de esas fuprzas. La gravedad proporciona una fuerza hacia abajo de 5 * 9,8 N y la fuer¬ 
za del resorte que tira hacia arriba es de 20 N, con lo que la fuerza resultante es 5 • 9,8 
—20 — 2&N hacia abajo. La aceleracidn inicial correspondiente es, pues, de 29/5 ca 
5,8 m/s 2 . . ■ 

Basantlpnos en el principio de superposicidn, observamos que una fuerza 
aplicada at un cuerpo' puede contrarrestarse con otra de igual magnitud y direc- 
cion, pero sentido opuesto. En otras palabras, si utilizamos un resorte calibrado 
segiin fuerzas a partir de experimentos directos de aceleraciones tales como los 


* Existen algunas excepciones reales y algunas s61o aparentes del principio de superposicidn 
de las fuerzas. Las excepciones reales surgen en relacidn con las fuerzas atdmicas y nucleares, 
pues se presen^a el caso de que la fuerza que se ejercen dos dtomos entre si depende de que haya 
o no un tercer dtomo presente. 

Existen varias excepciones aparentes. Por ejemplo, la fuerza electrostitica entre dos cuerpos 
cargadps eldctricamente se debe a la existencia de un gran mimero de particulas (electrones) 
en los puerpos. Aun cuando las fuerzas elementales que se ejercen las distintas cargas se super- 
ponen, en la forma antes descrita, la fuerza resultante ejercida entre los cuerpos depende de 
la distribucidnj de cargas en ellos. Esta distribucidn ,y en consecuencia la fuerza que se ejerce 
entre los cuerpos, suele variar al introducir otros cuerpos cargados. Sin embargo, la pertur- 
bacidn de la fuerza de interaccidn inicial por un tercer cuerpo coristituye una violacidn sdlo 
aparente del principio de superposicidn, porque la fuerza entre dos cuerpos no variarla si dis- 
pusidramos algo que mantuviera fija la distribucidn de cargas. 
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mg 

Fig. 3-12. Equilibrio cuando Kx — mg. 


descritos en el apartado anterior, y loestiramos hasta que la fuerza qne se eierza 
sobre una rnasa m m m.pla rnn cuando se sueTEe~la __ masa adqui rira 

unaacel eracion g si s abre-m-no-se-ejerce'-ninguna.otraJ&iexza^Sin embargo, 

cuando el resorte este vertically eLcuerpo-se- haUe-bajo-la accion-de l as dos fu er- 
zas: la del resorte que le origina una aceleraciqn g hacia_arriba y la.fuerza_grayi-_. 
tatoria q^le'priginajnagCSoelSracidnr-g hacia abajo, el cuerpq se baUara_etL.fi;qui : 
librio al extremo del resorte cuando-estc-s&-halle- estirado_una lonei tud x = tngj K^ 
segun se ilustra en la figura 3-12. Este metodo de equilibrar dos fUerzas entre 
si permite la medida de una fuerza desconocida en funcion de otra conocida. 
Por ejemplo, se puede calibrar un dinamometro en funcion de la fuerza conoci¬ 
da de la gravedad, midiendo el alargamiento x de equilibrio correspondiente' 
a pesos conocidos. Marcando un cero en la escala de fugrzas para la posicion 
no deformada, marcariamos en la escala 9,81N cuando del resorte pendiera un 
cuerpo de masa 1 kg. Si se anade otro cuerpo exactamente igual de masa 1 kg, 
la escala debera senalar 19,62N, etc. (Hemos supuesto en este caso que la ace- 
leracion de caida libre en el lugar de experimentacidn es de 9,81 m/s 2 .) 

3-11 Moyimiento del centro de masa. Aun cuando el movimiento de un 
sistema aislado de particulas en interaccion puede ser muy complicado en sus 
detalles, el centro de masa del sistema se mueve de manera muy sencilla. De los 
experimentos de conservacion de la cantidad de movimiento y de la definicion 
de centro de. masa, hemos deducido que el centro de masa se mueve con velo- 
cidad constante. Queremos ahora estudiar el movimiento del centro de masa 
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en el caso de que una o varias particulas de las que constituyen el sistema se halle 
sometida a una fuerza exterior. 

Como primer paso en esa direction, examinemos el movimiento de dos cuer- 
pos en' interaction el uno con el otro solamente, desde el punto de vista de la 
fuerza. La fuerza que se ejerce sobre el cuerpo A solo se debe al cuerpo B. Lla- 
memosla F ab . La fuerza que se ejerce sobre el cuerpo B solo se debe al cuerpo A. 
Llamemosla F ba - Entonces, para los cuerpos A y B tenemos 


y 




(3-20) 

(3-21) 


Pero, de nuestras anteriores consideraciones que nos condujeron a la tercera- ley 
de Newton, sabemps que F a b y F ba son de igual magnitud pero directamente 
opuestas. Es decir, puestc que F ab — —Fb a , al sumar las ecuaciones (3-20) y 
(3-21), obtenemos 


dpa .dpb _ d(p a -f p b ) _ dp _ 

dt dt '■ dt dt 

donde p = p a -f- Pb es la cantidad de movimiento total y es igual a MV, Como 
dp[dt — M(dV[dt) es cero, la velocidad V del centro de masa debe ser constan- 
te. Desde luego, en todo esto no hay nada nuevo. 

Supongamos, en cambio, que sobre uno de los cuerpos se ejerza una fuerza 
exterior, p. e. sobre el cuerpo B de la figura 3-13. Haciendo uso del principio de 
superposition de las fuerzas, tenemos para los cuerpos A y B: 


y 



i jp _ dp b 

+ Fi ° - n 


Al sumar estas dos ecuaciones tenemos 

(3-22) 

donde, como antes, p = p a .+ p b = MV, La aceleracion (y por tanto el movi¬ 
miento consiguiente) del centro de masa esta totalmente determinado por la fuer¬ 
za exterior F. Observese que si se hubiera aplicado F a A, el resultado hubiera 
sido el mismo. Desde luego, si queremos conocer los movimientos detallados 
de A y B, habra que tener en cuenta las fuerzas F ab yFb 0 ,a las que llamaremos 
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Fig, 3-13. El movimiento del centro de masa (c.m.) estd determinado por la 
fuerza exterior y es independiente del punto de aplicacion de la fuerza. 

fuerzas interferes al sistema A-\-B. En el caso particular ilustrado en la figura 
3-13, los dos carritos oscilaran hacia adelante y atras mientras el sistema en con- 
junto se acelera hacia la derecha bajo la infiuencia de F. El movimiento de cada 
uno de los carritos sera complicado y dependera del punto de aplicacion de F, 
pero el movimiento del centro de masa esta totalmente drterminado por la fuerza 
exterior F y es independiente de su punto de aplicacidn. 

Lo que hemos dicho acerca del movimiento del centro de masa del sistema 
de dos cuerpos puede extenderse facilmente a un numero arbitrario de particu- 
las ya que, basandonos en el principio de superposition, las fuerzas interiores 
que se ejercen entre los distintos cuerpos del sistema se anulan dos a dos. La fuer¬ 
za que ejerce A sobre B es igual y opuesta a la que ejerce B sobre A, la fuerza 
que ejerce A sobre C es igual y opuesta a la que ejerce C sobre A, etc. Luego la 
suma de las cesiones de cantidad de movimiento de todas las fuefzas interiores 
es nula, y volvemos a encontrar que las unicas fuerzas que puedeii originar una 
transferencia neta de cantidad de movimiento a un sistema, son las fuerzas ex- 
teriores. Simbolicamente, tenemos 

= (3-23) 

Un cuerpo rigido es un tipo especial de sistema de particulas en el cual las 
particulas (moleculas, si se quiere) mantienen invariables sus distancias retipro- 
cas. Tambien en este caso se anulan dos a dos las fuerzas entre particulas y el 
movimiento del'centro de masa estd determinado por las fuerzas exteriores. Vol- 
veremos a hacer notar que, por lo que respecta al movimiento del centro de masa, 
el punto de aplicacion de las fuerzas exteriores puede ser cualquiera. En la figu¬ 
ra 3-14(a) la llnea de action de la fuerza pasa por el centro de masa del cuerpo 
rigido, pero no en (b) y (c). En los dos tiltimos casos, la fuerza dara origen a 
una rotacion ademas de a la aceleracion del centro de masa. £sta no depende 
del punto de aplicacidn de la fuerza, aunque si dependa de el la rotation. 


Ingard — 6 








Fig. 3-15. La election del 
y cuales las interiores. 


• , F n 

«sistema» determina cuales son las fyerzas exteriores 



Figura 3-16 
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Figura 3-17 
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Si aislamos ahora. a la ( persona, observamos que las fuerzas que se ejercen sobre ella 
son su peso m\g , dirigido hacia abajo y la fuerza de contacto Fi dirigida. hacia arriba. 
La aceleracion de la persona es a, y la fuerza total dirigida hacia arriba es Fi — m\g\ 


mi a = Mi 


F2 = nng -f 


Vll + 7712 


— g j = F 2 — niig, 


m ,i 


mi -+- m 2 


F — m\g = 


mi 


mi + m2 


Ejemplo. Segun puede verse en la figura 3-17, dos carritos A y B de masas m a — 
2 kg y mb — 3 kg estan conectados mediante un resorte que tiene una longitud L = 
0,5 m cuando esta indeformado, y una constante K =•• 50 N/m. Los carritos se hallan 
inicialmente en reposo sobre una pista horizontal. A1 carrito A se aplica una fuerza 
constante F= 25 N dirigida hacia B. (a) i,Cual es la aceleracion inicial del centro de 
masa de A y £? (b) ^Cual es la aceleracidn inicial de A y de B? (c) ^Cual es la acele¬ 
racion de A y B en el instante en que el resorte esta comprimido 10 cm mientras A esta 
sometido a FI 

(a) La aceleracion inicial del centro de masa de A y B es 


dV 

dt 


F 

m a + mb 


^ = 5 m/s 2 
5 


(b) La aceleracion inicial de A es 


dUa = _F_ = 25 
dt m a 2 


12,5 m/s 2 


ya que la fuerza del resorte es nula inicialmente. (c) En el instante en que el resorte 
esta comprimido 10 cm, el cuerpo A se halla sometido a dos fuerzas, F = 25 N en un 
sentido y la "fuerza del resorte Kx = 50 • 0,1 = 5 N en sentido contrario, como se in- 
dica en la figura 3-17. La aceleracion de A es entonces 


dv a _ 25 — 5 
It 2 


10 m/s 2 


y la de B es 

Tt “ fm/s2 

Equilibrio y Estatica. Cuando la suma de todas las fuerzas exteriores a un 
cuerpo (o sistema de partlculas) es nula, la aceleracion del centro de masa es 
nula. En estas condiciones se dice qu.e el centro de masa esta en equilibrio o, lo 
que es equivalente, que el cuerpo esta en equilibrio traslatorio. Mientras los c.uer- 
pos en equilibrio tienen, necesariamente, centro de masa con aceleracion nula, no 
tienen necesariamente nula la velocidad de dicho centro de masa. La Estatica 
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es la parte de la Mecanica que estudia las condiciones y fuerzas que se requieren 
para el equilibrio. Tienen aplicaciones practicas muy variadas, como por ejem- 
plo el diseno de estructuras. 

Si un sistema o cuerpo se halla en equilibrio traslatorio, debe ocurrir que 

F — Fi + F 2 + Fs + • • • = 0, (3-24) 

doiide Fi, Fz, F 3l etc., son las fuerzas exteriores. Esta es una condition ne- 
cesaria y suficiente para el equilibrio traslatorio. Pero ello no significa que est6n 
en equilibrio todas las partes del sistema. Solamente el centro de masa tiene ace¬ 
leracion nula. Podria no haber fuerza resultante sobre dos carritos conectados 
por un resorte, por ejemplo, y estar los carritos oscilando en uno y otro sentido. 

Incluso cuando no haya fuerza resultante aplicada a un cuerpo rigido, todas 
las partes del cuerpo no tienen por que estar en equilibrio necesariamente. Ima- 
ginemos dos fuerzas iguales y opuestas aplicadas a los extremos de un madero 
y perpendicularmente a el. No hay duda de que la aceleracion del centro de masa 
del madero sera nula, si bien esta claro que el madero tiene tendencia a girar. 
(El movimiento de rotation y las condiciones para el equilibrio rotatorio se con- 
sideraran en un capitulo posterior.) 

A1 estudiar las condiciones de equilibrio traslatorio o, a tal fin, al hallar la 
fuerza resultante que se ejerce sobre un cuerpo de manera que pueda determi- 
narse su aceleracion, es fundamental definir con precision el sistema 0 cuerpo 
que se considera. Elio asegura una distincion tiara entre fuerzas exteriores e inte- 
, riores, distincion que es esencial puesto que solo son pertinentes las fuerzas 
exteriores. 



(a) 



(b) 


\ 


Figura 3-18 
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EjEMPLoi Dos resortes, S\ y St, de raasa despreciable y constantes K\ y Kz, res- 
pectivamentjs, estdn dispuestos para soportar un cuerpo A. En la figura 3-18(a) los 
resortes estah montados' en «serie» y en (b) en «paralelo». iCuiles son los alargamientps 
de cada resorte en uno y otro caso, a consecuencia de la fuerza que la jravedad ejer- 
ce sobre A ? Determinar la constante equivalente del resorte en ambac casos. 

En el primer caso el cuerpo esti sometido a dos fuerzas: el peso mg y la fuerza 
Fz del resorte. A su vez, el resorte Sz se halla sometido a la fuerza Fz por su extremo 
inferior y a |una fuerza de contacto en la unidn con Si en el extremo superior. Como 
el peso del resorte es despreciable, las fuerzas aplicadas en sus extremos de.heran con- 
trarrestarse totalmente, es decir, deberi ser F\ — Fz . Andlogamente, venjos que el 


}F 2 



Figura 3—19 


Figura 3-20 


resorte S\ se halla sometido a fuerzas opuestas de magnitud Fz aplicadas a los dos ex¬ 
tremos del resorte, como se indica en la figura 3-19. Por ultimo, el soporte del que 
pende Si esta sometido a una fuerza Fz hacia abajo. Hemos indicado todas las fuer¬ 
zas que se ejercen sobre cada una de las partes del sistema, y podemos imponer ahora 
la condicidnide equilibrio de que la fuerza resultante aplicada a A sea nula, es decir, 
Fz ~ Mg. Podemos expresar ahora los alargamientos de los dos resortes en funcidn 
de mg y de las constantes de los resortes: 

, ; Fz Mg F\ . Mg 

! 11 “ Ti ~ Ki ’ X2 ~.Ki~ IT 

El alargamiento total de los dos resortes es x\ + xz = Mg(l/Ki + I/.K 2 ). En otras 
palabras, la constante del resorte equivalente K a — Mgj{x\ + xz) vendri definida por 


K a K 1 ' Kz 
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En el caso (b), los alargamientos de los dos resortes son iguales 


Xl = X2 = Xb 

El cuerpo A se halla sometido ahora a tres fuerzas: el peso y las dos fuerzas F\ .y Fi 
de los resortes, segun puede verse en la figura 3-20, donde tambten se indican las fuer¬ 
zas que se ejercen sobre las otras partes del sistema. Tenemos ahora las relaciones 


y 


F i -f- F 2 — Mg 
F\ — K\Xb, F 2 — K2Xb 


La condicidn de equilibrio de A es entonces 

Xb(Ki + K 2 ) = Mg 
Mg 

11 _ Ki + K 2 

En consecuencia, la constante del resorte equivalente seri en este caso 


_ K b = K! + K 2 

En el caso particular en que K\ = K 2 — K, la constante del resorte equivalente 
ser4 K a = K/2 y Kb— 2 K, para los casos (a) y (b), respectivamente. En otras pala- 
bras, el acoplo en paralelo de los resorte's corresponde a una rigidez cuadruple de la 
del acoplo en serie. 


Hilo flexible. En nuestros estudios hallamos conveniente, frecuentemente, el 
ejercer fuerzas sobre cuerpos mediante Kilos flexibles. Un hilo flexible ideal pue¬ 
de ejercer solo traccion, nunca empuje, y la direccion de la fuerza del hilo es 
siempre la de el. Puede cambiarse la direccion de la-fuerza del hilo, haciendolo 
pasar por la garganta de una polea sin rozamiento. La magnitud de la fuerza 
ejercida por un hilo recibe frecuentemente el nombre de tensidn. Luego, si dos 
muchachos en reposo tiran de los dos extremos de una cuerda con fuerzas de 
50 N cada uno, la cuerda ejerce sobre cada muchacho una fuerza de 50 N y la 
tension' de la cuerda es de 50 N. Intercalando un dinamometro en un punto cual- 
quiera de la cuerda, indicaria esta tension de 50 N. En la mayorla de los casos 
que estudiemos, la masa del hilo sera mucho menor que las masas de los cuerpos 
sujetos a sus extremos. En estas condiciones puede despreciarse la masa del hilo 
y suponer que las fuerzas que ejerce sobre sus dos extremos son iguales y opues- 
tas, aun cuando el hilo pueda estar acelerado. 

Ejemplo. Experimentos de aceleracidn. En los experimentos de biovimiento con 
cuerpos que.deslizan sobre un piano horizontal, se. requiere frecuentemente una fuer¬ 
za constante. Conviene entonces utilizar la fuerza de la gravedad sobre un objeto ex- 
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terior, transmitida en una direccion horizontal por medio de un hilo flexible que pasa 
por la garganta de una polea, como se indica en la figura 3-21. Sin embargo, importa 
hacer notar que cuando el sistema esta acelerado, la fuerza transmitida al cuerpo si- 
tuado sobre el piano horizontal no es igual al peso del cuerpo situado en el otro extre¬ 
me del hilo, sino que es menor, segun veremos mas adelante. 




Figura 3-22 


A un cuerpo A apoyado sobre una superficie horizontal sin rozamiento se le fija 
un hilo que pasa por la garganta de una polea y soporta un platillo en su otro ext.remo, 
como se indica en la figura 3-21. Sobre el platillo se coloca un cuerpo C. Las masas 
de A, B y C son JO kg, 2 kg y 3 kg, respectivamente. oCual es la aceleracion de A cuan¬ 
do se si^lta ef sistema partiendo del reposo, y cual es la tension S’ del hilo? Determinar 
la fuerza de contacto. entre B y C. 

Empezamos por aislar Ios distintos cuerpos e indicar todas las fuerzas que se ejer- 
cen sobre ellos. Consideremos primeramente A. En la figura^ 3-22 pueden verse las 
fuerzas. que se ejercen sobre el. (El peso de A esta equilibrado por la fuerza de con¬ 
tacto N de la mesa). Supongamos que la- aceleracion a de A esta dirigida hacia la dere- 
cha. La ecuacion del movimiento sera 

S — m a <i (3-25) 

Consideremos ahora B \- C como- una unidad que se mueve hacia abajo, tambien 
con aceleracion a. En la figura 3-23 pueden verse las fuerzas que se ejercen sobre BA- C. 
La ecuacion del movimiento es 

(u>b + w e ) — S - (mb + m c )o (3-26) 

donde se han tornado positivas las fuerzas y las aceleraciones cuando estan dirigidas 
hacia abajo. De estas dos ecuaciones podemos obtener los valores de las dos incogni¬ 
tas a y S. Asl, de las ecuaciones (3-25) y (3-26), 'obtenemos 

WbAr We = (m a + mb -f- m e )a 

Wb -j- We _mb + w c 

m„ + mb + m e m a + mb + m e ^ 


a 
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ts 



l.wj, + w c 


N e 



f w c 


Figura 3-23 


Figura 3-24 


puesto que w es mg. Sustituyendo valores numericos, tenemos 


a 


2 + 3 g 

~ir g = s 


Segdn la ecuacion (3-26), la tensidn del hilo es 


S — ( Wb + Wc) 


_ m a _ 

m a + VXh + Tile 


= f (Wfc + W c ) = Y kp 


En otras palabras, la tensidn del hilo es, en este caso, solo los dos tercios del peso de 
B+ C. 

Por ultimo, para determinar la fvierza de contacto entre B y C, aislamos al cuerpo 
C, como se indica en la figura 3-24. Hallamos entonces que 

w e — N c — m e a, 


N e = w e — m c a = m c (g — o) = = fu> e 

o 

Obs6rvese que las tensiones y las fuerzas de contacto son diferentes en el equilibrio 
que en el desequilibrio, segun se pone de manifiesto en este ejemplo. 

3-12 Fuerza originada por un chorro de particulas. Moyiiniento de un cohete. 
Cuando incide un chorro de particulas sobre un cuerpo, o cuando este emite 
un chorro de particulas, sobre el cuerpo se ejerce una.fuerza. Este tipo de feno- 
meno es importante en muchos casos cientificos y tecnicos. La presion de un 
gas, ciertos tipos de fuerza resistente y las propulsiones a chorro y por cohete, 
constituyen ejemplos de tales casos. 

Consideremos un chorro de particulas, cada una de las cuales >fiene una masa 
m y una velocidad v, que incidan sobre una pared rigida (fig. 3-25). Sea p el nu- 
mero de particulas por unidad de volumen en el chorro. La densidad del chorro 
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sera, pues, p = pm. Si los choques que las particulas sufren contra la pared 
son perfectamente elasticos, las particulas sufriran una variacion de cantidad de 
movimiento de 2 mv_ en cada choque, con lo que se cedera a la pared una canti¬ 
dad de movimiento 2 mv por cada choque. 

Si queremos hallar la fuerza ejercida contra la pared, deberemos hallar el 
numero d'e choques por segundo, ya que la fuerza (variacion en unidad de tiem- 
po de la Cantidad de movimiento) es el producto de la variacion de cantidad de 
movimiento en un choque, por el numero de choques por segundo. Una par- 
tlcula que en un instante se halle a una distancia Ax de la pared, la alcanzard 
al cabo de un tiempo At = Ax/v. En ese tiempo alcanzaran la pared todas las 
particulas ;contenidas en una columna de volumen A Ax= Av At, donde A es el 
drea de la section recta del chorro (es decir, la alcanzaran pAv At particulas) y 
el numero’ de choques por segundo sera Apt/. La cesion total de cantidad de mo¬ 
vimiento en unidad de tiempo a la pared, o fuerza que se ejerce sobre la pared, 
es pues, 5 

i F = Apv(2mv) = 2Ajxmv 2 = 2 Apv 2 

En cambio, si el choque fuera totalmente inelastico, la fuerza correspondi'ente 
seria solo 1 la mitad, porque la cesion de cantidad de: movimiento por choque 
serla solo mv. 

Analogamente, si un motor de propulsion a chorro que se halle en reposo 
sobre el suelo descarga un chorro de velocidad v y densidad p, la cantidad de 
movimiento .que descarga el motor por segundo es Apv 2 , y la correspondiente 
fuerza. 0 «empuje» del motor tiene la misma magnitud que la del chorro, pero 
esta dirigida en sentido’contrario. Si el motor estuviera libre (no sujeto al suelo), 
adquiriria una aceleracion inicial dVjdt dada por 



Fig. 3-2i5. En un chorro de particulas que se mueven hacia la pared con cele- 
ridad v, todas las partfculas.que se hallen a una distancia no mayor de v At de la pared, 
la alcanzar&n en los At segundos siguientes. 
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donde M es la raasa total del motor. A medida que este aumenta $u celeridad, 
disminuye la del chorro relativa al suelo si permanece constante respecto al motor. 
Adema'S, al ir descargando combustible, disminuye la masa total del motor y 
la aceleracion variara con el tiempo. 

Ejemplo. Determinar el empuje de un motor de propulsidn a chorro que des- 
carga Q — 100 kg de aire por segundo a una velocidad de 600 m/s. Como Q = Apv, 
podemos expresar la fuerza en la forma 

F - Apv 2 = Qv - 100 ■ 600 = 60 000 N 



Ejemplo. En la figura 3-26 se ha representado un caso en que dos vagones de 
ferrocarril exactamente iguales se mueven en el mismo sertjido siguiendo vias para- 
lelas, con celeridades diferentes V a y Ft. Imaginemos que se bombea agua de A a 
B a razdn de R kg/s. De B a A se transfiere una cantidad igual. La cantidad de movi- 
miento cedida a B en unidad de tiempo en la direccidn y sentido del movimiento es 
RV a , y la cantidad de movimiento cedida por B en unidad de tiempo es RVi. En uni¬ 
dad de tiempo, la cantidad de movimiento ganada por B esR(V a — Ft); es decir, 
la fuerza que se ejerce sobre B es 


Fi « E(F a - Ft) 

Andlogamente, la fuerza que se ejerce sobre A es 

F a = R(Vi-V a ) = -F b 

Obsdrvese que la masa de cada vagdn permanece constante. La fuerza se debe al in- 
tercambio de agua rdpida con agua lenta. 

En la teoria cin^tica de los gases podria realizarse un cdlculo analogo al analizar 
la fuerza de viscosidad que se ejerce entre dos capas de un gas que lleven celeridades 
diferentes. El intercambio de particulas rapidas del gas con las lentas, origina una 
fuerza entre las capas. 

Movimiento de un cohete. Podemos considerar que un cohete consiste, fun- 
damentalmente, en un deposito lleno de combustible. Al quemarse este, abandona 
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V 


V-v 0 


Fig. 3-27. Movimiento de un cohete. 

el deposito. El problema estriba en determinar la ecuacion del movimiento de 
la capsula mas el combustible no quemado. 

Estudiemos solamente el caso sencillo en que el cohete se halle en el espaciO 
exterior, de manera que se puedan despreciar todas las fuerzas exteriores. Repre- 
sentemos por w?o la masa inicial del combustible, por m la masa de combusti¬ 
ble que se ha descargado, y por M la masa de la capsula del cohete. En un instan- 
te generico, la masa total del cohete es (mo — m) + M y si es V su velocidad, 
la cantidad de movimiento total sera (mo— m + M) V. Supongamos ahora que 
se separa explosivamente del cphete una masa adicional Am de combustible, 
con una velocidad Vq relativa a la cdpsula y en sentido opuesto a V, como se indi- 
ca en la figura 3-27. Despues de la explosion, la masa Am tiene una 
cantidad de movimiento A m(V — v Q ), y la cantidad de movimiento cedida a Am 
en la separacion es ( V — uq) Am — V Am = — Vo Am. A1 cohete y su contenido 
se cedera una cantidad de movimiento igual, y por ser la masa total de estos 
(m 0 — m — Am + M), tendremos 

(Am)y 0 = (w 0 — m — Am + M)AV (3-27) 

Si la separacion tiene lugar en un intervalo de tiempo At, la aceleracion media 
es AV/At. Dividiendo por At, la ecuacion (3-27) obtenemos (m 0 — m — Am + 
M)(AV/At ) = ( Am/At)v 0 . Si es continua la descarga de masa por el cohete, los 
cocientes incrementales anteriores podran sustituirse por las Yariaciones instan- 
taneas dVjdt y dm/dt correspondientes al caso limite At = 0, y obtenemos 

dV _ _ Vo _ dm 

dt mo — m + M dt 



( 3 - 28 ) 
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donde dmjdi — descarga en uni'&ad de tiempo. En este caso, cuando no hay 
fuerzas exteriores al sisteraa, vemos que la aceleracion del cohete es proporcio- 
nal a la descarga instantanea dd masa en unidad de tiempo y a la veldcidad de 
expulsion relativa al cohete. Como m crece con el tiempo, se deduce que la ace¬ 
leracion crece con el tiempo durante el tiempo de descarga, aun cuando se man- 
tengan constantes la velocidad de expulsion Vq y la descarga en unidad de tiempo. 


Problemas 


3-1. Un coche de 1000 kg rueda so¬ 
bre una pista horizontal a una velocidad de 
5 m/s. Choca contra un coche B de 2000 kg 
que se mueve en sentido contrario con 
una velocidad de 3 m/s. Despues del cho- 
que, A se mueve a 5 m/s en sentido opuesto 
ai de su movimiento iniciai. iCuales son la 
magriitud y direction de la velocidad dei?? 

3-2. Un cuerpo de masa M se mue¬ 
ve por el espacio exterior con celeridad V. 
Se parte, mediante una explosion, en dos 
partes iguales de manera que ambas 
partes sigan movtendose en la misma di¬ 
rection y sentido que antes. Si la cele¬ 
ridad de una parte es F/3, £cual es la' 
celeridad de la otra? 

3-3. Se carga una capsiila- de co¬ 
hete de 100 kg con 10 kg de hidrogeno y 
80 kg de oxigeno. Las moleculas de agua 
resultantes son expulsadas por el cohete 
de manera que su velocidad relativa al 
suelo sea — 2000 m/s. Si la velocidad del 
cohete era de 300 m/s antes de iniciarse la 
combustion, £cual sera cuando se haya 
agotado el combustible? Despreciese el 
efecto gravitatorio de la Tierra y los de- 
mas efectos exteriores al movimiento. 

3-4. Dos muchachos de igual masa 
m se hallan de pie, uno frente a otro, sobre 
una capa de hielo sin rozamiento. Uno 
de ellos tiene una pelota de grari tamano 
y masa m/10. Juegan a echarse la pelota 
uno a otro. Supongase, para mayor sen- 
cillez, que la celeridad de la pelota rela¬ 
tiva al. suelo es siempre la misma al ir de 


un muchacho a otro. Describir en detalle 
lo que ocurre y obtener la velocidad de los 
muchachos despuds del primer lanza- 
miento y despuds de la primera captura. 

3-5. El isdtopo Ra 226 del radio tiene 
una masa de 3,8.10* 22 g. Este nCicleo at6- 
mico se desintegra radiactivamente dando 
una particula alfa (nucleo de helio, masa 
6,7.1 O' 24 g) y el isotopo Rn 222 del radon 
(masa 3,7-10' 22 g). En esta «expiosion» la 
particula alfa sale disparada con una ve¬ 
locidad de 1,5 • 10 9 cm/s. <,Cual es la 
celeridad del isotopo del radon? 

3-6. Un carrito B ( m b = 2 kg) esta 
en reposo sobre una pista horizontal a 
10 m de una pared rigida C. El carrito 
A ( m a = 10 kg y v a = 10 m/s) choca con 
B y este choca posteriormente con C (vease 
fig. 3 - 28). Considerense todos los cho- 


C 



ques perfectamente elasticos. (a) iDonde 
chocaran A y B por segunda vez? (b) iCual 
es la velocidad de B inmediatamente des¬ 
pues del segundo choque con A ? 

3-7. Chocan dos bolas de igual 
masa. La velocidad de la primera bola A 
antes del choque es V. £Cual ha de ser la 
velocidad de la segunda bola antes del 
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choque, para que sea nula la velocidad 
de A despuds del choque? El choque es 
perfectamente eldstico. 

3-8. Un disco A de masa m a — 0,3 
kilogramos/ se mueve con velocidad 
v„ = 5 m/s, sobre hielo exento de roza- 
miento, enj una direccion perpendicular 
a una pared, segun se indica en la figura 
3—29. A una distancia de 20 m de la 
pared, el disco choca contra un bloque B 
de masa m b = 0,2 kg, que estaba inicial- 
mente en reposo. Cinco segundos despuds 


i 

\ 


.4 B 



Disco Bloque 


: 20 m ■ 


: 


Figura 3-29 

del choque,; llega el bloque B a la pared 
en el punto ! 0. (a) iDonde estd A cuando 
B choca contra la pared? (b) £Cu&l es el 
cociente entre las velocidades relativas 
final e inicial del disco y el bloque? 

3-9. Dos carritos analogos A y B 
est&n unidos rigidamente y tienen una 
masa combinada de 4 kg. El carrito C 
tiene una! masa de 1 kg. Inicialmente, A y 
B tienen una velocidad de 5 m/s hacia la 
derecha y C, que se halla en el pun to medio 
entre A y B, estd en reposo, segun se in 



Figura 3-30 


dica en la figura 3 — 30. (a) Supongase 
que el choque entre A y C es totalmente 
inelastico. iCukl es la velocidad final del 
sistema? (b) Supongase que el choque 
entre A y C es perfectamente elastico T pero 
que el choque entre C y B es totalmente 
inelastico. £Cual seria, entonces, la velo¬ 


cidad final del sistema? Comparar con 
la parte (a) y expilquese. (c) Supongase 
que los choques entre Ay C y entre C y B 
son perfectamente elasticos. oCuales son 
las velocidades de C despues del primero 
y del segundo choque? 

3—10. Un cuerpo de masa m a — 1 
kilogramo se mueve a Jo largo de una pista 
con una velocidad v a = 2 m/s. A1 disparar 
el 'crondmetro, es decir, en / = 0, este 
cuerpo pasa por una posicion que toma- 
remos como origen x — 0. En el mismo 
instante, el cuerpo B de masa m b — 4 kg 
pasa por una posicidn x = 2 m movien- 
dose con velocidad constante v b = 0,5 m/s 
en la misma direccion y sentido que A. 

(a) iCudndo y ddnde chocaran A y B1 

(b) iCuando volverd A a x - 0 si el 
choque es perfectamente eldstico? (c) Su- 
pdngase que podemos variar m a . iCual es 
el mayor valor de mjm b , expresado en 
funcion de vjv b , para el cual el cuerpo A 
regresa despues del choque? 

3-11. Un coche A de masa m a se 
halla en reposo sobre una pista horizontal. 
Otro coche B de masa m b choca con A. 
iQue fraccion de la cantidad de moyi- 
miento inicial de B se cede a A en el cho¬ 
que: (a) si el choque es perfectamente 
eldstico? (b) si el choque es totalmente 
inelastico? (c) Estudiar el intercambio de 
cantidad de movimiento cuando mjmb 
es muy grande y cuando es muy pequeno. 
En un choque perfectamente elastico, 
iexiste algun Umite superior a la velocidad 
de A despuds del choque, si la masa de A 
se hace mas y m£s pequena ? 

3-12. Un electrdn choca con un 
&tomo de hidrogeno de tal manera que el 
movimiento tiene lugar siempre a lo largo 
de una misma recta; La masa del atomo 
de hidrdgeno es M — 1840m, donde m 
es la masa del electron. Si el atomo de 
hidrogeno se halla inicialmente en reposo, 
iqud fraccion de la cantidad de movi- 
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miento inipial del electron se cede al atomo 
de hidrdgeno si el choque es perfecta- 
mente elastico ? 

3-13. Consideremos un choque di- 
recto perfectamente elastico entre un neu¬ 
tron y un nucleo de carbono. La masa del 
neutron es - m y la del nucleo de carbono 
es M — 12 m. Si el neutrbn incide con 
una velocidad v_o sobre un nucleo de car¬ 
bono en reposo, £cual es la magnitud de 
la velocidad. del neutrdn despuds del 
choque? 

3-14. Calcular el centro de masa 
de tres particulas de masas m\ — 4 kg, 
m 2 — 3 kg, mz == 5 kg y de coordenadas 
xi = — 2 m, X 2 — 1 m, *3 = 2 m. 

3-15. Determinar la situacion del 
centro de masa del sistema Tierra-Luna. 
La masa de la Tierra es unas 82 veces la 
de la Luna y la distancia entre los centros 


de la Tierra y la Luna es de unos 60 radios 
terrestres. Expresar la respuesta en fun- 
cion de los radios terrestres. 

3-16. Analizar el problema 3—8 
utilizando el concepto de centro de masa. 
iCual es la velocidad del centro de masa 
inmediatamente antes de que el bloque 
choque contra la pared? 

3-17. Segun puede verse en la fi- 
gura 3 — 31, un hombre de masa M esta 
de pie sobre un tablon de longitud L que 
se halla en reposo apoyado sobre una su- 
perficie sin rozamiento. El hombre ca- 
mina hasta el otro extremo del tablon. 
iQue distancia habrd recorrido el hombre 
respecto a la superficie, si la masa del 
tablon es M/3? 

3-18. iQue fuerza se precisa para 
acelerar un automovil de 1000 kg desde 
el reposo hasta una velocidad de 80 km/h 



Figura 3-33 


Tiempo t, s 
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en 5 segundos? Supongase constante la 
aceleracion. 

3-19. Se representa graficamente en 
funcion del tiempo, la velocidad de una 
partlcula de masa 2 g (fig.. 3 — 32). Me- 
diante medidas directas sobre la grafica, 
representar graficamente funcion del tiem¬ 
po, la fuerza que se ejerce sobre la par- 
ticula. (a) iCual es (aproximadamente) la 
fuerza maxima? (b) i,Cual es la. fuerza 
media en el intervalo de tiempd entre 
0 y 0,4 s. y en el intervalo de tiempo entre 
0 y 0,8 s? 

3-20. Un cuerpo B de masa m — 2 
kilograrrios se halla inicialmente en re- 
poso sobre una pista horizontal. Con 61 
choca un cuerpo A de masa m = 4 kg y 
velocidad inicial v a — 10 m/s. Si la du- 
racion del choque es r = 0,01 s, icual es 
la fuerza media que se ejerce sobre uno 
de los cuerpos, si el choque es perfecta- 
mente elastico? 

3-21. ,Tres cuerpos, A de masa 1 kg, 
B de mask desconocida y C de 3 kg, pue- 
den mo verse libremente (sin rozamiento) 
a lo largo de una recta, de manera que 
exista interaccion entre A y B, y B y C, 
pero no entre A y C. Las velocidades de 
A y C varian con el tiempo, en la forma 
indicada por la figura 3 — 33. (a) En el 
instante t — 0 la velocidad del centro de 
masa de los tres cuerpos es de 1 m/s y la 
velocidad de B es 1,25 m/s. iCual es la 
masa de B? .(b) Tracese una w rafica aco- 
tada que indique como varla con el tiempo 
la velocidad del cuerpo B. (c) Tracese una 
grafica acotada que indique como varia 
con el tiempo la velocidad del cuerpo B. 
(c) Tracese una grafica acotada que in¬ 
dique como varia con el tiempo la fuerza 
que se ejerce sobre el cuerpo A. (d) Tra¬ 
cese una grafica acotada que indique como 
varia con el tiempo la fuerza que se ejerce 
sobre el cuerpo'B. 

3-22. En el instante t = 0 se dis- 


para hacia arriba un cuerpo A con velo¬ 
cidad v a = 100 m/s. (a) iQue altura ma¬ 
xima alcanzara? (Despreciese la resisteti- 
cia del aire.) (b) i,Por que factor habrla 
que multiplicar la velocidad para que el 
cuerpo alcanzara una altura doble? (c) £Ert- 
que instante alcanza el cuerpo la mitad 
de la altura maxima? 

3-23. Desde una altura, una per¬ 
sona dispara un cuerpo A hacia arriba y 
un cuerpo B hacia abajo, con celeridadesi 
iniciales iguales a v = 10 m/s. iCuando. 
sera la velocidad de B doble que la de A? 
iQue distancia separara entonces a los 
dos cuerpos? 

3-24. Una bala de masa m — 10 g 
sale de la boca de! canon con una velo¬ 
cidad de 400 m/s. La longitud del canon 
es de 60 cm. Determinar la fuerza y el 
tiempo que tarda la bala en recorrer 
el canon, suponiendo constante la fuerza. 

3-25. iCuanto habra que alargar 
un resorte para originar una aceleracion 
inicial de 4,9 m/s 2 si la constante del re¬ 
sorte es de 200 N/m y el cuerpo unido 
al resorte tiene una masa de 4 kg? 

3-26. Un resorte, que indeformado 
tiene una longitud de 0,6 m, soporta en su 
extremo inferior un peso de 8 kg, resul- 
tando ser su longitud 0,9 m (a) iCual es 
la constante del resorte? (b) Si se eleva 
15 cm el cuerpo y luego se suelta, icual 
es la aceleracion inicial del cuerpo? (c) 
iCuanto habrla que alargar el resorte para 
que al soltarlo diera al cuerpo una acelera 
cion hacia arriba igual a g’l 

3-27. La fuerza de rozamiento sobre 
una esfera pequena que cae es F — 6nr) rv, 
donde r\ es el coeficiente de viscosidad ' 
(77 = 18 • 10— 5 unidades cegesimales para 
el aire), r el radio de la esfera y v es la ce- 
leridad (formula de Stokes). Estimar la ve¬ 
locidad de regimen de una gota de agua de 
radio 0,05 cm, si cae verticalmente. 

3-28. Un tren consta de diez vago- 
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nes, cada lino de masa m , y una locomo- 
tora de. masa 10m. Esta esta sometida a 
una fuerza F hacia adelante por parte del 
rail. Determinar las fuerzas que se ejercen 
sobre los acoplos entre los distintos va- 
gones del tren, empezando por la fuerza 
que se ejerce sobre el ultimo vagon. 

3-29. Dos resortes tienen, indefor- 
mados, las longitudes l\ =’20 cm y fa — 30 
centlmetros y sus constantes respectivas 
son K\ = 40 N/cm y K 2 — 20 N/cm. 
Estan unidos a dos paredes rigidas sepa- 
radas por una distancia / = 80 cm. Como 
se indica en la figura 3 — 34, se unen los 
extremos libres de los resortes. (a) Deter¬ 
minar la posicion de equilibrio de la 
union, (b) A la union se fija un cuerpo de 
masa m = 2 kg, se desplaza hacia la iz- 
quierda 5 cm y se suelta. Determinar la 
aceleracion inicial. 



Figura 3-34 


3-30. La plataforma de un pintor 
pende de una polea como se indica en la 
figura 3 — 35. Considerese la polea sin 
peso ni rozamientos, la cuerda sin peso 
y presclndase de que la plataforma pueda 
volcar. El pintor se halla sobre la plata¬ 
forma, aguantandose a si mismo. La pla¬ 
taforma pesa 40 kg y el pintor 80 kg. (a) 
Hallar la tension en las cuerdas en los 
puntos A, B y C. 

(b) Tracense dos diagramas de fuerzas 
distintos en los que se presenten todas las 
fuerzas aplicadas al pintor y a la plata¬ 
forma. Rotulese daramente cada fuerza 



Figura 3-35 


en lo que respecta a su magnitud, direc¬ 
tion y sentido. (c) i,Cudl es la fuerza de 
contacto que se ejerce sobre los pies del 
pintor ? (d) El «ayudante» del pintor apa- 
rece por una ventana y coloca un bidon 
de pintura de 50 kg sobre la plataforma. 
iQu6 ocurre? 

3-31. Uno de los extremos de una 
cuerda se amarra a una pared. Al otro ex- 
tremo se le aplica una fuerza F, como se in¬ 
dica en la figura 3 — 36. iCual es la ten¬ 
sion de la cuerda? Si se tensa la cuerda 
entre dos hombres, cada unb de los cuales 
. aplica una fuerza F, £cual seta la tension de 
la cuerda ? 

3-32. Un hilo de longitud 0,6 m 
tiene uno de sus extremos fijo a una pared 
y del otro se tira con una fiierza de 500 N 
como se indica en la figura 3 — 37. Se 
corta el hilo por su punto medio y se 
intercala, en la forma indicada,jun re- 
sorte de longitud normal 1;5 cm Jy cons- 
tante K = 3000 N/m. iC ual ser4 ahora 
la longitud combinada total de la combi- 
nacion hilo-resorte si se aplica una fuerza 
de 500 N ? 

3-33. Dos masas m\ y m 2 , tales que 
m\ > m 2 , se suspenden del techo y se unen 
con un hilo sin masa que pasa pjbr una 
polea sin masa tal como se indica en la 
figura 3 — 38. Se sueltan las masas. : ^Cual 


lngard — 7 
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es la tensidn del hilo durante el moyi- 
miento ? 

3-34. Consideremos el sistema de 
cuerpos A, B y C y el sistema de cuerdas y 
poleas que los une, indicado en la figura 
3 — 39. Mediante un hilo adicional sujeto 
a la polea D se impide que caiga el cuer- 
po A. En ; este caso, el sistema estd en equi- 
librio. iQue le pasa al cuerpo C cuando 


se corta el hilo SI Puede despreciarse el 
peso de las poleas. Determinar las tensio- 
nes en las cuerdas y la aceleracidn de C. 

3-35. En una caja de 1/2 kg se 
vierte un chorro de chinas a razdn de 
it = 100 por segundo desde una altura 
de h = 11 m por encima de la caja. Cada 
china pesa 5 g. La caja estd suspendida 
por una cuerda. iCudl es la tension (me- 




F 


*- 




Figura 3-36 
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dia) de la cuerda en el instante t = 10 s 
posterior a aqudl en que caen en la caja 
las primeras chinas? Los chogues entre 
las chinas y la caja pueden considerarse 
totalmente ineldsticos. 

3-36. Un chorro horizontal (sec- 
cidn recta de 1 cm 2 ) de particulas choca 
contra una pared vertical rigida. La den- 
sidad de particulas en - el chorro es de 
H = 1000/cm 3 y la velocidad del chorro 
es » = 100 m/s. Cada partlcula tiene 
una ftiasa m — 0,001 g. La direccidn del 
movimiento es normal a la pared. Su- 
pongase que las particulas se incrustan 
en la pared. iCu&l es la cesion en unidad 
de tiempo de cantidad de movimiento a la 
pared, es decir, la fuerza (media en el 
tiempo) que actua contra la pared? Indi- 
quense las unidades. 

Basandose en este sencillo anilisis, 
icdmo variaria la fuerza de resistencia al 
movimiento de un satdlite con su velo¬ 
cidad, a causa de los’ choques con las par¬ 
ticulas del aire? 

3-37. Un motor de propulsidn a 
chorro desarrolla un empuje de 50 000 N. 
Si el diametro de la tobera es de 50 cm y la 
densidad del gas expulsado es 0,001 g/cm 3 , 


icu&l es la velocidad del gas expulsado? 

3-38. Un carrito destapado de masa 
M — 2 kg se mueve sobre una pista con 
velocidad constante V = 5 m/s. Em- 
pieza a llover y el carrito empieza a Ue- 
narse de agua a razdn de m — 5 g/s. Tra- 
zar una grdfica que indique cdmo varia 
la velocidad del carrito con el tiempo. 

3-39. Un chorro continue de par¬ 
ticulas, cada una de masa m y velocidad 
v, es emitido por una fuente a razdn de n 
por segundo. Las particulas se mueven en 
linea recta, chocan contra un cuerpo de 
masa M y se entierran en este cuerpo. De- 
terminar la velocidad de M (velocidad 
inicial V = 0) cuando haya recibido N 
particulas. 

3-40. Un cohete parte del reposo 
en el vacio. ; Cons(derese el instan¬ 
te en que sdlo queda la mitad del 
combustible inicial. iQi&l seria la des- 
carga de combustible en unidad de tiempo, 
que hiciera que la aceleracidri del cohete 
fuera 5g7 La masa inicial de combustible 
’ mo — 1000 kg es el doble de la masa de la 
cdpsula, y la velocidad de expulsion rela- 
tiva al cohete es constante e igual a 1500 
m/s. 
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CANTIDAD DE MOVIMIENTO Y FUERZA — H 

Resumen. Los experimentos de choque en un piano establecen la 
validez de la conservacidn de la cantidad de movimiento y se extien- 
deri al movimiento en dos y tres dimensiones las consideraciones del 
Capitulo 3. Se estudia el caracter vectorial de la cantidad de movi¬ 
miento y de la fuerza y se obtiene el principio de superposicion a partir 
de un experimento de movimiento en un piano. Sigue el movimiento 
del centro de masa de sistemas de particuias y de cuerpos rigidos. Se 
estudia la fuerza de contacto (rozamiento) y se dan ejemplos de mo¬ 
vimiento y equilibrio. 

4-1 Conservation de la cantidad de movimiento. Tan solo en condiciones. 
muy especiales ocurrira que en el choque de dos cuerpos el movimiento de estos 
antes y despues del choque tenga lugar a lo largo de una misma recta. En ge¬ 
neral, los cuerpos pueden moverse libremente en una direccion cualquiera del 
piano o del espacio, por lo que.un choque entre dos cuerpos entranara movi¬ 
miento en mas de una direccion. Vamos a ver si puede extenderse al caso bidi- 
mensional el principio de conservacion de la cantidad de movimiento, realizando 
experimentos de choque de cuerpos en un piano. 

Dispositivo experimental. Las fuerzas de rozamiento por rodadura pueden 
hacerse extraordinariamente pequenas, hecho del que ya nos aprovechamos en 
nuestros experimentos de choque con carritos en una sola direccion. En. cambio, 
en los experimentos de choque en un piano no podremos utilizar carritos y en 
su lugar utilizaremos discos suspendidos en el aire como los indicados en la figu- 
ra 4-1. fistos son cilindros huecos que pueden llenarse con aire comprir|iido el 
cual puede salir por un pequeno orificio practicado en la base lisa y pulida. Ajus- 
tando adecuadamente la salida del aire, el colchon de aire mantiene suspendido 
al disco el cual puede deslizar entonces sobre una mesa horizontal sin qu£ Haya, 
practicamente, rozamiento. La salida de aire que se precisa es sorprendenfemente 
poco intensa. 

Hagamos chocar en el piano dos discos suspendidos en el aire. Mediante la 
tecnica fotografica del relampago multiple descrita en el capitulo 1, se determi- 
nan convenientemente las velocidades de los discos antes y despues del choque. 
En la figura 4-2 puede verse una fotografia de ese tipo. 
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Rozamiento despreciable. Movimiento 
con velocidad constante. 



Choque 


Fig. 4-1. En los experimentos de 
movimiento en un piano se emplean 
discos suspendidos por aire que des- 
lizan sobre una superficie horizontal. 
A continuacibn se ilustran algunos 
experimentos tlpicos. 



Disco al extremo de un cordon de 
goma 



Traslacion de un cuerpo rigido 




Traslacion y rotation combinadas de Movimiento de dos discos en inter- 

un cuerpo rigido action 

Conservacidn de la cantidad de movimiento: forma de componentes. Analice- 
mos el resultado del choque ilustrado en la figura 4-2. Las masas de los dos cuer¬ 
pos son m a = 2,0 kg y = 1,5 kg. El tiempo entre destellos consecutivos es de 
0,1 s y como la escala de longitudes puede hallarse a partir del didmetro conoci- 
do de los discos d— 10 cm, podremos leer directamente las velocidades en la 
fotografia. Describiremos el movimiento de los cuerpos en funcion de sus coor- 
denadas x e y. Analogamente, se describiran las velocidades de los cuerpos en 
funcion de las componentes v ax = v a cos 8 a , v ay = v a sen 9 a , Vb X — Vb cos 6b, y 
Vby — Vb sQridb. En la tabla 4-1 se consignan los valores de las componentes de 
las velocidades antes y despues del choque, obtenidas a partir del experimento 
de la figura 4-2. Dentro de los errores experimentales, que son del orden del 
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3 % o 4‘ %, se conservan en el choque las componentes de la cantidad de mo- 
vifljientq total: 


Pax "l" Pbz — Pa* “1~ Pbx, Pay "1“ Pby ~ Pay H“ Pby ('l 1) 

Si representamos por p x — p ax + Pbx y Py = Pay + Pby, las componentes x 
e $ de la cantidad de movimiento, las ecuacidnes (4-1) pueden escribirse en la forma 


P* — P*» Py — Py 

V&riando las condiciones experimentales, siguiendo las lineas ya indicadas en el 
ca&o unidimensional, siempre se llega a resultados compatibles con el principio^ 
de conservation de la cantidad de movimiento. 



Fig. 4-2. Choque entre dos discos, m« = 2,0 kg y nu, = 1,5 kg y diagrama 
vectorial de las cantidades de movimiento en el choque. Se conserva la cantidad de 
movimiento total. 
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Conservaqidn de la. cantidad de movimiento: forma vectorial. A1 igual que 
la velocidad, la cantidad de movimiento puede describirse como vector, p = mVi 
Las componentes de este vector son p x = mv x y p y = mv v . Las dos ecuaciones 
(4-1) que expresan la conservacion de la cantidad de movimiento en funcion 
de las componentes, pueden condensarse en una relacidn vectorial 

Pa + Pb = Pa + p6 (4-2) 

Ademas, si introducimos el vector cantidad de movimiento total p == p« + p&, 
de componentes p x — Pax + Pbx y Py — Pay + Pby, podremos expresar el princi- 
pio de conservacion de la cantidad de movimiento en forma mas concisa escri- 
biendo la felacion 


P = P' (4-3) 

Asi, este importante principio de .conservacion dice que el vector cantidad de mo¬ 
vimiento total antes del cheque es igual a la cantidad de movimiento total des¬ 
pues del choque tanto en magnitud como en direction y sentido, independiente- 
mente de las cesiones de cantidad de movimiento entre los diversos cuerpos. 
Ademas dp la fotografia de la figura 4-2 en donde puede verse un choque entre 


Tabla 4-1 


Antes del choque 

Despues del choque 

,m{s 

kg.m/s 

m/s 

kg.m/s 

Vax — 

0,79 

Pax = 

1,58 

Vax 

- - 

0,28 

Pax — 

- 0,56 

Vbx~ — 

0,64 

Pbx = “ 

- 0,96 

Vbx 


0,78 

Pbx — 

1,17 



p« - 

0,62 




P'x = 

0,61 

V av = 

0,60 

Pay — 

1,20 

V a y 

= 

0,55 

Pay == 

1,10 

Vby= 

0,57 

Pby — 

0,85 

Vby 

= 

0,62 

Pby = 

0,93 

■ 


Py = 

2,0(5) 




Pv = 

2,0(3) 


dos discos, se muestra el diagrama vectorial de las cantidades de movimiento 
del mismo experimento. 


Ejemplo. Una partlcula de masam„ = 10 g recorre el semieje positivo de las x 
con una velocidad v a = 20cm/s. Choca con una partlcula de masa = 20 g que se 
mueve con una velocidad Vb — 50 cm/s en una direction que forma un angulo de 
53° con el semieje positivo de las x, como se indica en la figura 4-3. Despuds del cho- 
,que los cuerpos permanecen juntos moviendose como un solo cuerpo. iCual es la 
velocidad de este cuemo despu6s del choque? 
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Antes 


v a 

•-► 

tna 


n 

,53° 


Despues 
' v / 

\45° 



(m a + mb) 


mb 



Despues 


Pb(1000) 


Pa (200) 

Diagrama de cantidades 
de movimiento 



Figura 4-3 


• Representemos por v'a la velocidad despues del choque. Las componentes de v 
son v'x y Vy. El principio de conservacion de la cantidad de movimiento da las si- 
guientes relaciones para la determination de.v£ y v y : 


m a V a x -f trib^bx = ('trio. + 

m a v av + mbVby = ( m a + mb)v y 

o sea 


TTlaPax + mbVbx 
m a —|— 771 b 

ttlgVay ~ | ITlbVby 

nx a + mb 


200 + 600 
30 

0+ 800 _ 
30 


80 / 
y cm/s 


80 

y cm/s 


en Jas que hemos sustituido v ax = 20, v ay — 0, Vb x — 30, Vb y — 40 cm/s. 

Queda claro que la cantidad de movimiento total del sistema es la misma antes 
y despues del choque, siendo su modulo 800+2 y formando un angulo de 45° con el 
semieje positivo de las x, mientras que las cantidades de movimiento de uno y otro 
cuerpo cambian, segun puede verse en el diagrama vectorial de la figura 4-3. 


Muchos cuerpos. Si tenemos un gran nfimero de cuerpos que puedan ejer- 
cerse interacciones entre si, la cantidad de movimiento total del sisterha se conser- 
vara, igual que en el caso de dos cuerpos. Esto se deduce de los resultados de los 
anteriores experiments de choque, cuando no se ejercen interacciones rpas de. 
dos cuerpos a un tiempo. Mas adelante volveremos sobre esta cuestion y estudia- 
remos el hecho de que la conservation de la cantidad de movimiento es aplica- 
ble en condiciones cualesquiera. a todo sistema aislado de cuerpos, independieh- 
temente de como y cuando se ejercen las interacciones entre los cuerpos. La can¬ 
tidad de movimiento .pasa de unos cuerpos a otros, pero la total se mantiene 
siempre la misma durante toda Ja interaccion. Este hecho se ilustra en los ejem- 
plos de movimiento expuestos en la figura +4. 

En el primero de estos ejemplos, dos discos iguales suspendidos por aire, 
unidos por un cordon de goma, botan uno contra otro a medida que avanzan. 
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Fig. 4-4. Ejemplos de movr$$tnto de cuerpos en interaccion, en los que se pone 
de manifiesto el principio de corisefv.acion de la cantidad de movimiento. 


El otro experimento presenta el movimiento de tres discos exactamente iguaies 
conectados por gomitas. En ambos experimentos es constante la cantidad de 
movimiento total. 

Centro de masa. La extension del concepto de centro de masa al movimiento 
en dos y tres dimensiones.es inmediata. El centro de masa de un cierto ntimero 
de particulas m a , mb, m c , mt, ... , de coordenadas (.r a; y a , z a ), (xb, Vb, Zb), 
etc., se define en la forma 


m a x a + rribXb + m c t c 
m a + mb + m c -f 


Y = 


m a ija + m b yb + m c y c + 
wi a + + m c + • ■ ■ 


Z = 


m a z a + mbZb + rn c z c + 
w a + Mb + m c + • • 


(4-4) 


Si se describen las posiciones de los cuerpos respecto a un origen comun me- 
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diante los vectores r a , rj,, r c , ..., el vector de position del centro de masa es 

i 

! __ m a x * + m b T b rh m c i c + • • • (4-5) 

j . “ m ft + mb -f m e + • • • 

y el vecjtor velocidad del centro de masa es 


(4-5) 


es decir 

t 

l 

5 


- m a V a ~t~ m bVb + ?tt c V e + / ‘ * JP_ 
Tn a + mb + + • • * M 

MV = P = po + Pb + pc H- 


(4-6) 


donde pies la cantidad de movimiento total del sistema y M es la masa total. En 
otras palabras, cuando es constante la cantidad de movimiento total de un sis¬ 
tema de particulas, se deduce que el centro de masa del sistema se mueve con 
velocidad constante, independientemente de lo complicado que sea el movimiento 
de cada|una de las particulas. 

Es interesante aplicar el concepto anterior al movimiento del centro de masa 
de un cuerpo rigido. Podemos considerar que un cuerpo rigido es un sistema de 
particulas que mantienen constantes sus distancias reciprocas. Cuando un 
cuerpo rigido tiene un movimiento de traslacion pura, es decir, cuando todas las 
particulas del cuerpo describen trayectorias paralelas, podemos seleccionar el 
movimiento de un punto cualquiera del cuerpo (no necesariamente el centro de 
masa) para describir el movimiento de traslacion del cuerpo en conjunto. Sin 
embargo, el movimiento en general de un cuerpo rigido lleva consigo tanto. ro¬ 
tation co’mo traslacion. En la figura 4-5 puede verse el movimiento de un cuerpo 
rigido y aun cuando los distintos puntos del cuerpo tienen velocidades diferen- 
tes y variables, podemos ver que la velocidad V del centro de masa es constante. 
La cantidad de movimiento total del cuerpo es 


p = MV 



Fig. 445. Reproducido de una fotografia de destellos. El movimiento general 
de un cueirpo rigido lleva consigo tanto traslacibn como rotation. La linea de trazos 
senala la trayectoria del centro de masa. 



CONSERVACldN DE LA CANTJDAD DE M0V1M1ENT0 


107 




h- R —H 


4E/3r 


Placa triangular 


Sector circular Placa semicircular 



Cono o pirimide 



Fig. 4-6. Centros de masa de algunos cuerpos de formas familiares. 


Centro de masa de algunos cuerpos. En muchos cuerpos, tales como la ba- 
rra recta uniforme, la esfera, el cilindro de revolution, etc., el centro de masa 
se puede obtener directamente a causa de la simetria. En otros cuerpos, la situa¬ 
tion del centro de masa no es tan evidente, pero puede determinarse con la pre¬ 
cision que se desee dividiendo el cuerpo en pequenas porciones de masas conoci- 
das. La ecuacion (4-4) permite entonces obtener la position del centro de masa. 
en algunos casos, el centro de masa puede localizarse con toda exactitud, utili- 
zando la operation matematica de la integration. Sin embargo, por ahora solo 
nos ocuparemos de cuerpos en los que podamos hallar el centro de masa direc¬ 
tamente a partir de la simetria o subdividiendo adecuadamente el cuerpo en 
porciones simples. En la figura 4-6 pueden verse las posiciones de los centros de 
masa de algunos cuerpos 

* 

Ejemplo. Centro de masa de una placa triangular homogenea. Haciendo uso de 
la Geometria plana, consideremos el problema de hallar el centro de masa de una pla¬ 
ca triangular homogenea de vertices ABC, como la representada en la figura 4-7. Si 
dividimos la placa en barras paralelas al Iado AB, el centro.de masa (c.m.) de cada 
barra se hallara en su punto medio, y en consecuencia el centro de masa de la placa 
debera hallarse sobre la recta que une los puntos medios de las barras; es decir, debera 
hallarse sobre la mediana CP\. Analogamente, el centro de masa debera hallarse sobre 
la mediana APi y, por tanto, debera ser la interseccion O de CP\ y APi. Tracemos 
ahora una recta paralela a CB que pase por O, la cual cortara a AC en Py Tracemos 
una recta paralela a AB que pase por PsP*. Obtenemos. entonces tres triangulos igua^ 
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les (sombreados en la fig. 4-7) que dividen a CP] en tres partes iguales, una de las cua- 
les es OP], Por tanto, el centro de masa de la placa triangular se halla sobrelamedia- 
na (de longitud d) a una distancia 2d/2 del vertice. (<,Por qu£ son iguales los triangu- 
los? Observese que CPi corta a P 3 P 4 en su punto medio y io mismo hace APi con 
P 3 O.) 

Ejemplo. Hallar la situation del centro de masa de la placa homogdnea de la 
figura 4-8. Sea mj la masa de la placa y X\ la coordenada del centro de masa. Divida- 
mos la placa en tres porciones triangulares, segun se indica, cada una de masa m\/ 2 . 
Como sus centros de masa se hallan situados a las distancias A, A y A/3 del borde 
izquierdo de la placa, obtenemos 

y mi mi A 

’ ai= T‘ + I* + i3 

lo cual da 

X, = - h. 

9 

Choques entre cuerpos rigidos extensos. Cuando chocan dos cuerpos rlgidos 
de formas arbitrarias, suelen girar al mismo tiempo que se trasladan. El choque 
puede, por tanto, ser complicado en sus detalles, pero la conservacion de la can- 
tidad de movimiento sigue cumpliendose, puesto que los dos cuerpos tornados 
en conjunto constituyen un conjunto aislado de partlculas para el cual se conserva 
la cantidad de movimiento. En otras palabras, la velocidad combinada del cen¬ 
tro de masa de ambos cuerpos no se altera, a causa del choque y la cantidad de 
movimiento que pierde un cuerpo rigido, la gana el otro. Aunque, a causa del 
choque, aparece frecuentemente. movimiento de rotacion de los cuerpos, el mo¬ 
vimiento de traslacion del sistema esta regido-por el principio de conservacion 
de la cantidad de movimiento, y e! centro de masa del sistema total se mueve con 



Fig. 4-7. Centro de masa de una placa triangular. Figura 4- 8 . 
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velocidad constante a lo largo de la misma recta. Mas adelante, cuando hayamos 
estudiado.la rotation de los cuerpos, estaremos en condiciones de formular otro 
principio de conservation relacionado con la «rotacion total» de un sistema. 

Choques perfectamente elasticos y totalmente inelasticos. Analogamente a 
como hicimos en el caso unidimensional, definimos un 'choque perfectamente 
elastico como aquel en que las magnitudes de las velocidades relativas de los 
cuerpos A y B en colision son iguales antes y despues del choque, es decir, 

|v a - V b | = |v' — v' b \ 

Analogamente, un choque totalmente inelastico es aquel en el que la velocidad 
relativa despues del choque es nula. 

4-2 La fuerza es un vector. La cantidad de movimiento cedida a un cuer- 
po que se mueve en un piano o en el espacio no suele tener la misma direction 
que la cantidad de movimiento del cuerpo. Representemos porpiyp 2 ,las canti- 
dades de movimiento del cuerpo antes y despues de la cesion, respectivamente. 
La cantidad de movimiento cedida esta representada por el vector 

Ap = p 2 — Pi 


representado en la figura 4-9. 

Si la cesion se realiza en un tiempo At la variation media en unidad de ti- 
empo de la cantidad de movimiento es Ap/A t. Luego la fuerza media 


F 


Ap 

At 


(4-7) 


sera un vector de igual direction y sentido que la cantidad de movimiento ce¬ 
dida Ap. El vector Ap tierte las componentes Ap x ,Ap y y Ap*,y analogamente, el 
vector fuerza media tendra las componentes 


•h ■ Ap* 
Fs At 


r _ Ap.y -p _ Ap z 

y ~~ At ~At 


(4-8) 


Ejemplo. Un cuerpo de masa m = 10 kg desliza sobre una superficie lisa de hielo 
con velocidad constante. Las componentes de la velocidad son v x — 3 m/s y v„ = 
2 m/s. Una rafaga de viento cede al cuerpo una cantidad de movimiento tal que des¬ 
pues de ,1a rafaga las componentes de la velocidad sonv r = — lm/s yv y = 4 m/s. 
Si la rafaga duro 2 s, ^cuales fueron la magrjitud y direction de la fuerza media que 
actuo sobre el cuerpo durante la rafaga? 

Antes de la rafaga las componentes de la cantidad de movimiento eran pu = 
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iPu 



miento cedida a un cuerpo no suele 
tener la direccion del movimiento. 



50 



. P2 1 



Pi 

i i 




-10 

10 20 30 40 50 ' 


Fig. 4-10. Ejemplo de una cesion 
de cantidad de movimiento. 


30 kg.m/s ,j Pi„ - 20 kg-m/s, y despues de la rafaga eran p 2x = -10 kg.m/s y 

P 2 y 40 kfj-m/s. La cantidad de movimiento cedida tiene las componentes 
» 

Apx ~ —10 - 30 -- —40 kg-m/s 


&Pv — 40 — 20 = 20 kg-m/s 


Las componentes de la fuerza media son, pues, 


v 2 &P 


•40 




20 


' V = TT = 10 N • 


L!L m6 H U !< 0 del V • Ct0 . r fUera “ ,F| = V2 ° 2 + 102 = 10V5 N dirigido en una di¬ 
reccion dada per tg'6 = +10/-20 = -1/2, indicada en la figura 4-10. 

Los valores instantaneos de las componentes de la fuerza se definen como los 
valores Iimites de A^/A/y'etc., cuando At = 0. Tenemos entonces 


F x = ’ 


_ dPl jp _ dp 


dt dt 

que definen el vector, fuerza instantanea 


■p dp z 

2 ~ dt 


(4-9) 


■p dp 

* = di (±-10) 

la fn!' r reStni i g . imos , nu ® stro estudio al movimiento en un piano, la magnitud de 
ia fuerza enj funcion de sus componentes es 


F — VfT+FI - ^ (dpJdt ) 2 + ( dp„/dt ) 2 


( 4 - 11 ) 
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y la direction de la fuerza viene d^da por 



Fy __ d>Py/dt 

F s ~ dp x /dt 


(4-12) 


donde 6 es el angulo que forma si vector fuerza con el eje de las x. Si la masa 'es 
constante, la direction del vector fuerza es la misma que la del vector acelera- 
cion, que tiene las componentes dv x /dt y dv y /dt. Esta claro que, en general, la 
direccion del vector aceleracion o del vector fuerza, no es la misma que la' del 
vector velocidad, ya que el cociente v y /v Xl que define la direccion del vector ve- 
locidad, suele ser diferente de {dv y /dt)/{dv x /dt).. 


4-3 Analisis de un experimento.* Consideremos el movimiento de un 
cuerpo que desliza sobre un piano, como el de la fotografia de destello multiple 
'de la figura 4-11. El cuerpo, un disco suspendido por aire, esta unido a un cordon 
de goma fijo por un extremo. El diametro de 10 cm del disco (masa m = 1,5 kg) 
establece la escala de longitudes en la figura. 

Describiremos el movimiento del disco en funcion de las coordenadas x e y. 
Nuestro problema es obtener los vectores velocidad y fuerza como funciones 
del tiempo. En el instante (arbitrariamente elegido) / = 0 la coordenada x es 
positiva y el disco se esta moyiendo en el sentido positivo de las x, hasta que 



X 

Fig. 4-11. Disco suspendido por aire situado al extremo de un cordon de goma. 
El tiempo transcurrido entre destellos consecutivos es Ai — 0,1 s. 


* Puede suprimirse todo este. apartado sin que se pierda la continuidad. 





Fig. 4-12. Analisis del movimiento de la figura 4-11 
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en t 0.5empieza a ir en el sentido negativo. Cuando t ~ 1,4, lei disco pasa 
por x — 0. La coordenada y se mantiene positiva durante el movimiento indica- 
do en la figura. En el primer grupo de graficas de la figura 4-12 se han represen- 
tado las coordenadas x e y en funcion del tiempo. 

• Midiendo la pendiente de la grafica de x en funcion de t , obtenemos la compo- 
nente v x , de la velocidad, y de la pendiente de la grafica de v x en funcion de / 
se obtiene la componente a x de la aceleracion. Analogamente hallaremos v v y 
a y \ a continuation se determinan las componentes F x = ma x y F y = ma y , 
de la fuerza, en funcion del tiempo. Resulta interesante representar graficamente las 
componentes de la fuerza en funcion de las coordenadas x t y. Aun cuando en 
este procedimiento grafico la precision no es muy elevada, encontramos que la 
fuerza es esencialmente nula hasta que la longitud de la goma excede de su lon- 
gitud natural en ausencia de deformation. A partir de esta longitud, la fuerza 
parece ser al menos, aproximadamente, proporcional al incremento de longitud 
que sufre la goma. 

La celeridad se obtiene de v = + y el angulo que forma el vector 

velocidad con el semieje positivo de las x es 6 = arc tg ( v y /v x ). Por ejemplo, en 
el instante / = 0,8 s, tene mos v x xa — 0 ,47 m/s y v y ~ +0,50 m/s yja magnitud 
de la velocidad es v = V0,47 2 + 0,50 2 — 0,68 m/s. El angulo que forma con el 
semieje positivo de la .v es 6 ~ 90° + 43°. 

Determinemos, tambien, la magnitud y direccion de la fuerza que se ejerce 
sobre el cuerpo en el instante / = 0,8--s. De las graficas de las componentes de 
la aceleracion, de la figura 4-12, obtenemos a x ~—1,5 m/s 2 y a y \c^ —2 m/s 2 , 
con las correspondientes componentes de la fuer za F x — 2,25 N y F v ~ —3 
N. La magnitud de la fuerza es, pues, Fcx. \/3 2 + 2,25 2 c^3,7 N y su direc- 
cidn viene dada por 8 ~arc tg (—2/—1,5), es decir 8 ~ +180° + 53°. Como 
era de esperar, la fuerza esta dirigida hacia el punto O, a lo largo del cordon de 
goma, como se indica en la figura 4-13. 

En lugar de trabajar con las componentes x, y, v X) Vj„etc., podemos determi- 
nar los vectores velocidad y fuerza de manera mas directa. En primer lugar, ob- 
servemos que la direccion de la velocidad es siempre la de la tangente a la trayec- 
toria del cuerpo. La magnitud de la velocidad media en el intervalo de. tiempo 
At se halla midiendo el desplazamiento As del cuerpo en dicho tiempo, como 
se ilustra en la figura 4-13. La velocidad media es, pues, 

As 


Por ejemplo, entre / = 0,8 s y 0,9 s, obtenemos por medida directa As ~ 0,065 m 
y v =0,65 m/s. Analogamente, la velocidad media entre / = 0,7 y 0,8 s es 
v = 0,70 m/s. Asi, para dar un valor aproximado de la magnitud de la velocidad 


Ingard — 8 
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0 

Fig. 4^14. La fuerza no solo puede determinarse a partir de a x y a„, sino tam- 
bi£n directamente por medida de Ap. 

instantdnea en t = 0,8 s, podemos tomar el valor medio de estos dos valores, 
o sea V = 0,68 m/s. La tangente a la trayectoria en t .= 0,8 s resulta formar uo 
dngulo de 90° + 47° = 137° con el semieje positivo de las x, como antes. 

Atialogamente, la magnitud y direccion de F se hallan a partir de medidas 
directas de los vectores velocidad' (o cantidad de movimiento). En primer lugar, 
tracemos lps vectores cantidad de movimiento media en los intervalos de tiempo 
comprendidos entre / = 0,7 y 0,8 s y entre / = 0,8 y 0,9 s. En la figura 4-14 se 
han representado estos vectores, trazados directamente sobre la trayectoria del 
cuerpo-, y tjambi6n en un diagrama. vectorial aparte en el cual puede verse la di- 
ferencia Ap| entre los vectores p : y p 2 . Las magnitudes de los diferentes vectores 
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se obtienen a partir de las velocidades correspondientes como se hallo anterior- 

£r m'^l r,7‘ = 1,5 ' °’ 7 ^ '' 05 kg ■ m/s y * -1.5 -0,65 =,0,98 

kg m.s. La longitu.d del vector dp medida sobre el diagrama, es 0,37 kg'tn/s 

A 




4 


mV 
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y la direction de Ap es la del cordon de goma. Como Ap es la cantidad de 
movimiento cedida al cuerpo en un intervalo de tiempo Ai = 0,1 s centrado al- 
rededor del ifistante t = 0,8 s, la fuerza media en este intervalo es|Ap/A£|c^3,7 N. 
En nuestra construction vemos que la magnitud de la fuerza es compatible con 
F = 3,7 N y su direccidn es la del cordon de goma y su sentido es hacia 0, como 
antes. 

4-4 Principio de superposition. Los experimentos con movimientos uni- 
dimensionales indicaban que se podia superponer las fuerzas; vamos ahora a es- 
tudiar experimentalmente si puede extenderse este principio al movimiento en 
dos o tres dimensiorles. En la figura 4-15 tenemos un disco A suspendido por 
aire sometido a la action de un cordon de goma unido a un punto fijo B . El 
movimiento de A puede considerarse como el resultado de la interaction en- 
tre A y B. Analizaremos el movimiento representado graficamente la position, 
velocidad y aceleracion en funcidn del tiempo y de la position y obtendremos 
el valor de la fuerza F a b en funcion de la distancia de A a su position initial. 
Encontramos que la magnitud de la fuerza en la position inicial es F a b — 4,4 N 
y que la fuerza F a & forma un angulo de 143° con el sentido positivo del eje x. 

A continuation, dejaremos que A interactue con C por medio de un cordon 
de goma analogo. El analisis del movimiento resultante de A da una fuerza ini¬ 
cial de magnitud F ac 3N que forma un angulo de 50° con el sentido positivo 
de las x. Por ultimo, dejamos que A interactue con B y C al mismo tiempo y encon¬ 
tramos que la fuerza inicial forma un dngulo de 108° con el sentido positivo del 
eje x. Aun cuando la precision en un experimento y analisis de este tipo no sea 
extraordinaria, el resultado indica tajantemente que sigue siendo aplicable el 
principio de superposition de las fuerzas. Es decir, el efecto de dos fuerzas de 
interaccion es el mismo- que el de una fuerza unica que sea la suma vectorial de 
las dos fuerzas . Asi, tanto si tratamos un movimiento en una o dos dimensidnes, 
la superposicidn de fuerzas puede expresarse como suma vectorial: 

F 0 = Fofi + F ac (4-13) 

Se deduce la extension de este resultado a mas de dos fuerzas aplicando repe- 
tidamente la ecuacion (4-13), y el movimiento de una particula sometida a la 
action de varias fuerzas Fi, F 2 , F 3 , . . . , queda determinado por 

wi = Fx + F 2 + F 3 + ■ • * = Fi = F (4-14) 

donde F es la suma vectorial de las fuerzas y H simboliza la suma extendida 
a los valores de / = 1, 2, 3,... (Para un ulterior estudio, vease el cap. 3.) 
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Ejemplo. Dos resortes 5| y S 2 de longitudes iguales L = 0,5 m pero de constantes 
diferentes A'| - 50 N/m y K 2 100 N/m, se unen y fijan entre dos soportes A y B 
separados una distancia 2 L, segun se indica en la figura 4*16. A la union de los resor- 
tes" se fija un cuerpo C de masa m — 2,5 kg y se tira de el verticalmente hacia abajo 
hasta duplicar la longitud de los resortes: Se suelta entonces al cuerpo. ^Cual es su 
aceleracion inicial.? 

Describiremos la aceleracion en funcion de sus componentes x horizontaj e y ver¬ 
tical. El cuerpo C se halla sometido a tres fuerzas, el peso mg y las dos fuerzas de los 
resortes, las cuales tienen por magnitudes F\ ~ K\(2L — L) K\L y Fj = K 2 L. Pro- 
yectamos entonces las fuerzas sobre las direcciones x e y, respectivamente, y obtenemos 


Es decir. 


ma x = K 2 L sen 30° - KiLsen30° = - 2 ~ h ~ K - L 

A 

ma y = (K 2 + Ki)L cos 30° - mg « f ^2 mg 


K 2 - Ki T 50-0,5 c , , 

Ox = --- L — ———- — 5 m/s 2 

2m 2-2,5 

(Ki + K 2 )L • V3 


(Xu - 


2 m 


— 2,2m/s 2 


B 


L C L 

5, So 1 





1 
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4-5 Movimiento del centro de masa. Las relaciones 

M ^ = 2 = F (4-15) 

Fu + F2x + -^ 3 * 4 * • • • — F x 

Fly + Fiy + F$y + • • • = Fy 

determinan ;el movimiento del centro de masa de un sistema de particulas o de 
un cuerpo rigido, bajo la influencia de un cierto numero de fuerzas exteriores que 
tienen direcciones diferentes y diferentes puntos de aplicacion. Esto resulta de 
razonamientos totalmente analogos a los presentados en el capitulo 3 al tratar 
del movimiento unidimensional. La suma vectorial de todas las fuerzas interio- 
res que se ejercen entresi las particulas del sistema es nula y solamente las fuer¬ 
zas exteriores seran capaces de originar una cesion de cantidad de movimiento 
al sistema, con la variacion correspondiente de la velocidad del centro de masa. 
Es importarite observar que si bien los detalles del movimiento de un sistema de 
particulas o de un cuerpo rigido dependen de los puntos de aplicacion de las 
fuerzas exteriores, el movimiento del centro de masa solo depende de la suma 
vectorial de? las fuerzas. 



Ejemplo/ Una haltera asimetrica consta de dos bolas, n»i = 1 kg y h '2 = 3 kg, 
unidas por una barra de masa despreciable y (al que mantenga entre los centrps de 
las bolas una^separacion de 0,50 m. La haltera se halla en reposo sobre una mesa exenta 
de rozamientd; en el instante / = 0 se aplican dos fuerzas horizontales de 16 N y 20 N, 
tal como se ijndica en la figura 4-17. El eje de la haltera se halla dirigido inicialmente 
segun el eje x, hallandose en el origen el peso menor. Las fuerzas F) y F 2 se mantienen 
constantes en magnitud y direccion independientemenfre del movimiento de la haltera. 
£Cu&les son las coordenadas del centro de masa de la haltera al cabo de 3 s? 

El centro de masa del cuerpo esti situado a una distancia de [1/(1 -1- 3)]. 0,5 = 
0,125 m del cuerpo de 3 kg. Inicialmente, pues, las coordenadas del centro de masa 
son Xq = 0,375, Fo = 0.. 

El movimiento del centro. de masa esta regido por 


dV x 

dt 


= F x , 



V 


donde F x y F y son las componentes de la fuerza exterior, y V y son las com- 
ponentes de la velocidad del centro de masa, Como M — 4 kg, F x — 16 N y F y — 
20 N, obtenemos las relaciones 




dV x 

dt 


dV v 

dt 
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Estas dan a su vez dX/dt -- V x --At y dYjdt V v — St, ya que la velocidad es 
nula en t O'. Analogamente, pueden obtenerse las coordenadas del centro de masa: 

.2 .2 

X - A> = 4 l - = 2? Y - r 0 = 5 -r- 

2 2 

Con / — 3, Kq 0, y Xq •--- 0,375, las coordenadas del centro de masa seran X =• 18 + 
0,375 - 18,375 m e Y ~ 22,5 m. 


V 



Otra manera de resolver este problema serla considerar la fuerza resultante de 
25,6 N que forma un angulo de 51° 20’ con el sentido positivo del eje x. A1 cabo de 
/ segundos, el centro de masa se hallara a una distancia de 1/2-25,6/4 t 2 de la position 
inicial. Si multiplicamos esta expresion por cos 51° 20’ y sen 51° 20’, obtenemos X — 
Xq = 2 t 1 e Y — Yq — 5/2 t 2 , rspectivamente, como antes. Asi pues, el centro de masa 
se mueve a lo largo de una recta que H forma un angulo de 51° 20’ con el semieje positi¬ 
vo de las x. 

Las trayectorias de los cuerpos de 1 kg y 3 kg son mas complicadas. Dejamos como 
ejercicio el estudio, al menos cualitativo, de las caracterlsticas de estos movimientos. 

4-6 Fuerza de contacto. El origen de la fuerza de contacto se halla en 
las fuerzas intermoleculares que se ejercen dos cuerpos en contacto. Por tanto, 
el estudio detallado de la fuerza de contacto requiere el conocimiento de la es- 
tructura atormca y no lo emprenderemos aqui. En su lugar, no haremos mas 
que estudiar algunos de los hechos experi mental es sobre una. base macroscopica 
y no microscopica. Cuando se coloca un cuerpo sobre una superficie horizontal 
(vease fig. 4-18), se halla en equilibrio bajo la accion de dos fuerzas: la gravitato- 
ria (peso) y la de contacto. Al igual que el peso total puede considerarse como 
suma de los pesos de las partes elementales de un cuerpo, pero aplicada al centro 
de masa, la fuerza de contacto tambien puede considerarse como resultante de- 
todas las fuerzas de contacto elementales que se hallan distribuidas sobre la 
superficie d.e contacto. 

En el caso actual, en que el cuerpo descansa sobre una superficie horizontal, 
la fuerza de contacto resultante pasara por el centro de masa. En cambio, en otros 
casos esto no sera necesariamente cierto. Como la fuerza gravitatoria es vertical, 
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las condioiones de equilibrio exigen que la fuerza de contacto resultante sea tam- 
bien vertical, si bien las fuerzas de contacto elementales no precisan serlo. La di¬ 
rection de la fuerza de contacto en un punto determinado de la superficie de con¬ 
tacto depende de la naturaleza' de la irregularidad de la superficie en dicho punto 
pero, en este caso, la componente horizontal de la resultante de todas las fuerzas 
elementales es nula. 

Rozamiento. Aun cuando en el ejemplo anterior las componentes de las 
fuerzas elementales de contacto en la direction del piano de contacto dan suma 
nula, ello no ocurre siempre, segun deducimos de nuestra experiencia cotidiana. 
Si asi ocurriera, no podriamo's andar sobre una superficie horizontal. Para com- 
prender como puede originarse una componente .tangential resultante de la 
fuerza de contacto, representaremos la superficie de contacto como dos engfa- 
najes que encajen uno en otro, segun se indica (muy ampliado) en la figbra 4-19. 
Las fuerzas de contacto elementales tienen componentes horizontales, pero cuan¬ 
do sobre el cuerpo se ejerce solamente la fuerza de la gravedad, la fuerza de con¬ 
tacto resultante es vertical. 

Si tiramos ahora del cuerpo hacia la izquierda, como se indica en la figura 
4-19, las fuerzas de contacto C 2 aumentan su magnitud, mientras las Cx la dis- 
minuyen. La fuerza de contacto resultante tendra entonces una componente 


N 


*N 





>X'-: 

rvS-A'Jxw 

9 M 





wMrM 


t w 


Fig. 4-18. La fuerza de contacto total puede considerarse como resultante de 
un cierto numero de fuerzas de contacto elementales. 



Fig. 4-19. Tmagen ampliada de dos superficies en contacto. 
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horizontal dirigida hacia la derecha a la que se llama fuerza de rozamiento sobre 
el cuerpo. AI ir aumentando continuamente la fuerza exterior Fi tambien au- 
mentara la fuerza de rozamiento F hasta que las fuerzas elementales C 2 no pue- 
dan ya soportar al cuerpo y este empiece a deslizar. Este deslizamiento puede 
ser el resultado de que los engranajes deslicen saliendose unos de otros, o de la 
ruptura de uno de los dientes de una de las superficies. 

El valor maximo 4e la fuerza de rozamiento, es decir, el valor que existe in- 
mediatamente antes de producirse el deslizamiento, recibe el nombre de fuerza 
de rozamiento estatico desarrollada lotalmente. De esta imagen sencilla que hemos 
dado de la fuerza de rozamiento, puede esperarse que al presionar el cuerpo 
contra el piano horizontal aumente la fuerza de rozamiento desarrollada total- 
mente. 

Para muchas superficies, la fuerza de rozamiento estatico desarrollada total- 
mente (maxima) es aproximadamente proporcional a la componente normal N 
de la fuerza de contacto: 


F = pN (4-16) 

donde la constante de proporcionalidad p, recibe el norribre de coeficiente de ro¬ 
zamiento estatico entre las superficies. Recuerdese que la fuerza de rozamiento 
de la ecuacion (4-16) es el valor maximo posible, por lo que cuando la fuerza 
exterior Fi.crezca a partir de cero, la fuerza de rozamiento crecera desde cero 
hasta este valor maximo. Cuando las superficies en contacto se muevan una 
respecto a otra, las irregularidades no tendran la oportunidad de encajar muy 
profundamente una en otra y la fuerza que se precisa para mantener el desliza¬ 
miento del cuerpo, llamada fuerza de rozamiento por deslizamiento , sera menor 
que la fuerza de rozamiento estatico. Este es el caso de la mayorla de las super¬ 
ficies. Al igual que ocurria en el caso de la fuerza de rozamiento estatico, la fuer¬ 
za de rozamiento por deslizamiento para muchos tipos de superficies resulta ser 
aproximadamente proporcional a la fuerza normal. La constante de proporcio¬ 
nalidad correspondiente recibe el nombre de coeficiente de rozamiento por des¬ 
lizamiento y a veces, coeficiente de rozamiento cinelico. 

El siguiente experimento puede resultar instructive y ameno, poniendo de 
manifiesto el rozamiento. Sobre una mesa lisa de madera se apoya un bloque A 
de madera pulida que'pesa 4 kg (fig. 4-20). Un hilo fijo en A pasa por una polea 
y tiene colgado un peso en el otro extremo. Al ir aumentando la fuerza aplicada 
al hilo, aumentando el peso .que soporta, la fuerza de rozamiento del bloque 
crece hasta alcanzar la fuerza de rozamiento desarrollada totalmente F. Entonces 
el bloque empieza a deslizar. Si la fuerza de rozamiento desarrollada totalmente 
resulta ser de I kp, el coeficiente de rozamiento correspondiente sera^= 1/4 = 
0,25, ya que la componente normal de la fuerza de contacto es 4 kp. 
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(c) (d) 

{• 

; Fig. 4-20. Experirnento sobre rozamiento. 

A continuacion, sobre el bloque A se coloca otro bloque de madera B que 
pesa kg. 'La componente normal de la fuerza de contacto que la mesa ejerce 
sobre A sera de 6 kp. La fuerza de rozamiento maxima resulta ser ah ora de 1,5 kp, 
16 cual da jx = 1,5/6 = 0,25, lo cual confirma la constancia de jx. Se fija ahora 
el bloque B mediante un hilo en la forma que se indica en la figura 4-20 (c). Hay 
ahora dos superficies de contacto y dos fuerzas de rozamiento en A. La traccion 
del hilo necesaria para hacer deslizar A resulta ser ahora de 2 kp, lo cual sigue 
siendo compatible con fx — 0,25 si se suponen iguales los coeficientes de roza¬ 
miento de lbs dos pares de superficies de contacto. Por ultimo, se unen los dos' 
bloques mediante un hilo que pasa por una polea en la forma indicada en la 
parte (d) de' la figura. El peso llmite resulta ser ahora de 2,5 kp. Dejamos como 
ejercicio detnostrar que estos dos ultimos resultados son compatibles con jx = 
0,25 (prob. 4-28). 

Ejemplo. Sobre un piano horizontal se apoya un trineo de 80 kg y el coeficiente de 
rozamiento para este par de superficies en contacto es n — 0,25. Se lira del trineo con 
una cuerda que forma un angulo de 30° con la horizontal, como se indica en la figura 
4-21. (,Con que fuerza hay que tirar de la cuerda para iniciar el deslizamiento del trineo? 
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Sobre el trineo estan aplicadas tres fuerzas: peso, fuerza de contacto aplicada por 
el piano y la fuerza de la cuerda. La fuerza S de la cuerda esta dirigida, naturalmente, 
en su direccion. La de contacto sobre el trineo por parte del piano tiene componentes 
normal (N) y tangencial (F). En las condiciones limites que nos ocupan,la componen- 
te tangencial de la fuerza de contacto, o fuerza de rozamiento estatico desarrollada 
totalmente, es 


F = pN -■ 0,25iV. 

Sin embargo, hay que tener en cuenta que esta relacion solo es vdlida euando el cuerpo 
esle a punto de deslizar. 

Introduzcamos un sistema de coordenadas con el eje x en el piano y el eje y normal 
a '61. La suma de las componentes x de las fuerzas es entonces 

<S cos 30° — fiN = 0 
y la suma de las componentes y es 

»S sen 30° — w + N = 0 

Tenemos ahora dos ecuaciones con dos incognitas, S y N. Eliminando N , tenemos 

S sen 30° — w + - S cos 30° = 0 


o sea 


a w _ 80 _ 

* “ sen 30° + (l/>i) cos 30° “ 0,5 + 4 • 0,866 ~ 20 > 25 k P 

La componente normal de la fuerza de contacto es, pues, 

N = - £ cos 30° =4 • 20,25- V3/2 ~ 70 kp 

P 
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Problemas 


4-1. Dos cuerpos, A y B, se mueven 
en un piano. El cuerpo A tiene una velo- 
cidad de componentes v x = 3 m/s, v v — 4 
m/s y el cuerpo £ tiene componentes 
v x — 3 m/s, i/„ = 1 m/s. iCual es el angulo 
que forman las trayectorias de A y B, y 
cuales son las velocidades de los dos 
cuerpos? 

4-2. Un cuerpo de piasa m = 10 kg 
se mueve con una celeridad de 10 m/s 
sobre un estanque helado. Una rafaga de 
viento hace que el cuerpo cambie su mo- 
vimiento de manera que, tras la rafaga, 
se mueva en una direccion que forme un 
angulo de 30" con la direccion iniciai 
y a una velocidad de 12 m/s. Determinar 
la cantidad de movimiento entregada al 
cuerpo por la rafaga.' 

4-3. Los vectores p 0 y pt, de dos 
cuerpos dan suma nula. iCual de las si- 
guientes aseveraciones referentes al movi¬ 
miento de los cuerpos son correctas? 

(a) Los cuerpos se mueven necesaria- 
mente a lo largo de una misma recta. 

(b) Las trayectorias de los cuerpos son pa- 
ralelas. (c) Los cuerpos pueden moverse en 
pianos paralelos. (d) Los cuerpos chocaran 
eventualmente y entraran en contacto. 

4-4. En la figura 4-22, P es un 
disco de hockey de 0,16 kg, Se mueve 
sobre una superficie de hielo, exenta de 
rozamientos, hacia una pared a una velo¬ 
cidad de 5 m/s. A una distancia de 28,8 m 
de la pared, P choca contra un bloque 
de madera estacionario de 0,09 kg. Cinco 
segundos despues del choque, el bloque 
alcanza la pared en un punto a 9,6 m de 
la recta iniciai de movimiento del disco, 
(a) iUonde esta el disco 5 s despues del 
choque? (b) Tracese un diagrama de 
vectores cantidad de movimiento que 
presente las cantidades de movimiento de 
los dos cuerpos antes y despues del choque. 



4-5. Un cuerpo de 0,5 kg desliza 
con yelocidad constante de 2 m/s sobre 
una superficie horizontal a lo largo del 
eje x en un sistema de coordenadas rec- 
tangulares. Cuando el cuerpo pasa por 
x = 3 m (moviendose en el sentido posi- 
tivo de *), es alcanzado por una bala dis- 
parada desde el punto x = 0, y = 4 m.. 
Despues del choque, el cuerpo se mueve 
en una direccion que forma un dngulo de 
30° con el eje x. Antes del choque, la bala 
iba a 500 m/s. Despues del choque queda 
incrustada en el cuerpo. (a) Ilustrar en un 
diagrama vectorial de cantidades de mo¬ 
vimiento como esta relacionada la can¬ 
tidad de movimiento total despues del 
choque con los-vectores cantidad de movi¬ 
miento de cada cuerpo antes del choque. 
(b) A partir de medidas directas reali- 
zadas sobre este diagrama, estimar la 
masa y la magnitud de la cantidad de 
movimiento de la bala antes del choque. 

4-6. Una piedra A de masa m„ = 1 
kilogramo desliza sobre una superficie lisa 
de hielo a una velocidad constante de 
v ax — 16 m/s. Choca con otra piedra B 
de masa mj = 4 .kg, inicialmente/ en re- 
poso. Despues del choque, A se mueve 
perpendicularmente a su direccion ^iniciai 
con una velocidad v' av — 12 m/s. fHallar 
la magnitud y direccion de la velbcidad 
de B despues del choque. 
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4-7. Tres cuerpos A, B y C, de 1 kg, 
1 kg y 2 kg, respectivamente, estan unidos 
por barras de peso despreciable, como se 
indica en la figura 4 — 23. El sistema se 
halla en reposo sobre una mesa horizontal. 
(AB --= 1 m, BC = 0,5 m). (a) iCuales 
son las coordenadas ? del centro de masa? 
(b) Un cuerpo con una cantidad de mo- 
vimiento de 5 kg • m/s dirigida en la 
direccion del eje x y sentido positivo 
choca con A y queda en reposo a con- 
secuencia del choque. ^Cual es la ve- 
locidad del centrd de masa despu^s del 
choque? 


v 

i 

t 



4-8. Un. cuerpo de masa m = 40 kg 
se mueve paralelamente al eje x con ve- 
locidad constante v = 0,1 m/s a lo largo 
de la recta y = 2 m. Cqando llega el 
cuerpo a x — 0, se dispara centra el cuerpo 
un tiro en la direction y.lAIgun tiempo 
despues del tiro, se ve que|el cuerpo pasa 
por la posicion x = 3 m, j|= 6 m. (a) Si 
la masa de la bala es def),02 kg, icual 
es su velocidad? (b) Detefminar las ve- 
locidades del centro de masa del sistema 
antes y despues del choque. 

4-9. ^Donde esta el centro de masa 
de una placa homogenea como la indi- 
cada en la figura 4^-24? 

04-10. Una bola de 100 g rueda sobre 
una superficie horizontal a una velocidad 
de .0,5 m/s y choca contra una superficie 
vertical segun un angulo de 30° con la 



= L/4 


Figura 4-24 

i 

pared. Rebota con una jceleridad de 
0,4 m/s segun un angulo de 37° con la 
pared. Supongase q.ue la bola y la pared 
•estan en contacto durante un tiempo de 
0,01 s. Hallar la fuerza media de con¬ 
tacto que durante este tiempo ha ejercido 
la pared sobre la bola. 

4-11. En la figura 4-25 se han 
representado graficamente en funcidn del 
tiempo las componentes de las cantidades 
de movimiento de dos cuerpos Ay B que 
chocan en .un piano, (a) Completar las 
curvas que presentan las cantidades de 
movimiento de $ durante el choque y des¬ 
pues de 61. (b) Poner de manifiesto como 
varia con el tiempo el vector p„ en un 
diagrama de cantidad de movimiento 
en el que se tracen Ids vectores a partir 
de un punto comun, y determinar la mag- 
nitud y direccion de la fuerza que actua 
sobre A en furicion del tiempo. 

4-12. Un cuerpo se mueve en el 
espacio recorriendo una trayectoria des- 
crita por un vector de posicion r. ^Cuales 
de las siguientes aseveraciones referentes 
a este movimiento son correctas? Discu- 
tanse las respuestas. 

(a) La velocidad esta dirigida siempre 
a lo largo de r. (b) La velocidad pqede.ser 
normal a r. (c) La velocidad es nulafcuando 
el modulo de r permanece constante. (d) La 
velocidad es paralela a la tangente a la 
trayectoria definida por r. (e) La fuerza 
es .normal al vector cantidad de mqvi- 
miento. (f) El vector fuerza puede ser 
normal al radio vector, (g) La fuerza 
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Tiempo t, s !•? Tiempo t, s 

Figura 4-25 J| 


debe ser mila cuando dpjdt lo sea. {p = 4 N y dirigijpt; segun y, y F 3 de magnitud 

mddulo de ! p). 5 N dirigidj|||hacia el cuarto cuadrante 

4-13. Trazar un diagrama vectorial y formando Mi ingulo de 45° con el eje x. 
que ilustre como varia con el tiempo Determinar M magnitud y direccion de 
la cantidad de movimiento en el movi- la fuerza a^cional requerida para pro- 
miento del disco indicado en la figura ducir una ac^eracion de 2 m/s 2 en el sen- 
4-11. Trdcense todos los vectores can- tido negative;'de las x. iY para dar equi- 
tidad de movimiento a partir de un origen librio ? ■ | 

y unanse sus extremos mediante una 4-15. Un, cuerpo de masa m = 0,5 
curva continua. A dsta suele llamdrsela kilogramos puede deslizar libremente sobre 
hodografa del movimiento. Conv 6 nzase una barra vertical sin rozamiento en la 
de que la tangente a la hoddgrafa tiene forma que se jndica en la figura 4-26. 
la misma direccidn que la fuerza ejer- A1 cuerpo se une un extremo de un resorte 
cida sobre el disco. que sin deformar tiene una longitud de 

4-14. Un cuerpo de 2 kg se halla some- 20 cm. El otro extremo del resorte se une 
tido a tres fuerzas, Fi de magnitud 3 N y a un punto B de la horizontal, situado 
dirigida en la direccion x, F 2 de magnitud a 20 cm de la barra. Se suelta entonces el 
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Figura 4-26 


cuerpo. Encontramos que queda en equi- 
librio en un punto situado a un nivel 30 cm 
por debajo de B. (aj Dibujar un diagrama 
que aisle el cuerpo y ponga de mani¬ 
festo todas las fuerzas que actuan sobre 
el, e indicar las condiciones de equilibrio. 
(b) Determinar la constante del resorte y la 
magnitud y direccion de la fuerza de con- 
tacto que se ejerce sobre la barra. 

4-16. Dos pesas, cada una de ellas 
de masa m , estan unidas a los extremos 
opuestos de una cuerda larga, la cual 
c\ielga de dos poleas separadas una dis- 
•tancia horizontal /. (a) £Cual es la tension 
de la cuerda? (b) En el punto medio del 
segmento determinado por las poleas se 
cuelga una tercera pesa de masa M y se 
observa que dicho punto medio desciende 
una distancia l/2\/Z . Expresar, en fun- 
cion de m , el valor de M. 

4-17* Dos bolas estan unidas a los 
extremos de dos cuerdas en la forma indi- 
ca,da en la figura 4-27. Cuando las bolas 
est&n cargadas electricamente, se repelen 
con una fuerza F = 9 • 10newton, 
donde r esta dada en metros y q en cou¬ 
lomb. Si la masa de cada bola es de 1 g, 
/ 100 cm, y el angulo de desyiacion es 

8 = 30°, icuales serin las cargas (su- 
puestas iguales) de las bolas ? 

, 4rl8. Dos cuerdas A y B soportan 



Figura 4-27 


un cuerpo de 100 kg en la forma indicada 
en la figura 4-28. La cuerda B pasa por 
una polea (rozamiento despreciable) y los 
dos extremos de B estan unidos al cuerpo. 
Un extremo de A esta unido a una pared 
fija y el otro al .cuerpo. Si los angulos de 
las cuerdas son los indicados en la figura, 
determinar las tensiones de las cuerdas. 



4-19. Los vertices de un cuadrado 
(vease fig. 4-29) atraen a un cuerpo 
pequeno A de masa m con fuerzas pro- 
porcionales a las distancias de A a los 
respectivos vertices. Las constantes de 
porporcionalidad son todas iguales a K. 
Demostrar que la fuerza resultants que 
s?e ejerce sobre A en un punto arbitrario 
interior al cuadrado es F = — iKr a , 
donde r a es el vector de posicion de A. 

4-20. Consideremos un dispositivo 
analogo al de la figura 4-26. Si la cons¬ 
tante del resorte es ahora 20 N/cm, ten 
qu6 posicion habria que soltar el cuerpo 
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4-4 

Figura 4-29 

(masa — 0,5 kg) para que su aceleracion 
inicial fuera g y dirigida hacia arriba? 
Si no se pudiera obtener una solucidn ana- 
litica, ideese un mdtodo numerico o gra- 
fico de solution. 

4-21. Consideremos un aro exento 
de rozamiento, de radio r y situado en 
un piano vertical. Un extremo de cada 
uno de dps resortes se une a un cuerpo 
que puede deslizar sobre el aro. Los otros 
extremos de los resortes se fijan a los pun- 
tos mas alto y mas bajo del aro, como se 
indica en ’ la figura 4-30. Los resortes 
son exactamente iguales y cada uno tiene 
una longitud, si no esta deformado, de 
medio radio y la constante del resorte 
es tal que Kr /2 = p siendo p el peso del 
cuerpo. (6.) Aislar el cuerpo mediante un 
diagrams'de solido libre que indique todas 
las fuerzas que actuan sobre 61. (b) De- 
terminar la aceleracion del cuerpo en 
funcidn de g cuando se suelta desde la 
position P indicada en la figura. £Cual 
es la fuerza de contacto que se ejerce 
sobre el aro en dicho punto? 



4-22. Una bola se halla confinada 
a deslizar alrededor de un circulo de 
radio r, en un piano vertical. La bola se 
halla repelida por fuerzas ejercidas desde 
los extremos A y B del diametro hori¬ 
zontal del circulo. Estas fuerzas son pro- 
porcionales a las distancias de la bola 
a A y jB, y las constahtes de proporciona- 
lidad son K\ y Ki, respectivamente. Es 
decir, F\ — K\r\, F 2 = Kir 2 . (a) Determi- 
nar el angulo <f> correspondiente al equi- 
librio, si el peso de la bola es p. (b) Deter- 
minar el angulo <f> correspondiente al equi- 
librio si es despreciable el peso de la bola. 
(c) Bajo ciertas condiciones, ipuede haber 
equilibrio para todos los angulos <f> si es 
despreciable el peso de la boia? 

• 4-23. Un hilo de longitud / une 
dos pesos w\ y w >2 colocados sobre un ci- 
lindro liso, en la forma "indicada en la 
figura 4-31. (a) Determinar la relacion 
existente entre <f>\ y $2 en el equilibrio. 
(b) iCuales son, en tal caso, la tension 
del hilo y las fuerzas que se ejercen sobre 
el cilindro? 


I 



4-24. En un piano se mueven tres 
particulas A, B y C. En un instante de- 
terminado, sus posiciones son x a — 3 m, 
y a = - 2 m; x b = 5 m, y. b = 1 m; * c = 
— 3 m, y c = 3 m; las cantidades de mo- 
vimiento correspondientes, expresadas en 
kg • m/s son p ax = - l, Pay = 2; p bx = 3, 
Pby = 2; p cx . ** 2, p cy = - 3. Las masas 
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de. los cuerpos son m a — 2 kg, m b — 3 kg 
y m £ = 1 kg. (a) Determinar la situacion 
y la velocidad del centro de masa cuando 
se tienen estas condiciones. (b) De la an¬ 
terior informacion, ipuede predecirse el 
movimiento futuro del centro de masa? 
Si no, ique informacion se precisa? Dis- 
cusidn. 

4-25. A un extremo de una barra 
de 40 cm de longitud se fija una masa 
mi = 3 kg y al otro extremo una m 2 = 1 
kilogramo. La barra se coloca vertical- 
mente sobre un piano sin rozamiento en 
un punto P, comO se indica en la figura 
4-32, y se suelta. iA que distancia del 
punto P chocara la masa m\ contra el 
piano? 



Figtira 4-32 

4-26. Sobre un piano horizontal se 
apoya una caja cerrada. De la cara inte¬ 
rior de la tapa pende un pendulo cons- 
tituido por un peso sujeto al extremo de 
un hilo de longitud /. La masa m del 
pendulo es igual a la de la caja. Se hace 
osciJar al pendulo en un piano vertical 
entre los dngulos ^ = + 90° y ^ = —90°. 
Si un punto de la caja se halla en x = 0 
(vease fig. 4 — 33) en el instante en que 
<j> = 0, £cual es la situacion de dicho 
punto cuando <f> =• + 90° ? 

4-27. Consideremos tres cuerpos A, 
By C colocados sobre un piano horizontal 
exento de rozamiento. Sus masas son 
m a = 4 kg, m h = 6 kg y m c = 8 kg. Los 
cuerpos estan unidos mediante resortes, 


y 

♦ 

1 

1 


1 1 
1 

\ 

\ l 

s 

V 

^ 


1 

X = 0 

Figura 4-33 


como se indica en la figura 4-34. Las 
tensiones en los resortes AB y BC son 
10 N y 15 N, respectivamente. Se sueltan 
los cuerpos a partir de esta posicidn. De¬ 
terminar las aceleraciones iniciales (a) 
de A, B y C; (b) del centro de masa del 
sistema A + B; y (c) del centro de masa 
del sistema A + B + C. 



4-28. Analizar los experimentos re¬ 
presen tados en la figura 4-20 del texto. 
En cada experimento, aislar cada uno de 
los cuerpos que intervienen e indicar 
todas las fuerzas que se ejercen sobre el. 
Determinar las tensiones de los resortes. 

4-29. Un cuerpo se apoya sobre un 
piano inclinado en la forma indicada en la 
figura 4-35. El coeficiente de rozamiento 
estatico entre el cuerpo y el piano es /u. 
(a) Aislar el cuerpo e indicar todas las 
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Figura 4-35 


fuerzas que se ejercen sobre 61. (b) Si 
crece contiriuamente el dngulo 0, l a que 
dngulo empezara a deslizar el cuerpo hacia 
abajo del piano? 

4-30. Un bloque se apoya en una 
plataforma' en la forma indicada en la 
figura 4—36. La plataforma se mueve 
con una aceleracion constante igual a 
g/4, en la 'direccion que se indica en la 
figura. iCdal debe ser el coeficiente de 
rozamiento’ en las superficies en con- 
tacto, para evitar el deslizamiento del 
cuerpo ? ! 



Figura 4-36 


4—31. Dos cuerpos A y £ de masas 
m a — 2 kg y m b = 1 kg estdn unidos por 
.un hilo de masa despreciable, en la forma 
indicada en la figura 4-37. Los coefi- 
cientes de rozamiento en las superficies 
de contacto de los cuerpos son Mb = 0,2 
y Ma = 0,1. (a) Aislar A y B e indicar 
todas las fuerzas que se ejercen sobre 
ellos. iCuantas fuerzas desconocidas y 
cudntas ecuaciones de movimiento hay? 
(b) (.Cudl es la tensidn del hilo cuando los 
cuerpos deslizan hacia abajo del piano? 
El dngulo 1 de inclinacidn del piano es 
de 30°. . ; 



Figura 4-37 


4-32. iCudl es i el dominio de ace- 
leraciones que puefien darse al carrito 
de la figura 4-38/ sin que deslice m 2 ? 
Los coeficientes de rozamiento de las su¬ 
perficies horizontal y vertical son mi Y Mi, 
respectivamente. 



Figura 4-38 


4-33. Hacia abajo de un piano in- 
clinado desliza un depdsito Ueno de agua, 
segfin se indica en la figura 4-39. A tra- 
v6s de un orificio del depdsito sale agua 
hacia adelante a razpn de q gramos/segun- 
do con celeridad Vq relativa a la caja, 
constante. La masa de la caja vacia es M 
y la masa <^el agua es inicialmente M.q. 
Si el depdsito inicia el deslizamiento a 
partir del rejposo en t — 0, determinar su 
aceleracion en funcion del tiempo, des- 
preciando el rozamiento. Ef angulo de 
inclinacidn del piano es 6. 



Figura 4-39 
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EJEMPLOS DE FUERZAS Y MOVIMIENTO — I 

Resumen. Empezaremos con un examen de las caracterfsticas fun-, 
damentales del movimiento de proyectiles en el campo gravitatorio 
local. Una vez familiarizados con este movimiento, estudiaremos cua-' 
litativamente la naturaleza de las trayectorias de partlculas disparadas 
desde una posicion elevada sobre la superficie terrestre, con veloci- 
dades que varien desde valores muy pequefios hasta yalores muy ele- 
vados. Una de estas trayectorias sera una circunferencia que rodee a 
la Tierra, y se elige esta trayectoria para el estudio del movimiento 
circular. Sigue un estudio breve de los movimientos de particulas car- 
gadas en campos etectricos y magn^ticos. La fuerza eldctrica es ana- 
loga a la fuerza gravitatoria local, mientras que la fuerza magndtiqa 
tiene la particularidad de depender de la velocidad. Concluye el capf- 
tulo con un estudio del m 6 todo matemdtico para determinar el mo¬ 
vimiento cuando la fuerza depende del tiempo. 

Eft los capitulos anteriores se han establecido los conceptos de cantidad de 
movimiento y fuerza, aplicandolos despues a varios ejemplos ilustrativos. Sin 
embargo, existen ciertas fuerzas y movimientos que son tan importantes que 
merecen una atencion especial. En este capitulo estudiaremos varios de dichos 
ejemplos, incliiyendo el movimiento de un cuerpo en un campo de fuerzas cons- 
tante (movimiento de los proyectiles) y el movimiento circular. Ademas; 1 estu¬ 
diaremos algunos aspectos del movimiento de las particulas cargadas electrica- 
mente tanto en campos electricos como magneticos. Las propiedades esenciales 
de -esos movimientos pueden describirse adecuadamente en funcion de los prin- 
cipios generales tratados hasta ahora. 

5-1 Movimiento de proyectiles. El analisis del movimiento a lo largo de 
una recta vertical, presentado en el capitulo anterior, puede extenderse fdcilmente 
al caso general en que la velocidad inicial del cuerpo tenga tambien componente 
en la direccion x. La experiencia nos indica que la fuerza de la gravedad es inde- 
pendiente de la velocidad del cuerpo. La fuerza de la gravedad en la proximidad 
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Fig. 5-1. Ejemplo del movimiento de un proyectil, que pone de manifesto el 
que la componente horizontal de la velocidad permanece constante. 


de la superficie terrestre tiene siempre la magnitud mg y esta dirigida hacia abajo, 
independientemente de la velocidad o direccion del movimiento del cuerpo. En 
consecuencia, en la direccion horizontal no habra cesion de cantidad de movi¬ 
miento a tin cuerpo que se mueva bajo la influencia de la gravedad. Es decir, 
la componente horizontal de la velocidad del cuerpo permanece constante, mien- 
tras que la componente vertical varia en la misma forma que en el movimiento 
puramente vertical. 

La siguiente es una demostracion experimental interesante de esta propie- 
dad del movimiento de proyectiles y de que la fuerza de la gravedad es indepen- 
diente de la velocidad. A uno de los carritos utilizados en los experimentos de 
choque del capitulo 3 se le provee de un resorte disparador cargado con una 
pelota de golf, como se indica esquematicamente en la figura 5-1. El carrito, 
que-puede moverse libremente sobre una pista horizontal, se pone en movimiento 
y se desplaza a velocidad constante. Cuando pasa por el punto P, se suelta el re¬ 
sorte y sale disparada la pelota. A1 ser disparada, lleva la misma velocidad hori¬ 
zontal que el carrito y recibe, claro esta, una componente vertical de la veloci¬ 
dad. Encontramos que la componente horizontal de la velocidad permanece 
efectivamente constante, ya que se ve que las posiciones horizontales de la pelota 
y el carrito son las mismas a lo largo de todo el movimiento, hasta que la pelo¬ 
ta cae, por ultimo, de nuevo en el carrito. En cambio, la componente vertical 
de la velocidad disminuye cantidades iguales en tiempos iguales hasta anularse 
en el punto mas alto de la trayectoria de la pelota. A partir de este momento, 
cambia de signo y su magnitud cre'ce en la misma proportion que disminuia 
antes, con lo que al alcanzar el carrito lleva una celeridad igual a la inicial. 
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El movimiento de la pelota lo describiremos respecto a un sistema de coor- 
denadas que tenga un eje x horizontal y un eje y vertical. El origen de coordena- 
das se tomara' en la position de disparo de la pelota y el tiempo se mide a partir 
del instante de disparo. Asi, en el instante / = 0, se dispara la pelota desde el 
punto .y = 0, y = 0 con una celeridad «oy un angulo de elevation 6. Las compo- 
nentes horizontal y vertical de la velocidad son, pues,v 0 s = t>o cos 8 y v 0v — 
Vo sen 6. Las ecuaciones del movimiento son 

dvx j~r a 6*v y 

m m = F * = °- 

Las componentes de la velocidad en un instante posterior t son, por tanto: 


v x = t'oi = t'o cos 8 — const, v y = v 0y — gt = vq sen 8 — gt (5-1) 
y las posiciones coiTespondientes estan dad as por 

at 2 at 2 

X = v 0x t = ( Vq cos 8)t, y = v 0y t — = ( v 0 s zn8)t — 9 ~y (5-2) 

Sustituyendo t = x/vq x = cos 8 en la expresion de y, obtenemos y en 
funcion de .y, que es la funcion representativa de la trayectoria p.arabolica 


Vo y X Voy 

y = — x — g r-y = — x 
vox 2v$ x v Qs 

Vemos que y = 0 para ,v = 0 y tambien para 


(l 

\ 2VQ x VQy / 


( 5 - 3 ) 


_ ^ _ ZvqxVqv _ vq sen 2 8 

~ ~ g ~ 9 


( 5 - 4 ) 


Este ultimo valor de Y.representa el alcance / del proyectil. La altura maxima h 
de la trayectbria se obtiene para x = 7/2 y es 




A = 1 Z21 = i = 

4 vox 4 2 g 


( 5 - 5 ) 


Con el alcance y la altura de la trayectoria, que se indican en la figura 5-2, pode- 
mos escribir 

f-'K'-f) « 

Se ve cJaramente que / tiene un valor maximo l m = vl/g, correspondiente al 
angulo 6 = 45° para el cual sen 26 = 1. La altura maxima, h m = vl/2g = lm/2, 
se obtiene cuando 6 — 90°. En otras palabras, el alcance maximo es el doble 
de la altura maxima del proyectil. 
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Fig. 5-2. Movimiento del proyectil. 


En lugar de partir de un;dngulo de elevacion dado, vamos ahora a invertir 
el p'roblema y partir de una posicion x\, y* del bianco y buscar el angulo de ele- 
Vacidn para el cual la trayectoria pase por el bianco. Se da la celeridad t>odel 
proyectil... En tal caso, utilizando l/cos 2 0 = 1 -f- tg 2 0, obtenemos de la ecuacion 
(5-3) de la trayectoria, la relation existente entre el dngulo 0 y las coordenadas 
yi- : 

2/1 = Xi tg e - ^2 x?(l + tg 2 6) 

Despejan<|o tg 0 se tiene 

<* s = ± ^ - *5 - 2Ui (5-7) 

donde l m — v%/g. 

Seguni puede verse en la figura 5-3, a un bianco dado le corresponden dos 
angulos de elevacion posibles. Cuando se anula la raiz cuadrada de la ecuacion 
(5-7), los jios angulos se hacen iguales y solo bay una orientation posible. La re¬ 
lation entre y\ y x\ para la cual se anula la raiz cuadrada es 

1 


} 

i 


2/i 


;2 7 
I'm 2*1 I* 


21 


in 


_ 
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2 lm 


{ 'in 


£l 

2L 


(5-8) 


y 



Fig. 5-3. Envolvente de las diversas trayectorias de un proyectil que se obtienen 
al variar el ingulo de elevacidn. 

i 
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que define la curva indicada en la figura 5-3. Si el bianco se halla en el interior 
de esta curva, .existen dos valores posibles de0; si el bianco se halla sobre la cur¬ 
va, solo hay uij angulo posible; y si el punto se halla fuera de la curva, no hay 
ningun angulo posible para el cual el proyectil pueda alcanzar el bianco. Por 
tanto, la ecuacion (5-8) define una linea limite que no puede sobrepasar un pro¬ 
yectil de celeridad initial v Q . 

5-2 Movimiento circular. Cuando es nula la fuerza resultante que se ejer- 
ce sobre un cuerpo moyil, este recorre una trayectoria rectilinea con velocidad 
constante. La influencia de una fuerza sobre este movimiento dependera, 
desde luego, de la direction de la fuerza. Si tiene la misma direccion que la 
velocidad del cuerpo, como en el caso de caida libre, el efecto de la fuerza 
no es mas que alterar la magnitud de la velocidad. Para variar la direccion del 
movimiento y dar a la trayectoria la curvatura correspondiente, se precisa una 
componente de la fuerza perpendicular a la velocidad. Si la magnitud de la fuer¬ 
za es constante, la rapidez de variation de direccion y la, curvatura correspon¬ 
diente de la trayectoria son maximas cuando la fuerza total es perpendicular 
a la velocidad. Un ejemplo de esto se-halla en nuestro estudio del movimiento. 
de proyectiles realizado en el apartado anterior, donde haliabamos curvatura 
maxima en la parte superior de la trayectoria. 

Esta curvatura de la trayectoria no solo depende de la fuerza perpendicular 
a la velocidad, sino tambien de la celeridad del proyectil. Para ilustrar mejor 
esta cuestion, estudiemos cua'litativamente las trayectorias de proyectiles dispa- 
rados con diferentes velocidades en una direccion horizontal a partir de una 
position P elevada sobre la superficie terrestre, como se indica en la figura 5-4. 
Cuando la velocidad es nula, el proyectil cae verticalmente, y cuando la veloci¬ 
dad es muy grande, tendiendo a infinito, la trayectoria es muy aproximadamente 
rectilinea. A velocidades intermedias la curvatura de la trayectoria, que depende 
de la celeridad, puede ser menor 0 mayor que la curvatura de la superficie terres¬ 
tre. En consecuencia, a una velocidad critica determinada, la trayectoria sera 
tal que se mueva siempre paralelamente a la superficie terrestre; es decir, la «caida» 
del proyectil hacia la Tierra esta siempre «compensada>> por la curvatura de la 
superficie terrestre, con lo que la altura del proyectil sobre dicha superficie se 
mantiene constante. La trayectoria representada por la linea de trazos de la figu¬ 
ra 5-4 es entonces circular y la fuerza es siempre perpendicular a ella y dirigida 
hacia el oentro de la Tierra. Podemos determinar facilmente la velocidad critica 
del proyectil correspondiente a esta orbita circular buscando la relacion que debe 
existir entfe la curvatura (conocida) de la trayectoria circular y la «desviacion» 
del proyectil originada por su caida continua hacia la Tierra. 

Consideremos un segmento de la trayectoria circular comprendido entre dos 
puntos Pi y P 2 , separados una distancia R A8 = As, donde R es el radio de la 
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Fig. 5-4. Trayectorias de proyectiles disparados en una direccion horizontal 
con velocidades diferentes desde un punto elevado P. 


Pi 



Fig. 5-5. Radio de curvatura; originado por una fuerza constante perpendicular 
a la trayectoria. 


trayectoria circular y As es la longitud de trayectoria entre P i y Pj, indicada en 
la figura 5-5. Si es v la celeridad del proyectil, el tiempo de transito entre Pj y 
Pi es At = As/v. Ya hemos dicho que la fuerza que se ejerce sobre el proyectil 
y la aceleracion a correspendiente, son perpendiculares a la velocidad. Tomando 
el intervalo de tiempo At suficientemente. pequeno, podremos considerar cons¬ 
tante la aceleracion en ese intervalo. La .distancia que en el tiempo At cae hacia 
la Tierra el proyectil es, pues, a(At) 2 /2, segtin se indica en la figura. Tomando 
At suficientemente pequeno, el tramo de trayectoria As puede aproximarse a 
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un segmento rectilineo entre y P 2 . En la figura 5-5 resulta inmediato, al com- 
parar los triangulos semejantes indicados que 

As/2 = o( At) 2 /2 
R As 


o sea 


a = 


(As/At) : 

R 


v 

n 


(5-9) 


Eft otras palabras, si es v = V aR, la celeridad del proyectil al ser disparado des- 
de P bajo la influencia de la aceleracion a perpendicular a la trayectoria, la «cai- 
da» del proyectil en la direccion de la aceleracion sera tal que la trayectoria sea 
una circunferencia de radio R. Observese que al ir variando la direccion del mo- 
vimiento, lo mismo hace la direccion de la fuerza, con lo que la fuerza y la acele¬ 
racion correspondiente son siempre perpendiculares a la velocidad en el movi- 
m lento circular. La celeridad del proyectil permanece, pues, cortstantc. Para otras 
velocidades de proyectil, las trayectorias no son circulares y existira lina compo- 
nente de la fuerza segun la direccion del movimiento que aumentara 6 disminuira la 
celeridad del proyectil. Comparemos este movimiento con el del apartado ante¬ 
rior, donde se coiisideraban proyectiles con celeridades pequenas. En el capitulo 
10 sejeonsiderara el caso en que la celeridad sea mayor que v — y/aR. La cele¬ 
ridad critica a la cual el proyectil se pone en orbita alrededor de la Tierra puede 
estimarse tomando R = 6,4* 10 6 m y g = 9,8 m/s 2 . El valor correspondiente de 
la celeridad critica resulta ser entonces Vi 8000 m/s. * 

Hasta ahora, por lo que respecta al movimiento circular, no nos interesa 
conocer el origen o naturaleza de la fuerza. En vez de la fuerza de la gravedad, 
podriamos tener una fuerza de intensidad constante que la proporcionara un 
hilo, una barra rigida, una pista, etc., o podriamos tener una fuerza electromag- 
netica que actuara de manera que el cuerpo recorriese una trayectoria circular. 
Al igual que en la trayectoria alrededor de la Tierra, la fuerza que se ejerce sobre 
un cuerpo que recorre una orbita circular es siempre perpendicular a la trayec¬ 
toria y esta dirigida hacia el centro de la circunferencia. La magnitud de la fuer¬ 
za esta relacionada con la celeridad v del cuerpo y con el radio R de la circun¬ 
ferencia, mediante la ecuacion 


F = ma = 


mv 

~R 


(5-10) 


que se deduce de la ecuacion (5-9). 

Es importante hacer observar que cuando un cuerpo se mueve siguiendo una 
circunferencia, frecuentemente se halla forzado a ello por una «ligadura» tal 
como un alambre circular o una pista de algun tipo. En tales casos sobre el cuer¬ 
po se ejerce mas de una fuerza, por ejemplo, la de la gravedad y una o mas fuer- 
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zas de contacto. A1 recorrer el cuerpo la circunferencia, la aeeleracion hacia el 
centro del circulo tiene siempre la magnitud v 2 jR incluso si la celeridad varla 
de un punto a otro. La suma de todas las componentes de las fuerzas dirigidas 
hacia el centro de la circunferencia debera ser igual a mv 2 [R. Por supuesto, 
estas fuerzas tambien pueden tener componentes en la direction tangential que 
hagan que la velocidad del cuerpo varie en magnitud al recorrer la circunferencia. 

Ejemplo 1. Un ptiidulo consta de un hilo de 1 m, fijo por un extremo y que so- 
porta en el otro un cuerpo de 2 kg (fig. 5-6). Al oscilar el pendulo en un piano vertical, 
la velocidad resulta ser de 3 m/s cuando la desviacidn angular es de 45°. En este ins- 
tante, icuil es la tensidn del hilo? 

Sobre el cuerpo sujeto a un extremo del hilo se ejercen dos fuerzas: su peso mg 
y la tension S del hilo. La aeeleracion hacia el centro de la trayectoria circular del 
cuerpo es v 2 /R. La componente segun esta direccidn de la fuerza resultante es 
S — mg cos Q, segun se indica en la figura. En consecuencia, tenemos 

2 


mv 


o sea 


S - mg cos 6 = ~ 
H 


n 17W . 

o = + mg cos 6 

ti 


Utilizando los valores num6ricos v = 3 m/s, m = 2 kg y g = 9,8 m/s 2 R = 1 my 
0 = 45°, obtenemos 

S = 2 • 3 2 1 + 2 ■ 9,8 ^^—31,9 N 




t 
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Ejemflo 2. Dejemos que el p6ndulo del ejemplo anterior se mueva cdnicamente, . 
de manera que el cuerpo situado al extremo del hilo se mueva en un piano horizon¬ 
tal en vez de vertical, y el hilo describa una superficie cdnica, segun se indica en la figu- 
ra 5-7. (Ese movimiento se emplea en los reguladores centrlfugos.) iQn6 celeridad se 
precisa para que el angulo que forme el hilo con la vertical sea de 45°, y cual es la ten- 
si6n del hilo correspondiente? 

Si es R la longitud del hilo, el radio del circulo horizontal es R sen 0, donde 0 es el 
ingulo que forma el hilo con la vertical. Sobre el cuerpo actuan dos fuerzas: su peso 
mgy la tension S del hilo. La componente vertical de la aceleracidn es nula y tendre- 
mos S cos 8 — mg = 0, o sea S = mgl cos 8. La componente horizontal de la acelera- 
ci6n esta dirigida hacia el centro de la circunferencia y tenemos 


o sea 


Ssen0 = 


2 

mv 


72 sen 8 • 


v 2 = Rg tg 8 sen 8 


Con los valores numericos R — 1 m, g = 9,8 m/s 2 y 8 = 45°, obtenemos 

v ex \/l • 9,8 • 1 • 0,7 ~ 2,6 m/s 


La tensidn del hilo correspondiente es 


S = 


mg 
cos 8 


~28 N 



v 2 - Vi 

2» sen (AS/2) 


Ejemplo 3. Vamos a ver otra deduccidn de la expresion de la relacion entre la 
fuerza y la celeridad de una particula animada de movimiento circular. Partiremos di- 
rectamente de la definicidn del vector aceleracion media, a = (v 2 — Vi)/(t 2 — ti) 
= Av/A t, y buscaremos el valor Umite de esta aceleracion para At = 0. Consideremos 
un cuerpo que se mueva con celeridad constante en una circunferencia de radio R. 
Determinemos • la aceleracion media del cuerpo en el intervalo entre dos puntos 
y separados por un dngulo Ad, como se ilustra en la figura 5-8.' 
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La variacion de velocidad entre esos dos puntos, Av = V 2 — vi, tiene por mddulo 
|Av| = 2d sen(A0/2) y su direction forma un angulo A0/2 con la vertical. El cuerpo 
va de Pi a Pi en eltiempo At = RA9/v* con lo que la aceleracidn media a=Av/At 
tiene por mddulo 

_ _ d 2 sen(A0/2) 
a ~ R A6/2 

Para hallar la aeeleracidn instantanea en P\, determinamos el valor limite de esta ace- 
leracion cuando At (y A 6) es cero, Como el valor lfmite de 

sen (Ad/2) 

A6/2 

es la unidad, vemos que la magnitud de la aceleraciori instantanea en Pi es a — v^R, 
como antes. Como la aceleracidn media forma un angulo A8/2 con la vertical, se 
deduce que en el limite cuando At y A0 tienden a cero, la direccion de la acelera- 
ci6n instantanea en Pi es vertical; es decir, la aceieracion esta dirigida hacia el centro 
de la circunferencia. Esta bien claro que el mismo resultado es aplicable a un punto 
arbitrario de la circunferencia. 

Coordenadas polares. Ed el estudio del movimiento de proyectiles, se espe- 
cificaba la posicion del cuerpo mediante sus coordenadas cartesianas rectangu- 
lares x e y. Estas coordenadas definen el vector de posicion r del cuerpo. Aparte 



Fig. 5-9. Coordenadas polares r y 6. 

de definir r por x e y, tambien podemos especificarlo mediante su longitud r y 
su direccion y sentido dados, por ejemplo, por el angulo 6 que forma r con el 
semieje positivo de las x. Las dos cantidades r y 6 reciben el nombre de coorde¬ 
nadas polares del cuerpo. Refiriendonos a la ftgura'5-9, podemos obtener las si- 
giiientes relaciones entre las coordenadas rectangulares y polares: 

x = r cos 6, y = r sen 9 (5-11) 


? El angulo A 9 se mide en radianes. Recordemo's que una circunferencia completa corres- 
ponde.a 360° 6 2k radianes y que la longitud del arco de circunferencia subtendido por un an¬ 
gulo a es ra, donde r es el- radio de la circunferencia y a se mide en radianes. 
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o bien 

r = yx 2 + y 2 , tg 0 = - 

x 

■ A1 moverse el cuerpo variaran, en general, las coordenadas radial y angular 
£ y 8. Las variaciones en unidad de tiempo de r y 8 se llaman, respectivamente, 
velocidades radial y angular. Asi, la velocidad radial es • ' 

dr 

Vr ~ Jt 

y la velocidad angular es 

_ dd 
" ~ dt 

En el caso particular del movimiento circular, el radio r permanece constante 
( R ), y la velocidad radial es nula. La velocidad angular esta relacionada de ma- 
nera sencilia con la ceieriaaa de la partlcula. Un desplazamiento, ds a lo largo 
de la circunferencia corresponde a un desplazamiento angular d8 = dsjR y la 
velocidad angular es, pues, ddjdt = ( \jR)(dsjdt), o sea , 

co = . v = c oR (5-14) 

En el movimiento circular, pues, la magnitud de la aceleracion dirigida hacia 
el centro puede expresarse en la forma 

2 

a = v - = u?R (5-15) 

Si se^ m-ide-ebangulo 8. a par ti r del se mieje positivo de las x y si hacemos t — 0 
^ cuando 8 = 0, tenemos 6 > = cot si es constante Ja velocidad angular co. 

Las coordenadas cartesianas x = r cos 8 e y = r sen 8, de una partlcula que 
se mueve siguiendo una trayectoria-circ ular con ce lendad.,cgj?^/Qgfg_ son, pues, 

x = Rcosut, y = Rsencot_ (5-16) 


(5-12) 

(5-13) 


Las componentes correspondientes de la velocidad y la aceleracion son 


y 


dx 


Ro) sen c ot, 


dy 

dt 


v y = Roo cos c ot 


dv x 

dt 

dv v 

dt 


a x = — Rio 2 cos cot — —co 2 x 
a y = — Rco 2 sencot = —c o 2 y 


(5-17) 


(5-18) 
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Los movimientos de las coordenadas son oscilantes y reciben el nombre de mo- 
vimientos armdnicos. Estos dos tipos de movimientos, circular y armonico, tie- 
nen gran importancia en Fl$ica. De la ecuacion (5-18) podemos ver que en el 
movimiento armonico la aceleracion es proporcional y de sentido corttrario al 
desplazamiento. Esta interesante propiedad del movimiento es la misma que 
la del cuerpo sometido a la influencia de una fuerza de resorte F = —Kx como la 
dada en la ecuacion (3-19) del capitulo 3. Mas adelante veremos que una masa 
unida al extremo de un resorte realiza, en realidad, un movimiento armonico. 

5-3 Movimiento de particulas cargadas electricamente. Fuerza electrosta- 
tica. Las fuerzas electrostaticas tal vez no sean tan familiares o se encuentren 
tan a menudo como las gravitatorias, de contacto y de resorte, pero todos cono- 
cemos su existencia. Al frotar un peine de plastico con un pano de lana queda 
«cargado» y tiende a atraer los pedacitos de papel. A esta fuerza atractiva se le 
llama, electrostatica. A las fuerzas electrostaticas se debe el comportamiento pe¬ 
culiar y molesto del polvo sobre los discos gramofonicos. Y aun mas imp.ortan- 
te, las fuerzas interatomicas son, en gran manera, de origen electrostatico. 

La ley fundamental que. rige las fuerzas electrostaticas fue enunciada por 
Coulomb en 1785; sin embargo, la existencia de dichas fuerzas hacla tiempo 
que se conocia.- La ley de Coulomb es 

I F = Cqrft/r 2 (C = 9 • lO’N-mYO (5-19) 

donde F es la fuerza electrostatica ejercida entre dos cargas puntuales qy y q 2 
que estdn separadas una distancia r. La constante C depende, naturalmente, de 
las unidadtjs que se tomen. Cuando la longitud se da en metros, la carga en cou¬ 
lomb y la fuerza en newton, C tiene el valor indicado en la ecuacion (5-19). La 
ley de Coulomb se hallo primeramente a partir de experimentos estaticos. No 
vamos a estudiar experimentos de equilibrio posibles que nos lleven a esta ley, 
o a posibles definiciones de la carga q. Nos limitaremos a exponer que la ley de 
la Electrostatica es de forma muy parecida a la ley de Newton para la gravita- 
cion, al sustituir la masa pesante por la carga electrica. Pero, asi como solo co- 
nocemos un tipo de masa pesante, la carga electrica de un cuerpo puede ser posi- 
tiva o negativa. Cuando dos cuerpos tienen cargas negativas ambos ^ o positivas 
ambos , la fuerza que se ejercen' es repulsiva; cuando uno de los cuerpos tiene 
carga negativa y el otro carga positiva, la fuerza que se ejercen es atractiva. (La 
fuerza gravitatoria, por lo que se conoce hasta ahora, es siempre atractiva). Debe 
observarse que la aplicacion directa de la ecuacion (5-19) a cuerpos de tamano 
finito solo es posible cuando su separaCion es muy grande frente a sus propias 
dimensiones. 

En los experimentos realizados en el. laboratorio, encontramos que la fuerza 
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electrostatica entre objetos suple ser mucho mayor que la fuerza gravitatoria co- 
rrespondieiite. El movimiento de los electrones en las valvulas de vaclo y en al- 
gunos osciloscopios de rayos catodicos esta totaimente determinado por las 
fuerzas electrostaticas. El movimiento de los electrones esta determinado por 
dichas fuerzas al actuar sobre el electron cuando se mueve- a traves del espacio. 

Las fuerzas gravitatorias y electrostaticas pueden actuar a traves del vacio y 
no precisan de contacto material entre los cuerpos que se ejercen la interaccidn. 
Por tanto, es muy util considerar que el espacio posee un catnpo (gravitatorio o 
electrostatico), que se define como la fuerza ejercida por unidad de masa (campo 
gravitatorio) o por unidad de carga (campo electrico) sobre un cuerpo colocado 
en el campo. El campo se debe, desde luego, a la presencia de cuerpos, pero en 
muchos problemas de movimiento puede especificarse el campo como funcion 
de la posicion en el espacio y del tiempo. (En la practica, el campo puede va- 
riar como consecuencia de la introduccion de un cuerpo, ya que el cuerpo afec- 
tara a los generadores del campo por interaccidn con dichos generadores.) 

El espacio proximo a la Tierra posee un campo gravitatorio y cuando se in¬ 
troduce un cuerpo en esta region, se encuentra sometido a una fuerza gravita¬ 
toria. Si es mila masa de este cuerpo, la fuerza que se ejerce sobre el es F = 
= mi((?m 2 /r 2 ).La cantidad de dentro del parentesis es la intensidad del campo 
gravitatorio, siendo la fuerza gravitatoria proporcional a la masa del cuerpo y a la 
intensidad del campo. En la proximidad de la superficie terrestre, la intensidad 
del campo es constante e igual a g, y esta dirigida hacia abajo. 

Analogamente, la fuerza que se ejerce sobre'una carga electrica q\ situada 
en la region que rodea a otra carga puede considerarse como’consecuencia 
de un campo electrico E = Cqz/r 2 , creado por < 72 . La fuerza puede escribirse 
en la forma 


F = qiE (5-20) 

Si se mide la intensidad del campo en newton por coulomb (mas frecuentemente 
llamado volt por metro) y se mide la carga en coulomb , la fuerza quedara expre- 
sada en newton. En general, el campo electrico E se debe a una distribucion de 
cargas y variara en el espacio de manera debida a la distribucion de cargas. La 
expresion para el campo electrico ya no es simplemente Cq^/r 2 , como antes. 
Sin,embargo, el campo electrico en un punto dado esta siempre definido, en mag- 
nitud, direccion y sentido, por la fuerza que se ejerceria sobre la unidad posi- 
tiva de carga situada en dicho punto. Como la fuerza'es proporcional a la carga, 
en un campo electrico arbitrario la fuerza sobre una particula esta dada por 
F = qE. La fuerza es independiente de la velocidad de la particula. En el caso 
particular de un piano muy extenso cargado uniformemente, el campo electrico 
en el exterior de dicho piano sera constante, al igual que el campo gravitatorio 
proximo a la Tierra lo es. Analogamente, la region comprendida entre dos placas 
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cargadas con cargas opuestas, separadas una distancia pequefia frente a las di- 
mensiones de las placas, tendra un campo electrico practicamente constante a 
todos los efectos. La fuerza que se ejerce sobre una carga positiva situada entre 
dichas placas es, pues, constante y perpendicular a las placas, dirigida de la placa 
positiva a la negativa. 

Ejemplo. Un haz de electrones pasa entre un par de placas de un osciloscopio 
en la forma indicada en la figura 5-10. La longitud de las placas es / cm y sii. separacion 
d cm. La pantalla del osciloscopio se halla a L cm de las placas, segun se indica. Si es 
E la intensidad del campo electrico entre las placas, £cual es la desviacion vertical 
en la pantalla? La velocidad de los electrones que penetran en las placas es Vq cm/s. 


d 


(-T-i—4 



Figura 5-10 


La fuerza electrostatica F — qE es constante y la trayectoria del electron es la mis- 
ma que la de un proyectil en el campo gravitatorio local. Por tanto, la componente x 
de la velocidad permanece constante y la componente y es v — (FJm) t = (q/m) (EJv o) x. 
A1 salir la carga de entre las placas, la componente y de la velocidad es 
( qE/mvo)l . Esta componente se.mantendra constante y al cabo de un recorrido L y 
del correspondiente tiempo L/vq de transito a la pantalla, el desplazamiento en la pan¬ 
talla segun la direccion y es (qE/mvfylL. Ademas, tenemos el desplazamiento (pe- 
queno) que sufre entre las placas, {F/m)l 2 /2 = (qE/mv\2)l 2 , y hallamos que el 
desplazamiento total es y = (qE/mv\)lL(l + 1/2L). 

Fuerza magnetica . Hemos visto que la fuerza que se ejerce sobre una carga 
que se mueve en un campo electrostatico es independiente de la velocidad de 



Fig. 5-11. Fuerza que se ejerce sobre una particula cargada que se mueve en un 
campo magn6tico. 
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la particula. La situation es totalmente diferente cuando la particula cargada 
se mueve en la region existente entre los polos de un iman. En este caso, la expe¬ 
rience nos indica que la fuerza es proportional a la carga q de la particula y tam- 
bien a la componente normal v n de la velocidad en el piano de las piezas pola- 
res, es decir, F = const- qv n . La direction de la fuerza se halla tambien en el mis- 
mo piano que las piezas polares, pero es perpendicular a la velocidad, segun se 
indica en la figura 5-11. Se dice que la region comprendida entre las piezas po¬ 
lares posee un campo magnetico. La magnitud B del campo se define como la 
constante de proporcionalidad en la ecuacion anterior de la fuerza, con lo que 
tefiemos 

F = qv n B (5-21) 

La direccion del campo magnetico se toma perpendicular a v y a F, como se in¬ 
dica en la figura. Esta direccion, que es la misma que la de la aguja magnetica 
colocada en el campo, define la direccion de las lineas de fuerza del campo mag¬ 
netico, utilizadas para visualizar el campo. Cuando se mide la fuerza en newton, 
la velocidad en m/s y la carga electrica en coulomb, la intensidad del campo mag¬ 
netico definida por la ecuacion (5-21) se obtiene medida con la unidad N-s/m-C 
a la que se da el nombre de tesla. Como la fuerza es perpendicular a la velocidad 
de la particula, la magnitud de la velocidad no variara, pero si su direccion. Por 
tanto, cuando la velocidad es perpendicular a un campo magnetico uniforme, 
la trayectoria de la particula es circular. 

Ejemplo. Una particula de carga electrica q y masa m se mueve perpendicular- 
mente a las lineas de fuerza del campo magntiico existente entre los polos de un iman. 
El campo magnetico B es constante. La fuerza que se ejerce sobre la particula tendra, 
pues, magnitud constante igual a qvB y es perpendicular a la velocidad, es decir, las 
condiciones corresponden a las del movimiento circular. La trayectoria es circular y 
su radio vendra dado por 


es decir. 



F = qvB 


m v p 
q B qB 


El tiempo que emplea en dar una vuelta completa es, pues,i = 2rR/v = 2ir(m/qB), 
y la velocidad angular correspondiente es 


w 


2tt _ q 
t m 


Es interesante observar que el periodo t es independiente de la celeridad de la par¬ 
ticula, hecho que constituye el fundamento de los aceleradores de particulas tipo mag- 


Ingard — 10 
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n6tico, tales como el ciclotrdn. La frecuencia caracteristica correspondiente recibe 
el nombre de frecuencia ciclotrdnica. 

i 

5-4 Fuerza dependiente del tiempo. Frecuentemente se da la fuerza que se 
ejerce sobre una particula como funcion del tiempo, como en el caso de una 
particular con carga electrica situada en un campo electrico variable con el tiempo. 
La variation instantanea -de cantidad de movimiento en unidad de tiempo y la 
aceleracipn de la particula se daran, por tanto, en funcion del tiempo, pero si 
queremos determinar la velocidad o la trayectoria de la particula, deberemos 
resolver la ecuacion del movimiento 

i 

i m s= m %= F ® ^ 

Para las components y y z existen ecuaciones analogas. El problema estriba- 
en determinar v y x a. partir de esta ecuacion. Si„u y x son funciones dadas del 
tiempo, la fuerza se hallara geometricamente a. partir'de'la pendiente de la curva 
representktiva de p en funcion de t (cap. 3), o analiticamente por derivacion. 
Los aspectos analiticos de este problema son puramente matematicos y para 
detalles femitiremos al lector a los textos clasicos de Calculo infinitesimal. Va- 
mos a presentar solamente un repaso breve del metodo fundamental que inter¬ 
vene en dicho andlisis. 

i ‘ 

i 

Para.qxpresar que una cantidad, por ejemplo x, depende del tiempo, escribiremos 
x = x(t),. donde t es la variable de la que depende x. La dependencia funcional de t 
puede ser jc(/) = Ct 2 , x — A sen cot, etc. Supongamos ahora que para una x(t) dada 
queremos hallar la velocidad y aceleracidn correspondientes v(r) y a(/). Como ejemplo, 
consideremos una funcidn sencilla tal como x — Ct 2 . El valor de la constante C de¬ 
pende de las unidades de medida de x y /, y supondremos que se han tornado de mahera 
que la constante sea igual a la unidad. Tenemos entonces 

x = t 2 

Para deteiminar la velocidad instantanea que, por definicidn, es el Hmite al que tien- 
de Ax/At cuando At tiende .a cero, determinaremos primeramente el valor de Ax . es 
decir; el increment© de la coordenada x del cuerpo cuando el tiempo crece de t a t .+ 
At. Evidentemente, este incremento es 

Ax = x(t + At) — x(t) = (t-\-At) 2 — t 2 

; = t 2 + (At ) 2 + 2t At — t 2 = 2tAt + (At ) 2 (5-23) 

En consecuencia, obtenemos . 

I ' • 

i 


£-■#+* 

At 
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que se convierte en la velocidad instantanea al hacer tender a cero At : 



Asi, cuando el cuerpo se halja en x = t 2 , su velocidad es v — 2t. Anilogamente, po- 
demos hallar la aceleracibn calculando el limite de Av/At: 


a 


dv 

Tt 


lim « liin 

A<=0 At 0 


2 (t + At) — 2t 
At 


= 2 


Si partimos de una dependencia mis general del tiempo, tal como x — t n , la velo¬ 
cidad resulta ser 


v 


dx - vt "- 1 

Tt 


(5-24) 


y para n — 2, se reduce a It, como antes. La aceleracibn correspondiente es 


a 


dv 

dt 


j2 

d X f 1 \.n— 2 


Analogamente, cuando la posicidn es i = kt n , donde k es constante, la velocidad 
resulta ser v = hnt n ~ l . 

Cuando un.a funcion es una suma de terminos, su derivada no es mas que la suma 
de las derivadas de los distintos tdrminos. Por ejemplo, si x = t 1 + / 3 , la derivada es 
dx/dt = It + 3 1 2 . Si la funcidn x — x(t) es el producto de dos funciones del tiempo, 
x = f(t)g(i), su derivada es dx/dt =f(t) (dg/dt) + g(t) ( df/dt ). Podemos ver que esta 
relacion es compatible con las formulas anteriores considerando, por ejemplo, * = / 5 . 
Segun la ecuacion (5-24), la derivada de esta funcion es dx/dt = 51 4 . Si considera- 
mos t 5 como producto de t 2 por t 3 , la «f6rmula del producto» da dx/dt = 2 t-t 3 •+■ t 2 - 
3 1 2 =5 

A partir de la definicibn general y del procedimiento dados por la ecuacibn (5-23) 
podran encontrarse siempre las. derivadas de funciones mds complicadas. Se dispone, 
ademds, de tablas extensas de dx/dt para gran numero de funciones x(t). 


Ejemplo. La posicibn de un cuerpo queda determinada pair x = 4t — 3 1 3 , donde 
x se mide en metros y t en segundos. iCudndo es nula la velocidad del cuerpo. y cual 
es entonces la aceleracion? (t es positivo). 

Utilizando la expresion general de la ecuacibn (5-24), obtenjfcmos la derivada de x 
respecto al tiempo 

dx . nj 2 , 
v — — = 4 — 9t m/s 
dt 
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Si hacemos v = 0 — 4 — 9/ 2 , hallamos t — (+)2/3 s. Analogamente, la aceleracion 
se obtiene derivando la expresion de la velocidad: 


_ dv 
dt 


—m 


Cuando t = 2/3 s, la aceleracion' es —12 m/s 2 . 


Consideremos el caso contrario eti el que se da F{t) y se buscan v(t) y x(t). 
Empecemos con el caso familiar de una aceleracion constante ao, y tenemos • 

dv _ dv F 0 

m ~r = Fq o sea — = —- = a 0 

« dim 

Como la cantidad de movimiento cedida en unidad de tiempo es constante, se 
deduce que en un tiempo t la variacion total de cantidad de movimiento es igual 
a F 0 t. As! pues, si en t — 0 esp 0 >l a cantidad de movimiento del cuerpo en el 
instante t sera: 

F o 

p(t) = p 0 + F 0 i o sea v = v 0 ^- t = v 0 + at 

m. 

Consideremos ahora una fuerza proporcional al tiempo, es : decir, 

jt = F = k ‘ 

donde k es constante. Cuando la fuerza es F= kt, la cantidad de movimiento p 
debe ser una funcion def tiempo cuya derivada dpjdt sea igual a kt. En nuestro 
ejemplo, _ 

p(t) = k ~ + const (5-25) 

ya que la derivada dpjdt da la fuerza F(t ) = dpjdt = kt. Se ha anadido la cons¬ 
tante para tener en cuenta el valor que existe en el instante t = 0,o en otro ins¬ 
tante cualquiera, de la cantidad de movimiento. Ya que si es F= kt la fuerza, 



Fig. 5-12. La cantidad de movimiento correspondiente a la fuerza F x = kt es 
pit) = fct 2 /2-l- C. 
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Cualquiera de las curvas paralelas p{t) = kt 2 j2 + const, de la figura 5-12 es una 
funcion cantidad de movimiento posible. Para seleccionar la curva aplicable a 
un probleraa particular, deberemos especificar el movimiento describiendo, pc/r 
ejemplo, las condiciones en que se inicio, es decir, el valor de la cantidad de 
movimiento en t = 0. Si este valor es p( 0), la constante de la ecuacion 5-25 sera, 
simplemente, p( 0) y tendremos 

p(t) - p(0) = k ~ 

l 


Si, en vez de esto, conocemos el valor p(t{) de la cantidad de movimiento en un 
instante ti, en vez de en t = 0, hallamos que const = p(t{) — kt 2 j2. Incorpora- 
remos esto en la ecuacion 5-25 y se obtiene 

2 2 

p(t) - p(h) = k ^ - k | (5-26) 

En principio, el procedimiento, ilustrado en los casos particulares anteriores, 
para calcular la cantidad de movimiento a partir de una fuerza dada, puede apli- 
carse a una funcion fuerza arbitraria. En otras palabras, con la fuerza F(t) dada 
como funcion del tiempo, la cantidad de movimiento es igual a aquella funcion 
del tiempo que tenga como derivada la funcion fuerza. Al igual que en los ejemplos 
presentados, siempre existe una constante indeterminada que, no obstante, pue¬ 
de determinarse conociendo la cantidad de movimiento en un instante, y que 
conduce a una relacion analoga a la ecuacion 5-25 para el incremento de la can¬ 
tidad de movimiento. 

La funcion cuya derivada es igual a F(t ) recibe el nombre de integral de F(t) 
y se representa por fF(t) dt, Luego, tendremos en general 

p(0 = fF(t) dt + const (5-27) 

La funcion integral de F(t) = kt resulta ser $F(t)dt — kt 2 /2.\Jna. vez obte- 
nida la funcion integral, se obtiene analogamente la posicion de la particula a 
partir de m(dxjdt) —p(t). 

Ejemplo. Un cuerpo parte en el instante t = 0 desde x — 5 m con velocidad 
v — 3 m/s dirigida en la direccion y sentido positivo del eje x. Durante el intervalo 
de tiempo comprendido entre / = 0 y 3 s, se halla sometido a'una fuerza F — 4/ 3 N 
dirigida segun las x positivas. ^Cuales son la velocidad y posicion del cuerpo en el 
instante t = 1 s ? La masa del cuerpo es 0,5 kg. 

La aceleracion es dv/dt = a(t) = 4t 3 /0,5 = 8 / 3 , con lo que v(t) — 8 / 4 /4 + C\. En 
el instante / = 0, v(0) — 3 m/s, con lo que C\ = 3 y v{t) =2 t 4 + 3. La posicion se 
obtiene a partir de dx/dt = v(t) = 2f 4 3, es decir, x = 2/ 5 /5 + 3t + € 2 - En el 
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instante t = 0 tenemos x = 5, con lo que Ci = 5. En consecuencia, x = 0,4 t 5 + 
3/ + 5. Por tanto, en el instante / = 1, obtenemos v — 5 m/s yx = 0,4+3+5 = 
8,4 m. 

Trayectoria. Una vez halladas, en funcion del tiempo, las componentes de 
la velocidad y la$ coordenadas de la posicion a partir de la ecuacion (5-22), la 
trayectoria de la'particula queda definida en forma parametrica; es decir, la re¬ 
lation existente entre x e y (en el movimiento piano) esta expresada indirecta- 
mente en funcion del parametro t (tiempo). Elimirtando t, obtenemos la ecuacion 
de la trayectoria, segdn pudo verse anteriormente al tratar del movimiento de 
proye.ctiles. 


Ejemplo. ' El movimiento en un piano de una particula de masa m estA determi- 
nado por laslrelaciones 


x = 3 1 2 , y = 2t 3 


donde * viene dada en metros y t en segundos.- (a) iCuiles son la magnitud, direccion 
y sentido de la fuerza que se ejerce sobre la particula en el instante t = 1 /2 s ? (b) 
iCual es el dngulo que forman los vectores fuerza y velocidad? (c) £Cual es la ecuacidn 
de la trayectoria de la particula (y funcion de x) ? 

(a) Las componentes de la velocidad son 


dx 

^ 




y las componentes de la aceleracidn son 


o* 


dv x ■ 

W = 6 ' 



12 1 


En el instante t = 1/2 s, las componentes de la aceleracion son a x = 6 y a y = 6. 
La magnitud de la aceleracidn es entonces a =6V2 y forma un Angulo de 45° con el 
sentido positivo del eje x. La fuerza tendrA la magnitud |.P| = mo, e igual direccidn 
y sentido que la aceleracion. 

__ ^ E1 vector velocidad tiene en el instante t = 1/2 las componentes v x = 3 y v y 
= 6/4. FormarA, pues, con el semieje positivo de. las x un Angulo d v = 
arc tg ( v y /v x ) arc tg [6/(3’4)] = arc tg (1/2) = 26,6°. El Angulo que forman la 
fuerza y la velocidad serA, pues, 45 - 26,6 = 18,4°. 

(c) Elimmando t se llega a / = a/ z/3, y por tanto 


‘J 


y = 2 


3/2 



Problemas 


5-1. Desde lo alto de un despena- 
dero de altura h sobre un piano horizon¬ 
tal, se deja caer un cuerpo A. Simultanea- 
mente, se dispara horizontalmente con 
una velocidad v, desde el mismo punto, 
otro cuerpo B. iCual de los dos cuerpos 
alcanzara antes el suelo? Desprbciese la 
resistencia del aire. 

5-2. Desde el suelo y con un angulo 
de elevacion de 45° Se dispara un proyectil 
con celeridad 400 m/s. iCuanto tardara 
en volver al suelo? Desprbciese la resis¬ 
tencia del aire. 

5-3. Se dispara un proyectil desde 
el suelo de manera que su alcance sea / 
y su altura maxima sobre el suelo, h. 
iCuales son la velocidad inicial y el angulo 
de elevacion del proyectil expresados en 
funcion de A, / y gl Despreciese la resis¬ 
tencia del aire. . 

5-4. Con un dngulo de elevacibn de 30° 
y una celeridad de 200 m/s se dispara una 
partlcula de 100 g. (a) ^Donde alcanzara 
el suelo el proyectil? (b) Si representamos 
por / la distancia pedida en (a), deter- 
minar la magnitud y direccibn del vector 
cantidad de movimiento cuando la coor- 
denada x de la particula es 0, 1/4,1/2, 31/4 
y I. (c) Tomando origen comun para todos 
los vectores determinados en (b), tra- 
cese un diagrama vectorial de las canti- 
dades de movimiento. Dense cuenta de 
que los extremos de los vectores cantidad 
de movimiento se hallan sobre una recta 
vertical y que la variacibn en unidadde 
tiempo del vector cantidad de movimiento 
es igual a mg. (d) ^Cudl es la variacibn 
total de cantidad de movimiento de.'la 
partlcula durante su movimiento ? (e) Ob- 
servese que las direcciones de los vectores 
fuerza y velocidad son diferentes en todo 
momento. £ Cuando seran perpendicu- 


lares los vectores fuerza y velocidad? Des-. 
prbciese siempre la resistencia del aire. . 

5-5. Un canon situado en x = 0, 
y = 0 tiene un alcance maximo L. De- 
terminar los dos Angulos de elevacibn <^ue 
corresponden a un bianco situado en 

*^1 ~ lm/ 2 , 2/1 = lm /4 

5-6. Se dispara un proyectil desde 
un lugar del suelo de manera que el al¬ 
cance y tiempo de vuelo previstos.-sean 
/ y T, respectivamente. En el punto mds 
elevado de su trayectoria, explota el pro¬ 
yectil, dividibndose en dos partes iguales. 
Despues de la explosion, ias dos partes 
se mueven en el mismo piano que la tra- 
yeqtoria inicial. Al cabo de un tiempo 
T/2 despubs de la explosibn, una de las 
partes alcanza el suelo en el punto desde 
el que se disparb el proyectil. JDbnde 
y cuando alcanzara el suelo la otra 
parte? 

5-7. Si se halla en brbita un satblite 
artificial a una altura. de 300 km sobre la 
superficie terrestre, icual debe ser la ve¬ 
locidad del satelite? El radio terrestre es 
de 6 370 km. Utilicese g = 9,8 m/s 2 . £Con 
qub frecuencia dard vueltas alrededor de 
la Tierra y durante cuanto tiempo serd 
visible desde un punto de la superficie 
terrestre? 

5-8. A un extremo de un resorte 
que tiene, indeformado, una longitud de 
0,5 m y cuya constante es de 400 N/m, se 
fija un cuerpo de 2 kg. A bste se le hace 
recorrer una circunferencia • horizontal 
sobre una mesa exenta de rozamientos 
mientras se mantiene fijo a la mesa el otro 
extremo del resorte. (a) Si el radio de la 
circunferencia resulta ser de 1 m, icual 
sera en tal caso la celeridad del cuerpo? 
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(b) Si se duplica la celeridad, icudl deberd 
ser el nuevo radio? 

5-9. En un vehiculo de pruebas de 
laboratorio, se sujeta una persona a un 
asiento situado al extremo de un brazo 
horizontal de -5 m de longitud y se hace 
girar el brazo alrededor de un -eje ver¬ 
tical situado en el otro extremo. ^Cuantas 
revoluciones por segundo debe dar el 
brazo para imprimir a la persona una 
aceleracibn radial de 10 gl (g = 9,8 m/s 2 ). 

5-10. Una cuerda de longitud / 
tiene en uno de sus extremos un cuerpo 
de peso p. El otro extremo de la cuerda 
se mantiene fijo al moverse el cuerpo reco- 
rriendo una circunferencia vertical, (a) 
£,Cual es la menor celeridad que puede 
tener el cuerpo en la parte mas alta de la 
trayectoria y mantenerse en ella? (b) Si, 
en las condiciones anteriores, la tension 
en la parte mas baja es 6 mg, £cual es la 
celeridad en la parte inferior? 

5—1-1. Un motorista recorre una cir¬ 
cunferencia horizontal por la pared de un 
cilindro vertical de radio r. £Cual es la 
minima celeridad que lo mantendria en 
movimiento si es p el coeficiente de roza- 
miento entre las ruedas y la pared? Apli- 
cacion al caso r = 5 m y p = 0,25. 

5-12. Un cuerpo sujeto al extremo 
de una cuerda recorre una circunferencia 
vertical. Cuando la cuerda forma, un an- 
gulo de 45° con el sentido hacia arriba 
de la vertical, se anula la tension de la 
cuerda. iCuAl es la celeridad del cuerpo 
en dicho punto? Describir el movimiento 
subsiguiente del cuerpo. iDonde se halla 
el cuerpo cuando vuelve a tensarse la 
cuerda? (Se permite la resolution gra- 
fica.) 

5-13. Un coche recorre una curva ho¬ 
rizontal de radio de curvatura r. (a) Si la 
carretera es horizontal y el coeficiente de 


rozamiento es p, £cual es la celeridad ma¬ 
xima que puede llevar el coche sin empezar 
a deslizar? (b) i,Que angulo debe tener de 
pendiente hacia adentro la carretera para 
que la fuerza de contacto que se ejerce 
sobre el coche que se mueve a velocidad v, 
sea normal a la carretera? (c) iQuf in- 
fluencia tendra sobre el resultado la masa 
del coche? 

5-14. Una vagoneta recorre un «aro 
de la muerte» cuyo radio de curvatura 
es r en la parte mas alta y en la mas baja. 
La fuerza de contacto entre la vagoneta 
y el carril no debe superar al sdxtuplo del 
peso de la vagoneta. iCual sera, pues, 
la celeridad. maxima de la vagoneta en la 
parte mas baja? £Cual es la mayor cele¬ 
ridad que puede tener en la parte superior 
para que la fuerza de contacto que se 
ejerce en dicho punto sobre la vagoneta, 
sea cero ? 

5-15. En el modelo de Bohr del 
dtomo de hidrogeno se considera que en 
torno a un pequeno nticleo cargado posi- 
tivamente se mueve un electron reco- 
rriendo una trayectoria circular. La fuerza 
electrostatica que se ejerce entre electron 
y nucleo esta dada por 


donde r (en cm) es la separacion entre 
electron y nucleo. iCual debe ser el orden 
de magnitud de la velocidad del electron 
si su orbita tiene un radio r 10“ 8 cm? 
La masa del electron es m = 9,1 10' 28 g.. 

5-16. Una partlcula pequena, se mue¬ 
ve en una orbita gravitatoria prbxima a 
la superficie de una esfera de densidad q. 
iCual es el tiempo empleado por la par- 
ticula en dar una vuelta? 

5-17. Una particula con carga electri- 
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ca q y masa m atraviesa un campo elec- 
trico constante E entre dos placas planas 
paralelas de longitud xo : La parti'cula 
.penetra en el campo con una velocidad 
v perpendicular al campo electrico. lC ual 
es la velocidad de salida de la particula? 

5-18. Se proyecta una parti'cula de 
carga electrica q y masa m en un campo 
magnetico constante de manera que su 
velocidad v forme un angulo ^ con la's 
lineas de fuerza del campo magnetico. 
Describir el movimiento. 

5-19. Supongamos que, en el pro- 
blema anterior, se anade un campo elec¬ 
trico de intensidad E, paralelo a las lineas 
de fuerza del campo magnetico. <,Cual 
sera la naturaleza del movimiento? 

5-20. Una particula se mueve con 
velocidad angular co constante en una tra- 
yectoria circular de radio r. La posicion 
angular 9 de la particula se mide respecto 
al eje x y se toma / = 0 de manera que 
se tenga 9 — <ot. (a) Trazar, en la posicion 
de la particula, el vector velocidad en el 
instante t y determinar las proyecciones 
de este vector sobre los ejes x e y. (b) 
Trazar el vector aceleracion y determinar 
sus proyecciones sobre los ejes x e y. Com- 
parar los resultados con los obtenidos 
en el apartado 5 — 2. 

5-21. Una particula de masa m se 
mueve siguiendo una recta, partiendo del 


reposo en / = 0 bajo la accion de una 
fuerza Fr = FoO/fy), donde F 0 y to son 
constantes. En / = to se anuja brusca- 
mente la fuerza y empieza a actuar una 
nueva fuerza Fz = — F 0 [(r — /o) 2 //o 2 ]- 
iDonde y cuando empezara a volver al 
origen la particula? 

5-22. Un cuerpo se mueve siguiendo 
una trayectoria respecto a un sistema de 
coordenadas xy de la manera siguiente: 

x = at 1 , a = 3 cm/s 2 

y = bfi b = 2 cm/s 3 

donde t es el tiempo. (a) iEn que ins¬ 
tante tz es paralela la velocidad del cuerpo 
a Ja recta x — y r ! (b) iE-n que instante t\ 
es paralela la aceleracion a la recta x = y ? 
(c) i,Cual es la velocidad media (magnitud 
y direccion) en el intervalo de tiempo 
h ~>i ? 

5-23. A partir de la distancia cono- 
cida de la Tierra al Sol, la masa conocida 
de la Tierra y del tiempo-.conocido que 
tarda la Tierra en dar una vuelta com- 
pleta alrededor del Sol, hallar la fuerza 
que debe estar ejerciendose sobre la Tierra. 

Una buena cuerda de nylon de 1 cm de 
diametro soportaria un peso de 10 000 kg. 
oCuantas cuerdas de este tipo serian nece- 
sarias para mantener la Tierra en s’u orbita, 
en ausencia de la fuerza gravitatoria ? 
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IMPULSO Y TRABAJO 

\ 

Resumen. Si se conoce la position de un cuerpo en funcidn del 
tiempo, puede determinarse el comportamiento detallado de la fuerza 
que se ejerce sobre el cuerpo. Inversamente, si se conoce en funcidn 
delj tiempo o de la position, la fuerza que se ejerce sobre e.L.cuerpo, 
podrdn predecirse los detalles del movimiento del cuerpo. En cambio, 
si sOlo se conocen las variaciones totales de cantidad de movimiento 
o celeridad de un cuerpo, s6lo se podran determinar ciertos efectos 
integrates de la fuerza conocidos, respectivamente, por los terminos 
impulso y trabajo. Inversamente, de los valores conocidos del impulso 
y del trabajo pueden hallarse las variaciones totales de la cantidad de 
movimiento y de la energla cinetica, respectivamente. El impulso, que 
es igual a la variation de la cantidad de movimiento,. es un vector. 

El trabajo, que esta relacionado con la variation de la energla cinetica, 
es una cantidad escalar. 

Como :ya se menciono anteriormente, el estudio del movimiento se ocupa, 
en terminos generales, de dos tipos de problema. En uno de ellos, se conoce el 
movimientjo de antemano y hay que hallar la fuerza que se ejerce sobre el cuerpo. 
Este tipo de problema es el mas fundamental para la Fisica y en los capitulos ante- 
riores hemos dado varios ejemplos de el. Son ejemplos clasicos la teoria de la gra¬ 
vitation universal de Newton y los estudios de Rutherford que condujeron 
al modelojatomico nuclear (vease cap. 10). En el otro tipo de problemas se co¬ 
nocen (o se consideran conocidas) las fuerzas y hay que determinar el movimien¬ 
to del cuerpo. Intentamos ahora predecir que fenomenos van a ocurrir —cual. 
sera el movimiento de un satelite o de un cometa, cuantos botes dara una pelota 
de goma antes de «pararse»’ cual es el movimiento de una particula cargada 
en un campo conocido, etc. Evidentemente, cuando decimo's que se conocen 
las fuerzas, queremos significar que se ha estudiado el movimiento de otros cuer- 
pos en un medio ambiente analogo y que conoCemos, o creemos conocer, a par- 
tir de dicho estudio, las fuerzas y como dependen del tiempo, celeridad, masa, 
carga electrica y otros parametros que caracterizan al cuerpo, su movimiento y 
su medio ambiente. ' 

Sin embargo, en ocasiones no hay que abordar la descripcion de un movi¬ 
miento eni todos sus detalles. Por ejemplo, en los experimentos de choque estu- 
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diados en los capitulos anteriores no podiamos, generalmente, determinar las 
posicibnes de los cuerpos en. colision como funciones del tiempo, durante el cor- 
to tieftipo de choque; solo se hailaban las variaciones totales de cantidad de mo- 
vimiento. Analogamente, cuando un arma de fuego dispara una bala es relati- 
vamente sencillo determinar su velocidad de salida, si bien no es tan sencillo 
determinar la posicion de la bala en funcion del tiempo, mientras recorre el canon. 
En los problemas de este tipo solo se observan variaciones totales del movimiento 
y no puede determinarse en detalle el comportamiento de la fuerza en funcion 
del tiempo o de la posicion. Solo pod ran determinarse ciertos valores medios o 
integrales de la fuerza durante el intervalo de tiempo o a Io largo de la distancia 
que se considere. En el caso del choque de dos cuerpos hallaremos que, a partir 
‘ de las variaciones de cantidad de movimiento de los cuerpos, puede hallarse la 
integral extendida al tiempo de la fuerza que se ejerce durafrte el choque sobre 
uno de los cuerpos. Si se conoce la duration del choque puede hallarse tambien 
el valor medio (en el tiempo) de la fuerza. La integral de la fuerza extendida' al 
tiempo, que es igual al .producto del valor medio (en el tiempo) de la fuerza por 
el tiempo que dura el’choque, recibe el nombre de impulso de la fuerza. Analoga- 
mertte, en el ejemplo citado referente a la bala, encontraremos que su energla 
cinetica mv 2 j 2 esta relacionada con la integral de la fuerza extendida a la lon- 
gitud del canon. A partir de la longitud conocida del canon, podemos obtener 
el valor medio (en el espacio) de la fuerza. La integral de la fuerza extendida 
al espacio, que es igual a la fuerza media (en el espacio) multiplicada por el des- 
plazamiento de la bala, recibe el nombre de trabajo de la fuerza. El trabajo de 
una fuerza es, pues, en esencia, el producto de una fuerza por una longitud, mien¬ 
tras que el impulso es el producto de una fuerza por un tiempo. 

Si se conocen el impulso y el trabajo de una fuerza, podran predecirse las va¬ 
riaciones totales de cantidad de movimiento y de energia cinetica, respectivamen- 
te. Aunque se conozca en detalle la fuerza en funcion del tiempo o de la posicion, 
puede no interesarnos predecir los detalles del movimiento del cuerpo, sino sola- 
mente las variaciones de cantidad de movimiento o de energla cinetica. Estas 
variaciones pueden determinarse directamente a partir del impulso y del trabajo 
de la fuerza, sin necesidad de calcular la posicion del cuerpo en funcion del tiem¬ 
po. Hallaremos que el empleo del trabajo de una fuerza para calcular variacio¬ 
nes de celeridad de un cuerpo es especialmente util en el caso de los llamados 
movimientos vinculados o sometidos a ligaduras, en los que el cuerpo se halla 
obligado a seguir una trayectoria determinada. Ejemplos tipicos de movimientos 
vinculados son los del carrito que recorre el «aro de la muerte» y el movimiento 
de un pendulo. Los aspectos cuantitatiyos de lqs conceptos de impulso y trabajo 
se estableceran con ayuda de experimentos sencillos con un ..parrito sobre una 
pista horizontal o corl un disco suspendido por aire sobre,un piano horizontal, 
bajo la influencia de una fuerza constante. 
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6-1 Impulso de una fuerza. Para desarrollar los conceptos de impulso y 
trabajo, coraenzaremos con el experimento sencillo ilustrado esquematicamente 
en la figura 6-1. Se tira de un carrito colocado en una pista horizontal, con una 
fuerza constante F dirigida segun la pista. Puede leerse la magnitud de la fuerza 
en un dinamometro intercalado entre el mecanismo tractor y el carrito. (El mo- 
vimiento es unidimensional y, de momento, no tenemos por que atender al ca- 
racter vectorial de la fuerza). Tiramos del carrito, que parte del reposo, con la 



Figura 6-1. 


fuerza constante durante un tiempo At y medimos la velocidad adquirida por 
el carrito al final de dicho intervalo de tiempo. Si repetimos el experimento con 
carritos de masas diferentes, observaremos que las velocidades finales son dife- 
rentes, pero que las cantidades de movimiento entregadas a los distintos carri¬ 
tos son iguales todas ellas y de valor F AL Es decir, la variation de cantidad de 
movimiento. originada por la fuerza constante F durante el tiempo At = t% — es 

A p = F At 

independientemente de la masa del cuerpo. Desde luego, este resultado se deduce 
directamente de la definition de fuerza como variacion en unidad de tiempo de 
la cantidad de movimiento. A la cantidad F At se le da el nombre de impulso , 
J, de la fuerza ( constante ) durante el tiempo At: 

J = F At = F(t 2 - h) (6-1) 

Tengamos bien presente que el efecto de un impulso dado es originar una 
variacion de cantidad de movimiento, variacion que no depende de la rpasa del 
cuerpo. Luego, una fuerza resultante de una dyna ejercida durante un segundo 
origina una variacion de cantidad de movimiento de 1 g*cm/s tanto si la fuerza 
esta aplicada a un grano de arena como si lo esta a un transatlantico. Evidente- 
mente, aun cuando las variaciones de cantidad de movimiento no dependen de 
la masa, si dependen de ella las variaciones de velocidad. 

Si se representa graficamente la fuerza en funcion del tiempo (fig. 6-2), el im¬ 
pulso de la fuerza es proporcional geometricamente al area limitada bajo la cur- 
va representativa de la fuerza. La constante de proporcionalidad depende de las 
escalas tomadas para F y para t, y de ahora en adelante supondremos que se tiene 
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Fig. 6-2. Tmpulso de una fuerza constante. 


F 



Fig. 6-3. Tmpulso de una fuerza 
que varia por escalones. 


ello en cuenta al hablar del impulso como de un area. El impulso se mide en 
N-s, kp\s, dyna*s, etc. 

Hagamos variar la fuerza por escalones, como se indica en la figura 6-3, en- 
tre los instantes t\ y t 2 . En el primer intervalo At la fuerza es en el segundo 
ha variado a F 2 ,.etc. La variacidn total de cantidad de movimiento en un inter¬ 
valo de tiempo t 2 — t\ es ahora la suma de las cesiones totales de cantidad de 
movimiento en los distintos intervalos y tenemos 

J = F i At -f- F 2 At -(- F$ At -f- • • • 

De nuevo, el impulso total de la fuerza en el intervalo de tiempo t 2 — ti es pro- 
porcional al area limitada por la curva representativa de la fuerza entre las orde- 
nadas correspondientes a t ] y / 2 - 

A continuacion, dejemos que la fuerza varie con el tiempo en forma continua, 
como se indica en la figura 6-4.. Podemos tomar una aproximacion de F(t ) con- 
sistente en una sucesion de fuerzas constantes como la indicada, y el impulso 
total vendra representado por el area limitada por la linea escalonada. Al ir ha- 
ciendo cada vez menores los intervalos de tiempo, la linea escalonada se va apro- 
ximando mas y mas a la curva representativa de la fuerza y el impulso total de 
la fuerza podra seguir midiendose por el area limitada bajo la curva represen¬ 
tativa de la fuerza entre los limites fijados por 1 1 y t 2 . 

Segun ya indicamos, nos encontramos a veces ante el caso de que, habiendo 
observado el movimiento de un cuerpo, queremos saber algb acerca de la fuerza 
que se ejerce sobre el. Supongamos, por ejemplo, que hemos observado la velo- 
cidad de un cuerpo de masa m en los instantes t±y ^-Sabemos, entonces, que el 
impulso de la fuerza resultante que se ejerce sobre el cuerpo debe haber sido 
J — Ap = mv 2 — mvi. Aun cuando'el conocimiento de/no basta para una des- 
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cripcion detallada de la fuerza durante el intervalo de tiempo At, nos permite 
determinar el valor medio de la fuerza en el tiempo, 


V — L = Pa — Pi 
At t 2 — h 


(6-2) 


La fuerza media es tal que T(t 2 — t{) este representada por el area total limitada 
bajo la curva representativa de la fuerza F(t), segun se indica esquematicamente 
en la figura 6-4. El valor maximo de la fuerza en el intervalo de tiempo es siempre 
igual o mjayor que T y es igual a V cuando la fuerza es constante. 


i m 



Fig. 6-4. Impulso de una fuerza variable en forma continua. 


Las anteriores consideraciones unidimensionales relativas al impulso de una 
fuerza pueden aplicarse directamente a las componentes de una fuerza arbitraria. 
Asi, si la fuerza F es constante durante un intervalo de tiempo At, el vector J = 
=F At es el impulso de la fuerza durante el intervalo de tiempo At y la variation 
correspondiente de cantidad de movimiento viene dada por 

Ap = J = F A t (6-3) 

Si la fuerza no fuese constante durante el intervalo At, la relation (6-3) seguiria 
siendo aplicable si se sustituyera F por la fuerza media F. 

La inteipretacion del impulso como area tambien es aplicable a las compo¬ 
nentes de la fuerza. Es decir, la componente x del impulso puede representarse 
por el drea limitada por la curva representativa de F x en funcion de t. 

Ejemplo. 1. Una pelota de 200 g llega al puesto de un bateador con una veioci- 
dad de 25 m/s siguiendo una direccidn horizontal. La pelota sale disparada por el bate 
segiin un angulo de elevacidn de 30° y con una velocidad de 50 m/s. iCuil es el impul¬ 
so de la fue'rza ejercida por el bate sobre la pelota? iCuil es la fuerza media que se 
ejerce sobrejel bate si el tiempo de contacto entre bate y pelota es de 0,01 s? 



159 


IMPULSO DE UNA FUERZA 


Las cantidades de movimiento antes y despues del choque tienen por magnitudes 
P\ - wt’i = 0,2 -25 =.5 N-s, p 2 = mv 2 = 0,2 • 50 = JO N-s 
L4 magnitud de la cantidad de movimiento cedida a la pelota sera 
Ap 83 V(5 + .10 cos 30°)2 + (10 sen 30°)2~14,5 N-s 


La magnitud de la fuerza media es, pues, 




L^a direccion y sentido de la fuerza media son iguales que los del vector Ap, ilustrado 
eh la figura 6-5. 


Ejemplo 2. Un cuerpo de masa m = 2 kg recorre el eje jc en un piano horizontal 
y penetra en una region en la que se halla sometido a una fuerza de la misma direc¬ 
cion x , que depende del tiempo en la forma indicada en la figura 6-6.. 




Figura 6-6 


El «area» total, medida en N-s, limitada bajo la grafica de fueiza en el intervalo 
entre 0,1 y 0,5 s vemos que es (0,4 - 0,1) (30/2) - (0,5 - 0,4) (10/2) = 4,5 - 0,5 = 
4 N-s, que es igual al impulso de la fuerza en el intervalo de tiempo entre 0,1 y 0,5 s. 
Gomo consecuencia, la celeridad del cuerpo variara en Av = 4/2 = 2 m/s. 

Vq 

& impulso conio integral de la fuerza. Supongamos ahora que la fuerza que 
se ejerce sobre un cuerpo.yarie con continuidad y que se 66 en forma matematica 
como funcion del tiempo. Queremos expresar el impulso de la fuerza en el in¬ 
tervalo i 2 Ji.Tendremos, para la componente x de la cantidad de movimiento 
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Segun lo dicho en el apartado 5-4, la funcion cuya derivada es F x (t) se represen- 
ta matematicamente por JF x (t) dt, y se llama integral de F x (i). Asi, pues, en 
general, tendremos 

Vx{t) = IF x (t) dt -f- const. (6-4) 

Para obtener el impulso de una fuerza en el intervalo de tiempo t 2 — ti, no 
haremos mas que evaluar p x (t 2 ) — Pi(Zi),es decir, la diferencia entre los valores 
de la funcion fF x (t) dt en t 2 y t\. Ya sabemos, por matematicas, que dicha dife¬ 
rencia se representa por J*jj F x (t) dt, y se llama integral definida de F x (t). 
Luego, tenemos 

J x = Vxik) - Vxih) = f h F x {t)dt (6-5) 

Tengamos presente que F x (t) dt puede interpretarse como el area bajo la curva 
representativa de la fuerza, limitada por los yalores d. y t 2 . segun se describio 
anteriormente. 

Podemos extender a dos y a tres dimensiones este estudio. Asi, si son F X) F y , 
y F t , las componentes de la fuerza ejercida sobre un cuerpo, las componentes 
del impulso vendran dadas por 

Jx = f F x dt, J y = f F y dt, J z = f F z dt (6-6) 

J h Jii Jli 

Estas relaciones pueden sustituirse por la relacion vectorial 


P2 - Pi = J = f^Vdt (6-7) 

Jt i 

La ecuacion (6-7) se conoce con el nombre de teorema de la cantidad de. movi- 
miento, si biert no hemos de perder de vista que es consecuencia inmediata de la 
definicion de fuerza. 

Impulso sobre un sistema de particulas o sobre un cuerpo rlgido. Hemos vis- 
to anteriormente que el movimiento del centro de masa de un sistema de par¬ 
ticulas queda determinado por las fuerzas exteriores. Es decir, demostramos que 



donde M es la masa total, V es la velocidad del centro de masa y F es la fuer¬ 
za exterior resultante. A partir de aqui se deduce inmediatamente que si se cono- 
cen en funcion del tiempo las fuerzas exteriores, puede hallarse la cantidad 
AP = M AV donde AV es la variacion de velocidad del centro de masa. 


J= AP= f h Fdt 
Jii 


(6-8) 
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Si sobre un cuerpo rigido actua un impulso dado J, el movimiento del centro 
de masa no dependera del punto de aplicacion de J. Si se aplica J en el centro de 
masa, el cuerpo solo se hallara animado de traslacion; si se aplica J a una 
cierta distancia del centro de masa, el cuerpo girard al tiempo que se traslada, 
segun veremos en el capitulo 12 . Mientras sea el mismo en ambos casos el impul¬ 
so J, el movimiento del centro de masa sera el mismo. 


6-2 Trabajo de una fuerza. Volvamos al experimento de movimiento uni- 
dimensional de un carrito tirado por una fuerza a lo largo de una pista horizon¬ 
tal, indicado en la figura 6-1. Cuando se aplicaba la fuerza durante un intervalo 
de tiempo constante At, la variation de cantidad de movimiento del carrito era 
siempre la misma, independientemente de cual fuetfa la masa .del carrito. Ahora 
vamos a tirar de los carritos con una fuerza \F constante a lo largo de una distan¬ 
cia dada, digamos, desde x = 0 hasta x = xi. Para recorrer la distancia xiun 
carrito mas pesado empleara mayor tiempo que unb mas ligero y, en consecuen- 
cia, al carrito mas pesado se le comunica un mayor impulso y una mayor canti- 
dad de. movimiento. Como la fuerza es constante, el carrito se acelerard unifor- 
memente y tendremos . 


1 F 2 
zi = 5 - t 2 

2 m 


1 m 


Cuando se elimina t entre estas dos expresiones, obtenemos 

j 

= V2Fxi/m 

o sea 

Pi = mv i = -\/2mFx\ (6-9) 


La cantidad de movimiento suministrada al carrito por la fuerza ya no es 
independiente de la masa de aquel, como ocurria cuando se aplicaba la fuerza 
durante un tiempo dado. La cantidad de movimiento es proporcional a la ralz 
cuadrada de la masa m. Sin embargo, en la ecuacion (6-9) vemos que hay otra 
cantidad que es la misma para to'dos los cuerpos, independientemente de su masa, 
a saber, 


Pi _ mv i 

2m 2 


Fx i 


Es decir, cuando se ejerce una fuerza constante a lo largo de una distancia especi- 
ficada sobre cuerpos inicialmente en reposo, todos adquieren el mismo valor de 
la cantidad p 2 /2m = mv 2 / 2. A esta cantidad se le da el nombre de energla cine- 
tica y la representaremos por E. Jugara un importantlsimo papel en la teoria 
del movimiento, ya que esta relacionada con la fuerza de manera tan sencilla. 


Ingard —; 11 
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Tambieh podriamos, claro esta, tirar del carrito a lo largo de una distancia 
Tendriamos entonces 

■n mV 2 77 

e 2 = = Fx 2 


y la variacion de energia cinetica A E = E 2 — E x entrexiy x 2 s eria 


j A E = F(x 2 — Xi) = F Ax 

i 

i 

La variacion de energia cinetica en el intervalo x 2 — xisolo depende del pro- 
ducto de-jla fuerza (constante) por el desplazamiento, F(x 2 xi) = F Ax y no 
de la masa del cuerpo. A esta cantidad se le llama trabajo de la fuerza. A1 igual 
que un impulso dado origina siempre la misma variacion de cantidad de movi- 
miento independientemente de la masa, una cantidad dada de trabajo origina 
siempre la misma variacion de energia cinetica. 

La relation AE = F Ax (o bien F = AE/Ax ) es valida aunque no sea cons¬ 
tante la fuerza,-segun puede comprenderse, con tal de tomar F como fuerza me¬ 
dia. Entonces, en el limite para Ax -* 0 tenemos 

F - g ' 6 - 10 > 

La fuerza es la variacion en unidad de tiempo de la cantidad de movimiento y, 
tambien, la variacion por unidad de distancia de la energia cinetica. 

En la. deduction de la anterior relation, partimos del caso mas sencillo de 
una fuerza constante dirigida en la direction del movimiento y utilizamos las 
reiaciones para aceleracion uniforme para obtener v enfuncidn de x. Sin embargo, 
podemosi obtener el resultado (6-10) de manera matematicamente mas elegante 
a partir de F= dpjdt de la manera siguiente: Partamos de.-Ap/AL Si es v la ve- 
locidad media en el intervalo de tiempo At, tenemos Ax = v At. Sustituyendo 
At por Ax/v, obtenemos Ap/At = v(Ap/Ax). En el limite para A.x 0, esto puede 
expresarse en la forma 


dp dv d(mv 2 /2) dE 

dx ~ mV dx ~ dx ~ dx 


F = v 


( 6 - 11 ) 


Cuando se da la fuerza en funcion de x, podemos obtener la energia cineti¬ 
ca de la;ecuation (6-10) en la forma 


donde O 


E = fF x (x)dx + C 

es la constante de integration. La diferencia entre las energias cineticas 
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en Xiy £2 se obtendra eliminando esta constante y tenemos 

E%:— Ei = f F x (x) dx = W (6—12) 

donde W — F z (x) dx es el trabajo realizado por la fuerza en el intervalo 
Xi — Xi. Recordemos del estudio del impulso que el trabajo puede interpretar- 
se como el area limitada bajo la curva representativa de F x en funcion de x entre 
los llmites a-.iy X 2 como se indica en la figura 6-7. La ecuacion (6-12) constituye 
la expresion matematica del llamado teorema de las fuerzas vivas, si bien, co¬ 
mo en el caso del teorema de la cantidad de movimiento, es una consecuencia in- 
mediata de la definicion de fuerza. 



Fig. 6-7. El trabajo realizado por una fuerza viene medido por el £rea limitada 
bajo la curva representativa de F s en funcion de a:. 


Ejemplo 1. Desde una altura h sobre el suelo se suelta un cuerpo de masa m. 
iQue velocidad llevara al alcanzar el suelo? 

La fuerza mg y el desplazamiento h tienen la misma direccidn y sentido, por lo que 
el trabajo realizado es mgh. Este trabajo se invierte en incrementar la energla cinetica 
y tenemos 

mv 2 

= mgh, v = V2 gh 

Ejemplo 2. Consideremos un resorte de constante K. Cuando se halla indefor- 
mado, su extremo se halla en x = 0 (vease. fig. 6-8). Se comprime el resort.e mediante 



Figura 6-8. 
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una fuerza exterior cuya magnitud debe ser proporcional a la compresion del resorte; 
es decir, la fuerza exterior debe ser Kx, donde K&s la constante del resorte y es igual 
a 100 N/m. iCual es el trabajo realizado por la fuerza exterior sobre el resorte para 
comprimirlo una distancia xi = 4m? La grafica de F en funcion de x es la de la figu- 
ra 6-9. El trabajo realizado en una compresion desde x = 0 hasta x\ esta representado 
por el area limitada bajo la curva y es 


Kx i 100 • 16 

2 2 


800 N-m 


Analiticaroente, 

W = H Fdx = H Kx dx = ^ 
Jo Jo 2 


y W = 800 N-m, como antes. 


Ejemplo 3. La fuerza que se ejerce sobre un cuerpo varla con la posicibn en la 
forma iiustrada en la figura 6-10. iCuai es el trabajo realizado pur la fuerza? 

En estfe caso no tenemos expresion analitica de la fuerza. No obstante, podemos 
hallar un valor aproximado del trabajo estimarido el area limitada bajo la curva. Por 
ejemplo, podemos aproximar la curva representativa de la fuerza a un triangulo que 
tenga un area (0,5 — 0,1) (100/2) = 50 • 0,4 = 20 N-m. 


Unidades de energia y trabajo. En el sistema cgs, la unidad de trabajo es 
una dyna-cm, que lleva el nombre de erg. En el sistema Giorgi sera, claro esta, 
el newton-metro al que se da el nombre de joule (J). Un joule equivale a 10 7 erg. 
En el sistema terrestre, la unidad de .trabajo es el kilopondmetro (antiguamente 
llamado kilogrametro) que equivale a 9,81 J. 


F 



Distancia, metros 


Fig. 6-9. Grafica de Fen funcion de x 
para la compresion de un resorte. 



Figura 6-10 
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Trabajo realizado por varias fuerzas. Fuerzas que mo trabajamy. Iniciamos 
nuestro estudio de la energia cinetica con el movimiento de un.cuerpo a lo largo 
de una recta bajo la influencia de una sola componente F x de la fuerza en la di¬ 
rection del movimiento. El trabajo realizado por esta fuerza unica era F x dx 
y se demostrd que era igual a la variation de energia cinetica en este intervalo 


A E = mv |/2 — mo\l 2. 

Si sobre el cuerpo actuaran varias fuerzas Fi, F 2 , F 3 , . .. mientras se mueve 
en la direction x, el principio de superposicidn nos dice que el movimiento del 
cuerpo no se altera al sustituir esas fuerzas por la fuerza resultante F = Fi 
+ F 2 + F 3 + •«• cuya componente x es F x = Fix + F 2x + F^ x + • • ■. Luego, 
la energia cinetica E sera la misma en ambos casos y la variation de E vendra dada 
por A E = F x Ax = W. Sin embargo, como F x Ax = Fu Ax -f F 2x Ax + F$ x 
Ax-f • • • el trabajo total podra obtenerse como sumadelos trabajos individuales 
W\ = Fix Ax, etc. En otras palabras, podemos determinar la variation 
de energia cinetica del cuerpo como suma de las contribucior.es individuales 
al trabajo de las diferentes fuerzas que se ejercen sobre el cuerpo. 

Inversamente, cuando se representa una fuerza por sus componentes, la suma 
de los trabajos realizados por las componentes es igual al trabajo realizado por 
la resultante, hecho que utilizaremos en un estudio posterior. 

En la practica, cuando queramos calcular la energia cinetica de un cuerpo 
que se mueve bajo la influencia de varias fuerzas, hallamos frecuentemente que 
una 0 varias de ellas son perpendiculares al desplazamiento del cuerpo. Por ejem- 
.plo, la fuerza de la gravedad y la componente normal de la fuerza de contacto 
que se ejercen sobre el carrito de la figura 6-1 no influyen sobre el movimiento 
en el piano y, por tanto, no contribuyen a la energia cinetica y al trabajo reali¬ 
zado. Analogamente, una vagoneta de «montanas rusas» exenta de rozamiento 
(fig. 6-11) se mueve bajo la influencia de dos fuerzas, la de la gravedad y la fuer¬ 
za normal que la via ejerce sobre la vagoneta. Evidentemente, la vagoneta no 
tiene velocidad normal a la via y toda su energia cinetica se debe a su movimien¬ 
to a lo largo de la via; Solamente la fuerza de la gravedad tiene componente se- 



Fig. 6-11.' La fuerza normal «no trabaja». 
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gun la via, y esta fuerza sera la unica querealiza trabajo. La fuerza. normal que 
se ejercei sobre la vagoneta se dice que «co trabaja». 

Las fuerzas que «no trabajan» son, piles, perpendiculares a la direction de 
movimiento de los cuerpos, por lo que np; contribuyen a variar la energia cine- 
tica. Un movimiento obligado a seguir uiia trayectoria preestablecida, una pista 
o un alambre, o bien a moverse en un piano preestablecido, se dice que es un mo; 
vimiento ‘ vinculado. En el existen fuerzas que «no trabajan», pero su conoci- 
miento n’o es necesario para calcular las yariaciones de energia cinetica. 

Ejemplo. Con una cuerda, tiramos hori^ntalmente de un cuerpo de masa m = 
50 kg apoyado sobre una superficie horizontal. La fuerza horizontal aplicada al 
cuerpo es \Fi = 200 N (fig. 6-12). El coeficient4 de rozamiento en la superficie de con- 
tacto es n — 0,2. Si el cuerpo parte del repos$i icudl sera su velocidad cuando haya 
sido arrastrado a lo largo de una distancia «?•== 5 m? 

Las fuerzas que contribuyen al trabajo son y la fuerza de. rozamiento F x ■ — —fiN. 
El trabajo realizado por la fuerza de la cuerda es W\ = +F[d, y el realizado por la 
fuerza de .rozamiento es Wi = —/sN d. Por t#mto, el trabajo total sera W = W\ + 
Wi = {¥%— fiN) d. La componente normal de la fuerza de contacto es N = mg 
^50 • 9,81- ^490 N. El trabajo total es pues, W ^ (200 - 0,2 • 490)-5 = 102 • 5=510 J. 
El aumentb de energia cinbtica es, por tanto, mi 2 /2 = W, por lo que la velocidad tras 
haber deslizado 5 m serd 

v — \/2W/m — V2 • 610/50 ca 4,5 m/s 

Movimiento a lo largo de una curva. Los resultados obtenidos referentes al 
trabajo y a la energia cinetica pueden extenderse facilmente al caso en que el 
movimiento del cuerpo tenga lugar a lo largo de una curva arbitraria en vez de 
a lo largo.de una recta (vease fig. 6-13). Podemos aproximar el camino a una 
sucesion de segmentos rectilineos. Sea As uno de ellos y sea F la fuerza media 
a lo largo de el. El trabajo realizado por F al moverse el cuerpo es 

ATF = F, As = F As cos $, (6—13) 

donde 6, es el dngulo que forman F y As. Las magnitudes de la fuerza y del ele- 
mento de Camino son, respectivamente, F yAs. La componente de F segun la 
direccidn de As es F t — F cos 6,. 
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Fig. 6-13. Movimiento a lo largo de una curva plana. 

Observese, en la ecuacion (6-13), que el trabajo elemental puede interpretar- 

F tL T-TT\ ° r' en COm H d Pr0dUC, ° de la Masnitud AS por la 'Mpoxeme 

t 7 ' V F ‘? dlrecaon As,o bien como el produce de la magnitud de 

lajuena F por la componenleAs cos f,en la direccidn de la fuerza. Utilizando 

en f U Unia inter P retacion ’ P° demos expresar directamente el trabajo elemental 
en funcion de las componentes F x yF v de la fuerza. Asi, austituirem^s F por sus 

tTaE e de eS H y h determinarem0S Cl trabaj ° rea,izado P° r F wmo surname los 
trabajos de dichas componentes. El trabajo de F x> segun acabamos de .indicar 

el producto d eF x por la proyeccion Ax de As sobre la direccidn * Analo- 

gamente el trabajo de F y es el producto de F v por la proyeccion Ay de As 

“ p” * ^ “ fUnCi ™ de laS A°nentes de' la fuer- 


= F x Ax -j- F y Ay. 

Results, pues, que el trabajo puede expresarse de tres maneras distintas: 

AW = F. As = F As cos e, = F x Ax+ F V Ay. (6-14) 

buS!r e ;i S laba^ eram ° S d rtl ° Vimient0 e " el « l»brf otra contri- 

AW = F x Ax + F v Ay + F x Az. 

El trabajototal realizado por la fuerza F al moverse el cuerpo desde un punto 
(*ii!/ii*t) hasta otro (x 2 ,j/ 2 ,z 2 ) podra expresarse en la forma 

V-r’F x ih + [ i, F,dg+pF.dM 

Jx l J Vl Jii 

A2) , 

J (F s dx -f- F v dy -j- F 2 dz ), 


(6-15) 
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que, abfeviadamente, puede escribirse en la forma 

W = f (2) F s ds 

h i) 

El trabajo es igual al incremento de energla cinetica %mv 2 , donde v es la ce- 
lefidad. La energla cinetica. puede expresarse en funcion de las componentes de 
la velocidad en la forma s'iguiente: . 

%mv 2 = %mvl + 

Como v x solo depende de la componente F x tenemos 

f Xi F x dx = §mvl 2 — \mvl x 

Jxi 

Para las componentes y y z pueden obtenerse expresiones analogas. 

Los resultados dados por la ecuacion (6-15) pueden obtenerse directamente 
de manera formal a partir de dj>jdt = F en la forma siguiente. Tenemos 

dpx = dp s _ d(mv s /2) _ 
dt Vx dx dx 1 

En consecuencia, 

d(mvl/2) = F x dx 

Analpgamente, 

d(mvl/2) = F y dy y d(rnv 2 / 2) = F z dz 

Sumando estas relaciones, obtenemos 

dE — d(mv 2 /2 ) = F x dx + F v dy +.F, dz 

de donde se 'deduce la ecuacion (6-15). 


Ejemplo 1. Un cuerpo desliza hacia abajo por un piano inclinado y el coeficiente 
de rozamiento en la superficie de contacto es p (fig. 6-14). ^Cual sera la velocidad-del 
cuerpo cuando haya recorrido hacia abajo del piano una distancia d, partiendo del 
reposo? 

Sobre el cuerpo se ejercen tres fuerzas. El trabajo realizado por la componente 
normal N de la fuerza de contacto es nulo, ya que dicha componente es siempre per¬ 
pendicular al desplazamiento del cuerpo. El trabajo realizado por la fuerza de roza¬ 
miento F es Fd = pNd y el trabajo realizado por la fuerza de la gravedad es mgd sen- 8. 
Entonces, siendo N = mg cos' 6, obtenemos 


v = V 2 g d(senff — p cos 6) 
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Ejemplo. 2. Un pendulo consistente en un cuerpo sujeto al extremo de un hilo 
de longitude se suelta partiendo de un angulo 0, en la forma que se indica en la ifigura 
6-15. i,Cual sera la velocidad del cuerpo al pasar el pendulo por su posicion mas baja? 

Sobre el cuerpo se ejercen dos fuerzas: la tension S del hilo y el peso mg del cuer¬ 
po. El trabajo realizado por S es nulo, por ser S siempre perpendicular a la velocidad 
del cuerpo. El trabajo realizado por el peso es el producto de la fuerza mg por el des- 
plazamiento en la direccion de la fuerza. Este desplazamiento es R — R .cos 0 = 
R (1 — cos 0) y el trabajo total es 

\mv 2 = mgR( 1 — cos 0) 

Para la velocidad obtendremos, pues, 

v = V2 ^jR(1 cos 8) 

El trabajo como producto escalar de dos vectores. El trabajo y la energia 
cindtica son cantidades escaiares; uno y otra pueden especificarse mediante un 
numero. Por ejemplo, la £nergia cinetica solo depende de la magnitud de la ve¬ 
locidad de un cuerpo y io de su direccion. No obstante, es conveniente hacer 
observar que aun cuando ^el trabajo es una cantidad escalar, en su calculo inter- 
vienen dos vectores: la fuerza F y el desplazamiento As o bien Ar segun se in¬ 
dica en la figura 6-16. Segun hemos visto, el trabajo puede expresarse en funcion 




Figura 6-16 
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de las Icomponentes de esos vectores en la forma 

AW = F x Ax + F y Ay + F t Az 

Esta suma de productos de las componentes homologas. recibe el nombre de 
producto escalar F* Ar de los dos vectores F y Ar, segun se menciono en el ca- 
pitulo 1. Tenemos, pues, 

F • Ar = F x Ax + F y Ay -f F t Az — F Ar cos 6 (6-16) 

i 

donde Fy Ar son las magnitudes de F y Ar y 6 es el angulo formado por dichos 
vectores. 

Escribiendo la relation (6-15) en funtion del producto escalar, tenemos 

W = r F * dt (6-17) 

hi) 

Para un estudio general, esta manera de expresar el trabajo suele ser conveniente, 
pero en los cdlculos numericos deberemos utilizar uno de los metodos dados 
en la ecuacion (6-16). 

Potencia. El trabajo realizado por una fuerza solo depende de la fuerza y 
del desplazamiento o, en otras palabras, el trabajo determina la variacion de 
energia pinetica y es independiente de lo rapidamente que tenga lugar esta varia¬ 
cion. En muchos casos es util tener una cantidad que pueda utilizarse para des- 
cribir lo. deprisa que se realiza el trabajo, o lo rapidamente que varia la energia 
cinetica.! A esta cantidad se le da el nombre de potencia y queda definida por 




(6-18) 


Un trab,ajo AW realizado por una fuerza F que se ejerza durante un desplaza¬ 
miento dr puede escribirse en la forma F • dr. Pero drjdt no es mas que la velo- 
cidad v y por tanto tendremos 

p z= F • v = Fv cos 6 (6-19) 


donde d' es el angulo que forman F y t. 

La potencia se mide en unidades de energia (o trabajo realizado) por unidad. 
de tiempo. Luego, en el sistema Giorgi, la potencia tendra por unidad el joule/ 
segundo o watt (W), en el sistema cgs el erg/s y en el sistema tecnico el kilo- 
pondmetro/segundo, si bien suele utilizarse en su lugar el Caballo de vapor (CV) 
que valej 75 kpm/s. 
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Ejemplo. Un coche de masa m se acelera uniformemente partiendo del reposo 
hasta alcanzar una celeridad t>o en to segundos. Hallar, en funcion del tiempo, la po- 
tencia entregada al coche. 

La aceleracion sera v 0 /to , con lo que la fuerza horizontal que debe ejercer la carre-. 
tera sobre las ruedas sera mvo/to, mientras que la velocidad del coche es VQtjtQ. La po¬ 
tencia sera 

p = Fv = — • — = — t 
to to tl 

Luego, si un automovil de 1000 kg se acelera en 10 s hasta alcanzar una velocidad de 
108 km/h (30 m/s), la potencia que precisa al final de los 10 segundos ser& 

P = 1000 ‘ 3Q2 '■ 10 = 90000 W = 90 kW — 120 CV 
102. 

La potencia suministrada por el motor debera ser mucho mayor que esta, a causa de 
la resistencia del aire, rozamientos, etc., que realizan un trabajo negativo sobre .el.co- 
che acelerado. Observese que en la primera parte del periodo de aceleracion se pre¬ 
cisa muy poca potencia <,Por que? 

Trabajo realizado por una fuerza exterior sobre un conjunto de particulas. Ima- 
ginemos un conjunto de particulas de masa total M. El conjunto puede consti- 
tuir un cuerpo solido, pero el estudio que sigue es aplicable incluso en el caso 
en que las particulas no mantengan invariables sus distancias reciprocas. Hemos 
v'isto que el movimiento del centro de masa de un conjunto de particulas esta 
determinado por las fuerzas exteriores. Es decir, tenemos F = M dYjdt, donde 
F es la resultante de las fuerzas exteriores y V es la velocidad del centro de masa. 
Mu.ltiplicando escalarmente los dos miembros de esta igualdad por V se tiene 

F (6-20) 

donde E t = MV 2 / 2 es la energia cinetica de traslacion. El primer miembro es el 
producto escalar de la resultante de las fuerzas exteriores por la velocidad del 
centro de masa. La expresion (6-20) equivale a la. 

F • AS = A E t ( 6 - 21 ) 

donde AS es el desplazamiento del centro de masa. Aun cuando esta expresion 
es analoga a la del teorema de las fuerzas vivas, difiere de ella en dos aspectos 
impoftantes. En primer lugar, AS es el desplazamiento del centro de masa y no 
la distancia a lo largo de la cual actua la fuerza. En segundo,2?< es la energia 
cinetica de traslacion solamente, y no incluye la energia cinetica que podria te- 
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ner un cuerpo rigido, por ejemplo, en virtud de su movimiento de rotation. En 
el capitulo 12 se estudiara una forma mas completa de expresion del teorema 
de las fuerzas vivas, en la cual se iguala la cantidad F ■ As a AE.ionde As es el 
desplazamiento de la fuerza y E es la energla cinetica total. 

Como ejemplo sencillo de la utilization de la ecuation (6-21), considerenios 
un cuerpo rigido situado en el campo gravitatorio terrestre. La fuerza exterior 
resultante es Mg y esta dirigida hacia abajo. Si el centro de masa cae una distan- 
cia h, el termino F • AS serd igual a Mgh y este debera ser tambien igual a la va¬ 
riation de energia cinetica de traslacion MV 2 / 2. El hecho de que el cuerpo rigido 
pueda estar afectado simultaneamente de un movimiento de rotation complica- 
do, no altera el resultado. El centro de masa del cuerpo rigido se comporta igual 
que un punto material de masa M. 


Problemas 


6-1. Desde lo alto de una torre de 
100 m de altura cae un cuerpo de masa 
m — 2 kg. (a) lQu6 impulso recibira el 
cuerpo durante el primer segundo ? iy du¬ 
rante el segundo segundo? i.Cual es el 
impulso total recibido durante t segundos 
de caida? (b) iCual es la cantidad de 
movimiento de la masa de 2 kg en los 
instantes / = 1 y 2 s ? (c) Si la masa llega 
al suelo y se detiene en 0,2 s, £,que impulso 
recibe? iCual era la fuerza media que se 
ejercio sobre la masa durante el periodo 
de detention? 



Fig. 6-17. Supongase que 


6-2. Imaginemos una mesa cuadra- 
da de billar. Supongamos que los cho- 
ques que efectua la bola con las bandas 
sean perfectamente elasticos. (a) £Como 
habra que disparar una bola para que 
siga una trayectoria cuadrada ? (b) /.Qud 
impulso recibira la bola en cada choque? 
Supdngase una bola de 250 g lanzada a 
3 m/s. Especrficar las magnitudes y direc- 
ciones de los impulsos. 

6-3. Un cuerpo de masa 1,5 kg se 
mueve a lo largo del eje y en un piano 
horizontal con una cantidad de movi- 



las curvas son parabolas. 
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miento constante p y = 10 kg • m/s. Pe- 
netra en una region en la que se encuentra 
sometida a una fuerza cuyas componentes 
dependen del tiempo en la forma indi- 
cada en la figura 6-17. (a) iCuales son 
la magnitud y direccion del impulso total 
de esta fuerza? (b) <,Cual es la velocidad 
(vector) del cuerpo en el instante / = 5 s? 

6-4. Tres bolas A, B y C, de 1 kg, 
1 kg y 2 kg, respectivamente, estan conec- 
tadas por barras de peso despreciable, en 
la forma indicada por la figura 6 — 18 y 
estan en reposo sobre una mesa horizontal 
(rozamiento despreciable). Se da a la 
bola A un impulso exterior de 50 N • s 
en la direccion x y a B se da un impulso 
de 75 N • m en la direccion y. £Cual 
es la velocidad resultante del centro de 
mas a? 

y 

I 

I 

h—1/2 m-H 



6-5. La fuerza que se ejerce sobre 
un cuerpo de 2 kg es F = F m sen (2 tc t/T), 
donde F m = 20 N y el periodo es T— 0,5 s., 
(a) iCual es la cantidad de movimiento 
del cuerpo en funcion del tiempo si' es 
nula la velocidad del cuerpo en el ins¬ 
tante / = 0 ? (b) /.Cual es el impulso de 
la fuerza en el intervalo entre / = 0 y 


t = T/lt (c) iCual es el impulso en el 
intervalo entre t = 0 y / = T? 

6-6. Una fuerza tiene por compo¬ 
nentes F 2 = F 0 (t/to) y F y =F 0 (tlto) 2 en 
el intervalo de tiempo comprendido entre 
t = 0 y 3 /q* En el instante / = 0 el cuerpo 
sobre el que se ejerce la fuerza se halla 
en reposo. (a) iCnil es la cantidad de 
movimiento del cuerpo en funcibn del 
tiempo ? (b) £Es siempre paralelo al vector 
fuerza el vector cantidad de movimiento ? 
(c) iCual es el impulso total de la fuerza? 
Especifiquense magnitud, direccion y sen- 
tido. 

6-7. Se golpea una pelota de golf 
de 45 g que vuela a lo largo de una dis- 
tancia horizontal de 180 m. Ei mazo y la 
pelota estin en contacto 0,01 s. iQub 
impulso rninimo y que fuerza media ejerce 
el mazo sobre la pelota? 

6-8. Una masa de 0,5 kg confinada 
a moverse en una sola dimension tiene 
una energla cinetica que depende de x en 
la forma que se indic'a en la figura 6 — 19. 

(a) Represen tar graficamente, en funcion 
de x, la fuerza que se ejerce sobre la masa. 

(b) iQue velocidad tendra la masa en 
x = 0, 1, 2, 5 m ? (c) Hallar como varia * 


E 



Figura 6-19 
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con el tiempo. Sup6ngase que t = 0 en 
x = 0 y que la masa se mueve hacia 
x — 5. (d) .iQu e impulso recibird el cuerpo 
al moverse dex = 0ax = 5m? 

6-9. A un grano de arena de 10 -5 g 
se le da un impulso de 50 dyna • s, que 
luego se da a un c$ntimetro cubico de 
hielo (1 g) y luego fc un automovil pe- 
queno (10<| g). Sup^ngase que los tres 
cuerpos seihallan inicialmente en reposo. 
En cada caso, espebificar la variacion 
de cantidad de movimiento, la velocidad 
final y la energia cinetica adquirida. 

6-10. A una pelota de 0,1 kg se le 
da un impulso de 2N • s. iQu£ variaciones 
de cantidad de movimiento y de energia 
cinetica sufrira si (a) se halla inicialmente 
en reposo, (b) tiene inicialmente una ve¬ 
locidad de 1, 5, 10, 100 m/s en la direc- 
ci6n del impulso, y (c) tiene inicialmente 
una velocidad de 1, 5, 10, 100 m/s per¬ 
pendicular al impulso? 

6-11. Sobre un cuerpo de masa 
m — 1 kg se realiza un trabajo de 10 J. 
(a) Si la fuerza que realiza el trabqjo estd 
dirigida en la misma direccion y sentido 
que el movimiento inicial del cuerpo, la 
variacion de cantidad de movimiento isera 
mayor o menor, para velocida|es ini- 
ciales grandes o pequeiias? (b) Si la ve¬ 
locidad inicial es de 1,5 m/s, £cual „es la 
variacion de celeridad? iDepende la res- 
puesta de la direccion de la fuerza ? iSeria 
la misma la, contestacion a (b) para va¬ 


riaciones de cantidad de movimiento y de 
velocidad ? 

6-12. Un cuerpo desliza a lo largo 
del eje x y se halla propulsado por dos 
fuerzas F\ y Ft. La fuerza F\ varla con x 
tal como se indica en la figura 6-20 y 
Ft es constante e igual a 1 000 N. (a) De- 
terminar el trabajo realizado por Fj cuando 
se desplaza el cuerpo de x — 0 hasta 9 m. 
(b) iCual es el trabajo correspondiente 
realizado por Ft'l (c) ^Cual es la veloci¬ 
dad del cuerpo en x = 10, si parte del 
reposo en x = 0 y el peso es de 400 kg? 

6-13. Una bala de masa m = 50 g 
sale del canon con una velocidad vq = 400 
m/s. La longitud del canon es d = 1 m. 
En su interior, se supone constante la 
fuerza que se ejerce sobre la bala. iCual 
es esta fuerza? 

6-14. Se tira de un bloque de masa 
m con un hilo inclinado un dngulo 0 res- 
pecto a la horizontal, estando situado' el 
bloque sobre un piano horizontal. El 
coeficiente de rozamiento entre este y el 
bloque es /x. (a) Cuando se ha tirado del 
bloque una distancia x, £cual es su velo¬ 
cidad? (b) iDonde esta el bloque t se- 
gundos despuSs de empezar a tirar? 
£Qud fuerza se precisa para mantener 
en movimiento el bloque con velocidad 
constante? iCuanto trabajo realiza por 
segundo la fuerza en este caso ? 

6—15. Una cuenta de masa 1 g puede 
deslizar libremente por un aro vertical 




Figura 6-20 
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de radio 100 cm exento de rozamiento. 
(a) Si se suelta la cuenta desde la parte 
superior del aro, £cual es su energia cine- 
tica cuando llega a la parte inferior? (b) 
iPor que «no trabaja» la fuerza normal 
entre aro y cuenta? (c) Las componentes 
x e y de la fuerza normal, £son fuerzas 
que no trabajan? iCorho puede adquirir 
la cuenta una componente x de la velo¬ 
cidad? 

6-16. En la figura 6-21 se repre- 
senta esquematicamente una cuenta de 
masa m que desliza hacia abajo por una 
cuerda de un circulo vertical, exenta de 
rozamiento. iComo depen.dera de 8 el 
tiempo de recorrido de B a A ? 



Figura 6-21 


6-17. Un cohete se mueye horizon- 
talmente bajo la accion de una fuerza 
F x = Fq (1 - f - x/xq) en la region entre 
x = 0 y x — 5xo, y de la accion de la fuerza 
de la gravedad F y = — mg. Bajo la in- 
fluencia de estas fuerzas, el. cohete se 
desplaza de jc = 0, y = 5*o, hasta * — 4xo, 
y — 2xo en to segundos. (a) ^Cual es la 
variacion de energia cindtica del cohete 
en este intervalo? (b) iCual es la po- 
tencia media suministrada al cohete en 
este intervalo de tiempo? 

6—18. Las componentes de una fuer¬ 
za, expresadas en newtons, son F x = 
10 (1 + */2) y F y = 20 (1.+ y¥, donde * e 


y se miden en metros, (a) iQui trabajo 
realiza esta fuerza cuando el cuerpo, ac- 
cionado por ella, se desplaza desde *i = 0, 
y) — 1 m, hasta *2 = 4 m, y 2 = 2m? 
(b) Si el cuerpo tiene una masa m = 0,5 kg, 
icual es la velocidad del cuerpo en (* 2 , yi) 
si parte del reposo en (* 1 , yi)? (c) £Se 
moveria en realidad el cuerpo de (*i, yO 
a (* 2 > ^ 2 ) bajo las condiciones iniciales 
dadas, si no se hallara bajo la influencia 
de otras fuerzas? 

6-19. Eh un acelerador de gran ener¬ 
gia se da a un electron una energia de 
4 MeV = 4 • 10 6 eV. £Cual es la Yelocidad 
final del electron? (Masa en reposo del 
electron = 9,1 • 10— 31 kg, 1 eV = 1,6 • 
10-19 J, 1 MeV = 1,6 • 10 — 13 J). Compa- 
rese esta velocidad con la de la luz. £Cree 
usted que el cilculo realizado es valido? 

6-20. Estime la potencia que es Yd. 
capaz de desarrollar (a) subiendo un tramo 
de escalera, (b) subiendo en bicicleta una 
pendiente de 10°, (c) acelerando desde el 
reposo hasta 10 m/s ert 1 s, (d) levantan- 
dose de la posicion de sentado a la de 
en pie. 

6-21. Sobre el suelo, se hallan ini- 
cialmente en reposo una masa m 1 y 
otra mi- La masa mi se lleva a una altura 
h 1 y luego se lleva a una altura A 2 la masa 
7712-Calcular el trabajo W\ y W 2 necesario 
para llevar estas masas a sus respectivas 
alturas. Demostrar que el resultado es el 
mismo que el requerido para llevar una 
masa mi + m 2 hasta la altura de su 
centro de masa. 

6-22. Un cuerpo de masa 2 kg pasa 
por el punto 1 (*1 = 0, y\ = 0) con una 
celeridad de 2 m/s y pasa por el punto 2 
(*2 = 2, y 2 — ?) con una celeridad de 
3\/3 m/s. Sobre el cuerpo se ejercen dos 
fuerzas, una de las cuales tiene por com¬ 
ponentes F\ x = 6x -F 1, Fiy = 0 y la otra 
p2 x = 0, F2 y — — 2y + 6. (Las fuerzas se 
dan en newton y las distancias * e y en 
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metros), (a) iQue trabajo total se realizb 
sobre el cuerpo al desplazarse del punto 
1 al 2 ? (b) iQue trabajo realizo la fuerza F\ 
sobre el cuerpo ? (c) iQud trabajo reali¬ 
zo sobre el cuerpo la fuerza Fi y cual es 
el valor de y%\ 

6-23. Dos partlculas A y B, de igual 
masa m, estan unidas mediante un re- 
sorte de constante K. El sistema se halla 
inicialmente. en reposo sobre una super- 
ficie horizontal exenta de rozamientos y el 
resorte no esta deformado. Se aplica 
a A un impulso instantaneo J, como se 
indica en la figura 6-22. ^Cudl es la 
velocidad de A inmediatamente despu^s del 
impulso, y cual es su energla cinetica? 
/.Cual es la velocidad del centro de masa ? 

j— >&vmmwtr® 

Figura 6-22 

6-24. Sobre una mesa horizontal se 
halla en reposo un cuerpo A de masa m. 
Con el choca otro cuerpo B de masa 
2m que se mueve a lo largo de una recta 
horizontal de la mesa. Las velocidades 
del cuerpo B inmediatamente despues 
e inmediatamente antes del choque son, 
respectivamente, v/2 y v. El movimiento 
despues del choque tiene lugar a lo largo 
de la misma recta que antes. 

(a) iCual es la velocidad de A inme¬ 
diatamente despu6s del choque? (b) £Que 
fraccidn de la energia cin&ica inicial se 
pierde en el choque? (c) £Cudl es el im¬ 
pulso total suministrado a A por B y a 
B por A ? (d) iQue trabajo realiza B sobre 
A en el choque y cual es el trabajo rea- 
lizado por A sobre 5? (e) A causa del 
rozamiento de la mesa, los dos cuerpos 
llegaran a alcanzar el reposo. iCual es 
el cociente entre el impulso dado por la* 
mesa al cuerpo A para detenerlo, y la 
cantidad correspondiente para el cuerpo B1 


6-25. Segurv se indica en la figura 
6-23, un bloqfle de madera de masa mi 
se halla en reposo sobre una superficie 
horizontal. El coeficiente de rozamiento 
es fi. Al bloque se fija un extremo de un 
resorte de constante K y el otro extremo 
se fija a una pared. El resorte no estd de¬ 
formado. Una bala de masa alcanza 
el bloque y se incrusta en el. Hallar la 
velocidad inicial de la bala en funcion de 
la desviacion maxima x del resorte y m\, 
mi, K, P, y g‘ 



Figura 6-23 


6-26. Un bloque pequeno de masa 
m = 2 g se halla inicialmente en reposo 
en el punto mas elevado de un hemisferio 
liso de radio R = 20 cm (fig. 6-24). En 
un instante determinado se da un pe¬ 
queno empuje horizontal al bloque, que 
empieza a deslizar. Despreciando el ro¬ 
zamiento, hallar (a) la fuerza de contacto 
en funcion de la posicion y (b) el angulo 
(medido a partir de la vertical) al cual 
el bloque abandonara la superficie del 
hemisferio. 
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6-27. Se observa que un cuerpo de 
10 g situado sobre una superficie lisa se 
mueve a lo largo del eje x con una energla 
cinetica que crece 20 erg/cm. (a) £,Cual 
es la variacion en unjdad de tiempo de 
la cantidad de moviniiento? (b) Sobre 
el cuerpo se ejercen dos fuerzas constan- 
tes F ff y F fi . La fuerza F a es de 10 dynas 
y esta dirigida en el sentido positivo deL 
eje y. £CuaI es la magnitud de la fuerza 
F 4 ? (c) En un punto del eje x se observa 
que el cuerpo tiene una velocidad de 
10 cm/s. £,Hasta donde llegari el cuerpo 
durante los tres segundos siguientes? (d) 
£,Que trabajo se ha realizado sobre el 
cuerpo durante estos tres segundos? 

6—28. Consideremos un choque en- 
tre dos carritos Ay B situados sobre una 
pista horizontal. El carrito B se halla 
inicialmente en reposo. El A tiene una 
energla cinetica que Yarla con la posicion, 
en la forma indicada en la figura 6 — 25. 
Las masas de A y B son m a — 2 kg y 
m b — 2/3 kg. (a) Trazar una grafica de 
la fuerza que.se ejerce sobre A (expresada 
en newton) en funcion de la posicion de A. 

(b) Trazar una grafica de la energla cine¬ 
tica de B en funcion de la posicion de B. 

(c) £,Cual es la velocidad de variacion de 
la energla cinetica de A en la posicion 
* = 3? 



6-29. Una partlcula cargada A se 
mueve a una gran velocidad Vo & lb largo 
de una recta y pasa a una distancia d 


de otra partlcula cargada B que se halla 
inicialmente en reposo. Las dos partlculas 
se repelen con una fuerza Kjr 2 , siendo r la 
separacion entre A y B y K una constante 
(Fig. 6-26). 



Como A va muy deprisa, su accion sobre 
B puede considerarse como un impulso 
instant&neo normal a la llnea de movi- 
miento de A; en otras'palabras, el cuerpo 
B no inicia su movimiento hasta haber 
pasado A. Determinar, con estas hipo- 
tesis, la energla cedida a B. 

6-30. Un canon situado sobre un 
piano inc^jnado (6 — 30°) descansa sobre 
un apoyo en la forma indicada en la figura 
6-27. Tfas disparar horizontalmente 
un proyeOtil, el canon inicia su desliza- 
miento haicia arriba del piano (desprdciese 
el rozamfento). 

El peso del canon solo es Mg = 8 000 N 
y el del proyectil es mg — 400 N. La ve¬ 
locidad del proyectil al salir del canon es 
v = 300 m/s. 

(a) £,Cual es la velocidad del canon 
inmediatamente despuds del disparo? (b) 
iHasta que punto del piano llegara el 
candn en su ascenso? (c) Si el proyectil 
tarda 0,01 s para salir del canon, £,cual 
es la fuerza media normal al piano du¬ 
rante dicho tiempo? 

6-31. Sobre un piano horizontal 
exento. de rozamientos se empuja una 
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masa m = 1 kg con una fuerza que des- 
arrolla uria potencia constante P — 10 W. 

(a) Si la 'velocidad del cuerpo en el ins- 
tante / == 0 es vq — 1 m/s, icual es la 
fuerza en dicho instante? (b) ^En qud 
instante sera la velocidad igual a 2vq ? 

6-32. :Un cuerpo de 10 g se mueve 
a velocidad constante en el sentido nega- 
• tivo de las x sobre un piano (despreciese 
el rozamiento). Cuando pasa por x = 0 
empieza a ejercerse sobre el cuerpo una 
fuerza de ;100 dynas dirigida en el sentido 
positivo de las x. El cuerpo vuelve a la 
posicion x — 0 diez segundos despuds 
de empezar a actuar la fuerza. (a) Hallar 
la velocidad inicial. (b) iCuando y donde 
invierte la particula su sentido de movi- 
miento? (c) iCudl es el trabajo total rea- 
lizado por la fuerza durante los primeros 
diez segundos? (d) iCual es la potencia 
instantanea ' desarrollada por la fuerza 
cuando el cuerpo pasa por x — 0 movien- 
dose en el sentido positivo de las xl 

6-33. Sobre una mesa horizontal 
exenta de rozamientos descansa un bloque 
de madera de masa M — 98 g. En dl se 
incrusta una bala de masa m = 2 g que 
se mueve horizontalmente con una velo- 
cidad de 300 m/s. (a) £Cual serd la ve¬ 
locidad del. bloque despuds del choque? 

(b) iCudl es el cociente entre la* energia 
mecanica perdida en el choque y la ener¬ 
gia cindtica incidente de la bala? 

. 6-34. Considerembs dos cuerpos m\ 
y m 2 que parten del reposo que s61o se 
ejercen interaccion entre si por medio de 
un resorted La fuerza entre ellos es pro- 


porcional -a sii separacidn. Si es d la se- 
paracidn inicial, icual es el cociente entre 
las energias cineticas ■ de los cuerpos 
cuando chocan? 

6-35. S£ suelta una pelota desde una 
altura h sobre el suelo-, }a cual rebota 
repetidamente. En cada rebote se pierde 
una fraccion e de la energia cinetica' que 
tiene inmediatamente antes de dl. iCuanto 
tardara la pelota en pararse? 

6-36. Un cuerpo de masa m parte 
del reposo, desliza por un piano incli- 
nado 37° una distancia de 3m, choca contra 
una pared, y rebota a lo largo del qfano 
(fig. 6-28). Utilizando el teorema de las 



fuerzas vivas, calcular la distancia x de 
maxima aproximacion, tras el regreso, 
a la posicion de partida, suponiendo que 
no se pierde energia cinetica durante el 
choque y que el coeficiente de rozamiento 
por deslizamiento es jx — 1/4. 

6-37. i,Cual es la posicidn en 
funcion del tiempo, de una masa que 
parte del reposo en x = 0 y esta sometida 



Figura 6-29 
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% una fuerza constante F? lY a una fuerza 
qpe desarrolla una potencia constante PI 
, 6—38. Un cuerpo pequeno ;de masa 
m desliza por un aro circular de radio R 
situado en un piano vertical. Si el cuerpo 
parte con una velocidad v 0 del punto mas 
bajO del aro, determinar la. fuerza de con- 
tacto que se ejerce sobre el aro, en funcion 
de la position del cuerpo. <,Que valor debe 
tener vo para que la fuerza de contacto 
en el punto mas alto del aro sea nula ? 


6-39. Se fija un cuerpo a un ex- 
tremo de una cuerda de longitud R — 1 m, 
cuyo otrb extremo esta fijo a un piano 
inclinado- de la manera indiCada en la 
figura 6-29. El angulo de inclinacion 
del piano es 8 = 30°. La masa del cuerpo 
es m = 2 kg. iCuanta energla cinetica 
perdera el cuerpo al recorrer el camino 
semicircular de A a B7 El coeficiente de 
rozamiento por deslizamiento entre la 
masa y el piano es n = 0,25. 



CAPITULO 7 


ENERGIA 

Resumen. Cuando las fuerzas que se ejercen sobre un cuerpo son 
de un tipo determinado (conservativas), podemos introducir el concep- 
to de energi'a potencial, V, y formular el principio de conservacion de 
la energi'a mecanica total, H = E 4- V, donde E es la energia cinetica 
del cuerpo. Como H es una constante del movimiento y V solo depen- 
de de la posicion, la energia cinetica y la celeridad del cuerpo tambien 
dependeran solamente de la posicion. El movimiento se puede descri- 
bir convepientemente y en forma vlvida mediante diagramas energe- 
ticos, a p'artir de los cuales se pueden observar las caracterlsticas ge- 
nerales del movimiento. Despuds de analizar estas ecuaciones del mo¬ 
vimiento de un cuerpo sometido a la influencia de una fuerza conser- 
vativa, se estudia la extension del concepto de energia y se realiza un 
examen cualitativo de las diVersas formas de energia. En su forma 
general la energia, como la cantidad de movimiento, es una cantidad 
que se conserva en la Naturaleza. 

El concepto de energia cinetica resultaria esteril si no tuviera iin significado 
que vayamas alia del que hemos visto hasta ahora. Vimos que cuando se conoce 
en funcion de la posicion la fuerza resultante que actua sobre un cuerpo, puede 
calcularse el trabajo de la fuerza, permitiendo as! la prediction de la energia 
cinetica y de la celeridad del cuerpo en funcion de la posicion. Es esta una pro- 
piedad muy importante y util de la energia cinetica, porque en muchos casos se 
conoce la fuerza en funcion de la posicion. Pero la importancia del concepto de 
energia se extiende mucho mas alia de esta relation entre trabajo y energia. Even- 
tualmente veremos que conduce a un principio de conservacion de gran genera- 
lidad e importancia. El gran- impacto de este concepto surgira lentamente, ya 
que la energia se manifiesta de muy diversas formas y por tanto precisa de mas 
de una clase de medida para poner de manifiesto su presencia. Veremos que el 
calor es una forma de la energia y que frecuentemente, cuando «desaparece» 
energia cinetica no es que haya desaparecido, sino que se ha convertido en ener¬ 
gia cinetica de los^atomos que se mueven con movimiento desordenado. Existe 
energia en las ondas luminosas, de radio y sonoras, hay energia asociada a la 
masa y existeft energias nuclear y quimica. Por tanto, debera tenerse bien pre- 
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sente que aun no Jia aparecido explicitamente todo lo que motiva nuestro interes* 
por el concepto de energia y veremos que este concepto se presents. de manera 
muy parecida a.cbmo se presento el de la cantidad de movimiento. 

7-1 Energia. potencial. ■ En nuestras consideraciones acerca de ;la cantidad 
de movimiento .qbservabamos que la cantidad de movimiento total .antes de un 
choque es siempfe igual a la cantidad de movimiento total despues de el. Tambie-n 
hemos visto que la cantidad de movimiento total permanecla invariable durante 
el choque. . 

lmaginemos ahora un choque unidimensional perfectamente elastico en el 
cual se muevan dos carritos uno contra otro con celeridades iguales. Despues 
del choque los cuerpos se separan con la misma celeridad que tenian antes y, 
en consecuencia, la energia cinetica total despues del choque es la misma que 
existia antes de el. (Veremos mas adelante, en este capitulo, que la energia cine¬ 
tica total despues de un choque es igual a la que tenia antes, en todos los choques 
perfectamente elasticos, independientemente de las condiciones iniciales.) Pero, 
^podemos formular una afirmacion analoga a la formulada en relation con la 
cantidad de movimiento y dec.ir que se conserva la energia cinetica incluso du¬ 
rante el choque? Evidentemente no, ya que en un instante del choque los carri¬ 
tos se hallan instantaneamente en reposo y por tanto carecen en absoluto de 
energia cinetica. Esta claro que la energia cinetica es constante antes del choque, 
dismirtuye a partir del instante en que los dos carritos entran en contacto, se hace 
eventualmente nula, vuelve a aumentar y recupera y mantiene, despues del cho¬ 
que, su valor inicial. 

Si la interaction entire los carritos se realiza a traves de un resorte, mientras 
este se comprime se. realizara un trabajo sobre el. Del teorema de las fuerzas 
vivas se deduce que la magnitud de ese trabajo es igual a la diminution de la 
energia cinetica de los carritos. Como estos recuperan su energia cinetica duran¬ 
te el periodo de dilatation del choque, el resorte debe realizar sobre los carritos, 
durante su expansion, la misma cantidad de trabajo que absorbio durante su 
compresion. En otras palabras, el trabajo realizado sobre el resorte durante 
la compresion puede considerarse almacenado en el resorte y este trabajo almace¬ 
nado, segun se vio en el capitulo anterior, puede expresarse en la forma Kx 2 /2, 
donde K es la constante del resorte y x su compresion. Observese que el trabajo 
almacenado en el resorte en un instante determinado no depende de si el resorte 
esta comprimiendose o dilatandose; solo depende de la longitud del resorte en 
aquel instante y, en consecuencia, de la posicion de cada carrito, solamente. A 
este trabajo almacenado le llamaremos energia potencial y la representaremos 
por V. Asi, pues, aun cuando la energia cinetica E no "se mantenga cons¬ 
tante durante el choque, la suma de las energfas cinetica y potencial si se 
mantiene. En otras palabras, si se extiende el concepto de energia para incluir a 
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la energia potencial, podemos formular un principio de conservation de la energia: 

E +-'V)= const = H (7-1) 

La suma de las energias tinetica y potential, recibe el nombre de energia meca- 
nica H,y se mantiene constante durante la interaction. Segun estudiaremos pron¬ 
to con mayor detalle, el concept o de e nergia potencial solo_ es util cuando.Ja. 
fuerza que se ejerce entre los cuerpos en interactiojiTolo~3epende de ia.distanci^I 
que los i sepafa~y~no cle sus celeridad'es relativas, por djemplo. Existe entonces 
una relation tinica entre la energia potencial y la fuerza? que se ejerce entre los 
cuerpos,. y puede determinarse de antemano la energia potencial a partir de la 
fuerza conocida. 

Coni el fin de proseguir el estudio de la energia potencial y buscar la relation 
existente entre la energia potencial y la fuerza, solo consideraremos uno de los 
cuerpos en interaction. Para mayor sencillez, consideremos que un extremo del 
resorte se mantiene en una posicion fija (lo cual corresponde al casode que uno 
de los cuerpos en interaccidn tenga una masa muy grande), segun se indica en 
la figuraj 7-1. Supongamos que el cuerpo se mueve hacia el resorte con una ener¬ 
gia tinetica constante de 50 erg. El extremo libre del resorte indeformado esta 
-situado en x = 0. Cuando el cuerpo choca contra el resorte, disminuye su velo- 
cidad. Si pudieramos medir su energia tinetica en varios puntos podriamos hallar, 
por ejemplo, que durante el primer centimetro de compresion la perdida de ener¬ 
gia tinetica es de 2 erg; durante el centimetro siguiente, de 6 erg; etc.; y que la. 
energia .cintiica varia con la posicion en la forma, jn dicada .jen- la figura 7-1. En 
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Fig. 7-1. El carrito tiene una energia cintiica inicial de 50 erg, Cuando comprime 
al resorte, jparte de su energia cindtica, y eventualmente toda, se convierte en energia 
potencial. La energia tinetica del carrito se recupera cuando se dilata el resorte y durante 
todo el movimiento, la energia mec&nica total H = E + V permanece constante. 
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x = —5 cm, la energia cinetica es nula y.$l. cuerpo^ invierte. 5 u.sen.tid 0 . de marcha. 
Encontramos ahora que ei cuerpo gana en cada intervalo una energia cinetica 
exactamente igual a la que perdio en dicho intervalo durante la compresion. 
Es decir, cuando el cuerpo pasa, por ejemplo, por x = —2 cm, tiene exactamente 
la misma energia cinetica, 42 erg, que tenia cuando paso por dicho punto duran¬ 
te la compresion. Es esta propiedad de la fuerza del resorte la que garantiza.que 
la energia cinetica perdida durante la compresion se recupere en la dilatation, 
y es esta propiedad de la fuerza del resorte la que nos permite definir y utilizar 
la energia potencial. Si un resorte no tuviera esta propiedad, es decir, si un cuerpo 
perdiera una energia cinetica AE al comprimir un resorte desde xiax 2 pero re- 
cupera menos de Ai^a'l dilatarse el resorte de x 2 axx,el concepto de energia po¬ 
tencial careCeria de utilidad, ya que £.que significaria energia cinetica acumulada 
en Xio enx 2 ?.LJn cuerpo que partiera de x 1( fuera ax 2 y volviera luego a x 1 
tendria menos energia que un cuerpo que permaneciera en refposo en Xi. 

En terminos mas. generates, para asociar una energia potencial a una fuerza 
F, .esta fuerza F debe ser tal que si un cuerpo gana una energia A E al desplazarse 
Ax' en un sentido, pierda una energia exactamente igual al realizar ese mismo 
desplazamiento Ax en sentido contrario. Elio significa que la fuerza F no debe de- 
pender de la celeridad 0 del sentido de movimiento del cuerpo, sino que debe 
depender como maximo .de. Ja ppsicion x del cuerpo. Segun esto, no podremos 
asociar—una -energia potencial a una fuerza de rozamiento por deslizamiento, 
ya que estas fuerzas siempre estan dirigidas en sentido contrario al del movi¬ 
miento y, en consecuencia, no solo dependen de la posicion del cuerpo sino tam- 
bien de la direccion y sentido de su movimiento. El cuerpo pierde energia cine¬ 
tica tanto si se desplaza una distancia Ax hacia la derecha como hacia la iz- 
quierda. Se puede asociar una energia potencial a fuerzas constantes (deben ser 
cortstantes magnitud, direccion y sentido) 0 a fuerzas que dependan solamente 
de x, ya que entonces la fuerza que se ejerce sobre el cuerpo es totalmente inde- 
pendiente de en que forma 0 cuan deprisa se rriiieve el cuerpo y las variaciones 
de energia cinetica a lo largo de Ax y de —Ax seran iguales y opuestas. Las 
fuerzas a las que puede asociarse una energia potencial reciben el nombre de 
conservativas (se conserva la energia mecanica total). Las fuerzas a las que no 
puede asociarse una energia potencial se llaman no conservativas . 

Si es A E la variacion de energia cinetica cuando el cuerpo va de x a x +Ax, 
la variacion correspondiente de energia potencial sera 

A7 = -A E (7-2) 

y la energia mecanica total H = E 4- V debera mantenerse constante. Esta claro 
que la energia potencial del cuerpo esta relacionada con la fuerza que sobre el 
se ejerce y obtendremos directamente esta relacion si recordamos que la fuerza 
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ejercida sobre un cuerpo puede expresarse en la forma F= lim (AE/Az). En- 
tonces, teniendo en cuenta que A E == — AV, se deduce qu<f" 


o sea 


_§V 

dx 

(7-3) 

—Jf(x) dz + const. 

(7-4) 


En otras palabras, cuando la fuerza solo depende de la posicion del cuerpo, la 
energla potencial se puede calcular de una vez por. todas a partir de la ecuacion 
(7-4). La constante de integration no tiene demasiada importancia, ya que 
en todos los calculos en que intervenga la energla potencial solo nos interesa, en 
ultima instancia,- la diferencia entre las energlas potenciales en dos puntos. Por 
tanto, en cada caso particular, se toma la constante de manera que haga lo mas 
sencilla posible la expresion de la energla potencial. En lo que sigue podra verse 
bien esto. 

Del estudio anterior .se d educe ahora que, para una energla mecanica .total, 
dada, la energla cinetica, as! como la potencial, solo dependen de la posicion 
del. cuerpo. Podemos, pues, preparar un diagrama de la energla potencial .y de 
ia energla cinetica del cuerpo a partir de un conocimiento de la fuerza y de la 
energla mecanica total. Esta puede determinarse como suma de las energlas cine¬ 
tica y potencial del cuerpo en un punto arbitrario cualquiera. Si, en un punto 
determinado, es nula la energla potencial, la energla mecanica total no es mas 
que la energla cinetica en dicho punto. Inversamente, si es nula la energla cinetica 
en un punto determinado, la energla mecanica total sera igual a la energla poten¬ 
cial en dicho punto. Aun cuando en el estudio que sigue se ha tornado una fuerza 
del tipo de las de resorte, estas consideraciones son aplicables a cualquier fuer¬ 
za conservativa, tal como la fuerza gravitatoria y la fuerza electrostatica. 

Si ademas de fuerzas conservativas debemos considerar fuerzas de rozamiento, 
podemos ver que la energla mecanica .total no se mantendra constante sino que 
disminuira continuamente a causa del trabajo negativo de las fuerzas de roza¬ 
miento que actuan sobre el cuerpo en movimiento. En los problemas de este tipo 
en los que intervienen fuerzas no conservativas, suele ser mas conveniente aplicar 
el teorema de las fuerzas vivas al calculo de la energla cinetica del cuerpo. 

El concepto de energla potencial no introduce, claro esta, nada que nos sea 
fundamentalmente nuevo. Todo lo que pueda hacerse con este concepto puede 
hacerse con el teorema de las fuerzas vivas. No obstante, encontramos que ofrece 
un nuevo punto de vista y, lo mas importante, que sirve para introducir el prin- 
cipio general de conservacion de la energla que estudiaremos mas adelante en 
este capitulo y de nuevo en relation con la Termodinamica. 
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7-2 Ejemplos. Diagramas energeticos.. Con el fin de establecer mejor la idea 
de energia potencial, la aplicaremos al movimiento en el campo gravitatorio 
local y luego estudiaremos con mayor detalle el movimiento de un cuerpo bajo 
la accjon de una fuerza del tipo de las de resorte. Presentaremos graficamente 
la relation existente entre las energias potencial, cinetica y mecanica total, me- 
diante los llamados diagramas energeticos. Aunque no pudiera expresarse mate- 
maticamente el movimiento en forma explicita, podemos obtener siempre direti 
tamente una idea cualitativa del movimiento a partir de ufi diagrama energetico. 

Consideremos el movimiento en el campo gravitatorio local. Se la'nza hacia 
arriba un cuerpb de masa m con una velocidad inicial v y = i^odesde una altura 
y = y 0 sobre la superficie terrestre. ^Cuales seran la energia cinetica y la cele- 
ridad v del cuerpo cuando alcanza una altura y? En primer lugar resolveremos 
el problema cob ayuda del teorema de las fuerzas vivas. El sentido positivo de 
la coordenada y de posicion es hacia arriba, por lo que la fuerza que se ejerce 
sobre el cuerpo serai^ = — my;el trabajo realizado sobre el cuerpo al despla- 
zarse deyoa y es F y (y — y 0 ) = —mg(y — y 0 ). Este trabajo es igual a la 
variacion de energia cinetica (mv 2 / 2) — (mvl/2 ); es decir, 

—mg(y — y 0 ) = \mv 2 — %mv 2 . 

La celeridad v piiede obtenerse directamente a partir de esta ecuacion en funcidn 
de y,y 0 y vo-Podemos escribir la expresion anterior en la forma siguiente: 

%mv 2 -f mgy = \mv\ + mgy Q (7-5) 

La cantidad del primer miembro se refiere al cuerpo en la posicion y, mientras 
que la del segundo es la misma cantidad evaluada para y = y 0 . Esta cantidad, 
pues, es una cohstante del movimiento que representa la energia mecanica total 
del cuerpo y laienergia mgy es evidentemente la energia potencial que, sumada 
a la cinetica, hace coristante la suma. 

Con el fin 5de comprender mejor el estudio formal de la energia potencial 
del apartado anterior, resolveremos ahora el problema utilizando desde el prin- 
cipio el conceptb de energia potencial. Se da la fuerza que, en este caso particu¬ 
lar, es constante; F v = —mg. A partir del a fuerza dada determinamos la energia 
potencial por medio de la relacion-(7-4): 

V = ~jFy dy + const = mgy + const. (7-6) 

Segun indicamos anteriormente,. la eleccion de la constante de integration depen- 
de del punto en qpe queramos establecer la energia potencial igual a cero. En este 
caso particular es conveniente elegir el punto cero al nivel del suelo, es decir, 
a y == 0. Esto significa. que la constante de (7-6) es nula. Habiendo hallado la 
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expresion' de la energia potential, podemos utilizar el principio de conservation 

de la energia mecanica total para obtener 

! 

%rrw 2 + mgy — H 

I 

La constante H puede evaluarse como suma de las energias cinetica y potential 
en un punto cualquiera. En el punto de partida y =i/o,conocemos ias energias 
cinetica y potencial, es decir, H = (mv\/ 2) + mgy Q . Asi, obtenemos 

, \mv 2 + mgy — %mv 2 + mgy Q (7-7) 

I 

que es el mismo resultado de la ecuacion (7-5). Observese que se habria obtenido 
esta misma relation independientemente de la election de constante de integra¬ 
tion en la ecuacion (7-6), ya que dicha constante habria aparecido en los dos 
miembros ! de la ecuacion (7-7). Si queremos calcular la celeridad del cuerpo cuan- 
do choca ; contra el suelo, no haremos mas que y = 0 en la relation anterior y 
obtenemos v 2 = v\ -f 2gy 0 . 

Resulta muy ilustrativo presentar en un diagrama la relation entre las energias 
potencial, cinetica y mecanica, en el cual se representa graficamente la energia 
potencial (conocida de antemano a partir de la fuerza conocida) en funcion de 
la coordenada de position del cuerpo. En el ejemplo actual tenemos V — mgy, 
que es una recta en el diagrama de la figura 7-2. La energia mecanica total H 
puede representarse por una recta horizontal en el diagrama, y la energia cine¬ 
tica E = H — V vendrd representada simplemente por la distancia vertical en'tre 
la recta H[ y la grdfica de la energia potencial, segun se indica. 

Cuando el cuerpo alcanza su altura maxima y m , la energia cinetica es nula 
y la energia potencial de dicho punto mgy m t s igual a la energia mecanica total 
del cuerpo, Cuando cae este, se convierte continuamente energia potencial en 
cinetica, dC manera que se mantenga constante la suma E + V = H. En y = 0 
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pig. 7-2. Diagrama energdtico para un cuerpo situado en el campo gravitatorio • 
local. 
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toda la energia es cinetica. Como la energia potencial V nunca puede superar a 
la energia mecanica total H, solo sera posible el movimiento en las regiones de y 
en que la curva H este por encima de la curva V en el diagrama energetico. El 
punto de intersection de las dos graficas representa un punto de inversion del 
sentido d€ movimiento, y en dicho punto es nula la energia cinetica. 

Reconsideremos ahora el movimiento de un cuerpo sometido a la influencia 
de una fuerza del tipo de la de un resorte, y determinemos la celeridad del cuerpo 
en funcion de su position cuando se conocen las condiciones iniciales. Con el 
fin de ilustrar el concepto de energia potencial, volveremos a resolver, en primer 
lugar, el problema, utilizando el teorema de las fuerzas vivas, y luego utilizando 
la energia potencial 'y el principio de conservacion de la energia mecanica total. 
Las ecuaciones que se dbtengan en ambos casos pueden Uevarse, evidentemente, 
a la misma forma; a pesar de todo, convendrd realizar su deduccion con todo 
detalie. 


Supongamos que el cuerpo esta unido al extremo de un resorte comprimido 
que soltamos despues, como se indica en. la figura 7-3. Sobre el cuerpo se ejerce 
la fuerza F s — —Kx, y si el cuerpo inicia. su movimiento en x = —x Q) el tra- 
bajo realizado por la fuerza cuando el cuerpo alcanza x es W — ff Xo F x dx 
— f-xo (~~^x) dx = (Kxl/2) — (Kx 2 / 2). La energia cinetica en x viene da- 


da, pues, por 



(7-8) 


Para resolver ahora el mismo problema utilizando los conceptos de energia 
potencial y conservacion de la energia mecanica total, procederemos de la manera 


Puntos de 



—*0 0 iq 



— x o 0 x o 


Fig. 7-3. Diagrama energetico para un cuerpo unido a un extremo de un re¬ 
sorte. El otro extremo se mantiene fijo. 
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siguiente. Determinaremos la energia potential que corresponde a la fuerza dada, 
a partir de la relation (7-4), V = —fF x dz + C, que, en el caso actual, es 

V = Kx 2 /2 + C. Si tomamos V = 0 cuando x = 0, obtenemos C = 0 y 

V = Kx 2 /2. Por la conservation de la energia, V -f E = H = constante, obte¬ 
nemos 

iKx 2 + 2 my2 — const = H 

La constante H de la energia puede valorarse a partir de las condiciones conoci- 
das en un punto. En particular, tenemos v = 0 en x = — x Q . Aqui, la energia 
es enteramente potencial y tenemos H = Kx 2 /2. Asi, pues, tenemos 

%Kx 2 + \mv 2 = iKxl 
.que es igual que la ecuacion (7-8). 

En la figura 7-3 puede verse el diagrama energetico para el cuerpo situado 
al extremo del resorte. La energia potencial V = Kx 2 /2 viene representada por 
una parabola. La energia potencial inicial es Kx 2 / 2, que es tambien la energia 
mecanica total, pues E = 0 inicialmente. La energia potencial no puede nunca 
superar a H y en consecuencia, la magnitud del desplazamiento del cuerpo a 
partir de la position de equilibrio no puede superar. axoiti movimiento queda 
limitado a la region — xq < x < x 0 . Los puntos de inversion del movimiento es- 
tan definidos por la intersection-de la grafica de la energia total H = const, con 
la grafica de la energia potencial. La energia cinetica es maxima en x = 0, en cuyo 
punto toda la energia es cinetica. 


Celeridad y tiempo de transito en el movimiento unidimensional. Vamos a resumir 
en terminos generates las observaciones hechas en el apartado anterior referentes al 
movimiento unidimensional de un cuerpo sometido a la action de una fuerza conser- 
vativa. 

Si es V — V(x) la energia potencial de la fuerza y E la energia cinetica del cuerpo, 
tenemos E + V = H — const, y la celeridad del cuerpo Yendra dada por 

(7 _ 9) 

\ m 


Como H es constante y V es funcion exclusiva de x, se deduce que la celeridad tambien 
es funcion exclusiva de la position. Tenemos v — dx/dt y el tiempo de transito del 
cuerpo entre las posiciones xq y x puede expresarse en la forma: 





m 

2 [H - F(x)] 


dx 


(7-10) 


que es valida si la velocidad no invierte su sentido en la region comp rend ida entre xq 

y x. 
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Como ejemplo del empleo de estos resultados generates, consideremos el movimien¬ 
to vertical en el campo gravitatorio local. Supongamos que se lanza un cuerpo hacia 
arriba desde el suelo, con una velocidad tal que alcance una altura maxima y m . La 
cnergia mecanica total es entonces H = mgy m . El tiempo de transito desde el suelo 
hasta la altura maxima, segun la formula general (7-10), es 


t = 



[2yZ 

Vt 


(7-11) 


resultado conocido desde el Capitulo 3. : 

Analogamente, en el ejemplo del movimiento del cuerpo fijo al extremo de un re- 
sorte, obtenemos para el tiempo de transito entre x — —xq, y x = xq: 


•*0 


l = 


—*0 


--da; 

2{K%y2 - Kxy 2) 



(7-12) 


En el Capitulo 8 se obtendra este resultado de manera diferente y se estudiara 
mas a fondo. 


7-3 Energia potencial-movimiento en un piano y en el espacio. La exten¬ 
sion del concepto de energia potencial para incluir el movimiento en un piano 
y en el espacio, resulta directamente de nuestras consideraciones acerca del mo¬ 
vimiento a lo largo de una linea. En tal caso, hemos visto que el cuerpo puede 
tener una energia cinetica latente 0 potencialmente disponible, especificada por 
la posicion del cuerpo a lo largo de la linea. Para que sea util la idea de energia 
potencial en el analisis del movimiento de un cuerpo en el espacio, deberemos 
poder especificar una energia cinetica latente 0 potencialmente disponible de 
acuerdo con una posicion del cuerpo en el espacio. Veamos como puede aplicar- 
se esta idea a dos ejemplos conocidos. 

Consideremos, en primer lugar, la fuerza gravitatoria local, pero dejemos 
que el cuerpo se mueva libremente en las direcciones x y z tanto como en la y. 
Por el teorema de las fuerzas vivas, tenemos 

A E — F x Ax + F y Ay + F z A z 

Pero no hay fuerza en las direcciones x 0 z y la energia cinetica solo variara a 
consecuencia del movimiento en la direccion y. Por tanto, la energia potencial 
sera, como antes, mgy } pero ahora, en vez de tener la energia potencial valores 
fijos a lo largo de una recta vertical, podemos considerarla como teniendo valo¬ 
res fijos sobre pianos paralelos horizontales. Siempre que un cuerpo pase de un 
piano definido por y 1 a otro definido por y 2 , su energia potencial varia de mgyi 
a mgy 2) por lo que la variacion de energia cinetica sera A E = — AV = 
—mg(v 2 — Vi). 
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EjemploJ Consideremos un pdndulo simple constituido por una masa puntual m 
suspendida clel extremo de una varilla ligera de longitud l. SobreUa masa se ejercen 
dos fuerzas: su peso mg y la tension T de. la varilla. Esta fuerza no trabaja, ya que al 
moverse m en uno y otro sentido su velocidad es siempre perpendicular a T. Por tanto, 
la energia potencial esta determinada por y, distancia sobre la posicion mas baja a 
la que se halla la masa. Si tomamos nula la energia potencial del punto mis bajo, te- 
nemos 


V — mgy — mgl( 1 — cos 6) 

En la figura 7-4 vemos que para ingulos que no se aparten mucho de Q = 0, la 
curva de la energia potencial tiene forma parecida a la de la energia potencial de una 
masa unida a un resorte. Si la lenteja de. un pendulo tiene una energia mecanica total 
Hi, la energia total s61o es mayor que V en una region limitada dfe 0, segun se indica, 
y el pindulo oscilara entre 6 m y —6 m . Por otra parte, si la energia mecanica total es 
mayor que Hi = 2 mgl, la lenteja girard por completo ataededor del otro extremo .y 
H serd mayor que V en todos los puntos. En la parte mas alta de la oscilacion, donde 
6 — x, la energia potencial es mdxima y la energia cinetica tendrd su valor minimo. 

t 

Consideremos a continuacion las fuerzas del tipo de las de resorte, pero ima- 
ginemos ahora que el .extremo fijo del resorte esta dispuesto de tal modo que el 
resorte y el i.cuerpo a el unido puedan moverse libremente en iorno a un pubto 
fijo, sobre uin piano horizontal exento de rozamientos (fig. 7-5|. La vfiriacion de 
energia cinetica que el resorte comunica al cuerpo y la variacidn correppondiente 
de energia potencial, solo dependen de la compresion o dilatacion del regorte y esta 
esta determinada por la distancia radial r del punto fijo al extremo deVresorte al 
cual se une {el cuerpo. Esto se deduce del hecho de que la fuerza del resorte 
esta dirigidi a lo largo de 61 y solo los desplazamientos en dicha, direccion produ- 
ciran trabajp y variaran la energia potencial. En el caso unidimensional encon- 



Fig. 7-4. Diagrama energetico para un pendulo simple. Si la : energia mecanica 
total es menor que Hi = 2 mgl, tenemos H mayor que V s61o en. una region limitada 
de 6 y el pendulo oscila entre los puntos de inversidn 6 m y —8 m . Por otra parte, si 
H > 2 mgl, siempre sera H mayor que V y el movimiento sera posible para todos los 
ingulos, es decir, la lenteja recorrera una circunferencia entera. 
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Fig. 7-5. El resorte puede girar libremente alrededor del punto P. La energla 
potencial es V ~ ~K(r — r<j) 2 y las superficies equipotenciales son esferas centradas 
en P. 

trabamos que la energia potencial tenia valores fijados por la position del cuerpo 
a lo largo de una linea. En cambio, ahora la energia potencial esta determinada 
por la distancia del cuerpo al punto fijo, y todas las posiciones de una circunfe- 
rencia de radio dado tienen la misma energia potencial. Si el cuerpo unido al 
resorte se moviera por el espacio alrededor del punto fijo y no hubieran fuerzas 
gravitatorias, todos los puntos de una superficie esferica de radio dado tendrian 
energias potentiates iguales. 

Las superficies sobre las que puede moverse un cuerpo sin que varie su energia 
potencial reciben el ftombre de superficies equipotenciales. En el ejemplo anterior, 
las superficies equipotenciales son superficies esfericas centradas en el punto fijo 
del resorte. En el caso gravitatorio menciortado anteriormente, las superficies 
equipotenciales eran pianos paralelos horizontales. (En realidad, esos pianos 
paralblos horizontales son pequenas porcjones de superficies esfericas concen- 
tricas con la Tierra, en todo analogas a las superficies esfericas del caso del 
resorte). 

La fuerza del resorte que acabamos de estudiar, es un caso particular de una 
clase de fuerzas muy importantes, cuales son las que dependen como maximo 
de la distancia y estan dirigidas segun la recta que une dos cuerpos en interaction. 
El concepto de energia potencial, tal como lo veremos a continuacion, es valido 
para todas las fuerzas de esta clase. Entonces, si se fija en el espacio uno de los 
cuerpos en interaccion (a lo que corresponde el punto fijo en el caso del resorte, 
o el Sol en el caso del movimiento planetario), y si se toma este punto fijo como 
origen de un sistema de coordenadas, la fuerza que se ejerce sobre el cuerpo movil 
estara siempre dirigida radialmente (hack el centro o en sentido opuesto). A las 
fuerzas de este tipo se les da el nombre de fuerzas centrales. Si, ademas, la magni- 
tud de la fuerza solo depende del radio r , la fuerza solo realizara trabajo cuando 
se mueva en la direccion radial. Si es F(r) la fuerza, tomada posftiva cuando esta 
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dirigida en el sentido de alejamiento del centro,. la expresion de la energia poten¬ 
tial es analoga a la de la ecuation (7-4). Tenemos 

V(r) = — JF(r ) dr + const (7-13) 

Las fuerzas electrostaticas y gravitatorias son fuerzas centrales que solo depen- 
den de r y por tanto sus energias potentiates se podran obtener de (7-13). 


Aun cuando las fuerzas centrales de esta clase son las mas importantes, es intere- 
sante preguntamos si puede introducrise una energia potential para otros tipos de 
fuerzas que intervengan en el movimiento en un piano o en el espacio. Podrlamos 
estar tentados de decir que la introduction de una energia potencial es posible si la 
fuerza solo depende de la position del cuerpo. Sin embargo, a poco que pensejnos, 
nos daremos cuenta de que este requisito que es suficiente en el caso unidimensional 
y para fuerzas centrales, no lo es en general. Debemos exigir, ademas, que sea nulo 
el trabajo realizado por la fuerza cuando el cuerpo recorra un camino cerrado arbi- 
trario. Si no fuera nulo este trabajo, el cuerpo podria ganar una cantidad cualquiera 
de energia cinetica sin mas que recorrer el mismo camino cerrado una y otra vez. No 
podrlamos, ciertamente, especificar en tal caso una energia latente o potencialmente 
disponible sin mas que conocer laposicidn del cuerpo, ya que a un mismo punto del 
espacio corresponderlan muchos valores, que dependerlan de la historia previa del 
movimiento. 


Es importante darse cuenta de que las consideraciones energeticas nos dan 
information acerca de la energia cinetica y de la celeridad del cuerpo, pero nada 
nos dicen acerca de la direction y sentido del movimiento. Por ejemplo, en el 
caso de consideraciones unidimensionales, el conocimiento de la energia cinetica 
no nos dice si el cuerpo se esta moviendo hacia la derecha o hacia la izquierda, 
y cuando un cuerpo puede moverse en el espacio puede tener componentes de 
la velocidad segun las tres direcciones x, y, z. Mediante consideraciones energe¬ 
ticas solamente, unicamente podremos hallar el valor de v 2 = + v* + v\. 

Relacidn energetica en un campo de fuerzas inversamente proporcionales al cua- 
drado de la distancia. Coirio ejemplo del empleo de los conceptos de energia 
potencial y de energia mecanica total, -estudiaremos brevemeiite el movimiento 
de un cuerpo cuando se halla sometido a una fuerza cuya magnitud es de la for¬ 
ma K/r 2 . Las fuerzas gravitatorias y $tectrostaticas son de ese tipo. Las fuerzas 
gravitatorias son siempre atractivas y tenemos F = —K/r 2 , si es K constante y 
positiva. Los planetas, la’ Luna, los satelites, meteoros y dometas se mueven bajo 
la influencia de fuerzas gravitatorias. Las fuerzas electrostaticas pueden ser atrac¬ 
tivas o repulsivas y tenemos F = ±K/r 2 , y esto depende de si las cargas de am- 
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bos cuerpos son de igual signo (en cuyo caso vale el signo +), o de signo contra- 
rio (en cuyo caso vale el —). Los electrones atomicos se mueven bajo la influen- 
cia de fuerzas electrostaticas. En ambos casos, electrostatico y gravitatorio, la 
fuerza esta dirigida segun la recta que une los dos cuerpos en interaction. La fuer 2 a 
es nula solamente cuando r se hace infinitamente grande y conviene tomar la 
energia potential nula tambien para r — <x>. Entonces, la constante de la ecuacion 
(7-13) es cero y para una fuerza repulsiva tenemos 

V(r) = -/|* = f ( 7 ~ I4 > 

Aqul, cuando crece r, disminuye la energia potencial y, por tanto, aumenta la 
energia cinetica. 

Supongamos que un cuerpo de masa m se halla sometido a una fuerza del 
tipo ( K/r 2 ) y que a una distancia r 0 del centro de fuerzas, la energia cinetica es 
E o. La energia total E -\- V debe ser constante y enr = r 0 sabemos que su va¬ 
lor es H = E 0 + K/r 0 . La energia cinetica para un valor de r arbitrario se ob- 
tendra pues, de 

E + f = B 0 + f (7-15) 

r r o 

(La direccion del movimiento no puede determinarse a partir, solamente, de 
consideraciones energeticas). Observese que la energia cinetica se anula para el 
radio ri dado por K/r x = Eq + K/r 0 , y el cuerpo no podra acercarse hasta una 
distancia del centro de fuerzas inferior a r A1 moverse el cuerpo hacia el in- 
finito, su energia cinetica tiende al valor de la energia total E Q -j- K/r 0 . Segun 
se indico anteriormente,]el movimiento queda restringido a la region del espacio 
en donde. H es mayor qjje V, es decir, donde la grafica de H se halla por encima 
de la de V en el diagrama energetico de la figura 7-6. Las graficas se cortan en 
r = n yel movimiento queda confinado a la region r > r x . 

En cambio, si la fuerza es atractiva, con lo que V = — Kjr, y la energia ci¬ 
netica es E o en r — r 0 , la energia cinetica correspondiente a un valor arbitra¬ 
rio de r viene dada por 

E - f = E„ - f (7-16) 

X r Q 

Ahora, el cuerpo gana energia cinetica al acercarse al centro de fuerzas y la pier- 
de al alejarse. La energia cinetica se anula enr = r 2 donde K/r z — K/r Q — 
—E o, y el cuerpo ya no puede alejarse mas. Tan solo en la region r < r 2 es H 
mayor que V, segun puede verse eri la figura 7-6. El cuerpo se halla atrapado en 
dicha region. 


Ingard — 13 
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Fig. 7-6. Diagrama energ&ico para fuerzas del tipo (Kir 2 ): (a) fuerza repui- 
siva + K/rl, y (b) fuerza atractiva — Kjr 2 . Si, en el caso de atraccion, la energia total 
es positiva; todos los valores de r son accesibles. Si la energia total es negativa, el cuerpo 
queda atrapado. Los planetas, por ejemplo, estan atrapados por la fuerza gravitatoria 
del Sol. 


La energia mecanica total en el caso de fuerza atractiva es 

H = E — — (7-17) 

T 

Si es H positiva, tambien lo sera la energia cinetica aunque r se haga infinita. 
Si H es negativa, la energia cinetica sera nula para un cierto valor finito de r x y, 
segun se menci'ono anteriormente, el cuerpo se halla atrapado. Si H es exacta- 
mente igual a cero, la energia cinetica tiende a cero al tender , el cuerpo al infi- 
nito. La e'nergla mecanica total de todos los planetas del sistema solar es nega¬ 
tiva. Estaii atrapados en el campo de fuerzas gravitatorio del Sol. Analogamente, 
todos los cometas estan aparentemente atrapados y as! tienen una energia me- 
cdnica total negativa. En cambio, algunos meteoritos tienen energlas positivas 
y podrlan, si no chocaran contra la Tierra u otro obstaculo, o si no se inflamaran, 
escapar de nuevo a los espacios estelares de donde vinieron, 

7-4 Superposicidn de energlas potenciales. En el capltulo 4 observabamos 
que cuando se ejercen varias fuerzas sobre un cuerpo, pueden representarse por 
su suma vectorial. Esta es una propiedad fundamental e importante que justi- 
fica la introduccion del concepto de fuerza. En el calculo de la energia cinetica 
de un cuerpo sometido a la influencia de varias fuerzas es particularinente util 
el concepto de energia potencial, pues las energlas potenciales debidas a varias 
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Fig. 7-7. Un cuerpo se mueve de A a B bajo la influencia de dos resortes. La va- 
riaci6n de su energia potential es la suma de las variaciones de energia potencial de- 
bidas a cada uno de los dos resortes. En el transito de A a B, por tanto, un cuerpo ga- 
naria 3 erg de energia cinetica.. 

fuerzas que se ejercen sobre un cuerpo se pueden sumax algebraicamente , segun 
se ha estudiado anteriormente. Desde luego si, por ejemplo, deseamos informa- 
cion detallada acerca de la dependencia del tiempo del movimiento, deberemos 
considerar las fuerzas en detalle y su suma vectorial. No obstante, la energia 
potencial nos permite hallar la energia cinetica en funcion de la position, lo cual 
es, al mismo tiempo, valioso y de facil obtencion. 

Consideremos en primer lugar la fuerza del tipo resorte. Imaginemos un cuer¬ 
po unido a dos resortes, cada uno de los cuales puede girar alred'edor de un ex- 
tremo fijo (fig. 7-7). Si arreglamos las cosas de manera que partamos de una po¬ 
sicion en la cual ambos resortes se hallen indeformados y luego tiramos del 
cuerpo de manera que se estiren ambos resortes, el trabajo realizado sobre 
el puerpo por los resortes es la suma de las contribuciones al trabajo de la fuerza 
de cada resorte, segun yimos en el capitulo 6. Es decir, la energia potencial del 
cuerpo es igual ahora a la suma algebraica de las energias potenciales que 
surgen de cada uno de los resortes. 

Mas generalmente, cuando un cuerpo se halla sometido a la influencia de va- 
rias fuerzas, todas ellas’conservativas (es decir, del tipo al cual pueda asociarse 
una energia potencial), sufrird una variation de energia cinetica A E = F - Ar 
al desplazarlo Ar. Aqui, F es la suma vectorial de todas las fuerzas conserva- 
tivas F 1 4-F 2 + F 3 + ,, -.La variation de energia cinetica sera, pues, 

Ajjr = Fi • Ar -f- F 2 ■ Ar -f- F 3 • Ar -]-••• 


(7-18) 
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o sea, la suma algebraica de los trabajos (cantidades escalares) realizados por 
cada fuerza por separado. Cada uno de los terminos del trabajo, cuando se in- 
tegra, es igual y de sigilo contrario a la variation de energla potential asociada 
unicamente a la fuerza correspondiente, y as! la variation de energla cinetica es 
simplemente A E = —A7, donde V es la energla potential total (suma alge¬ 
braica) : 

7= F 1 + 7 2 + 7 3 + -*.. (7-19) 


Ejemplo 1. Un resorte vertical de longitud 2 L y constante K se suspende por 
un extremo. A1 otro se une un cuerpo de masa m. Se comprime el resorte hasta la 
mitad de su longitud y se suelta. Determinar la energla cinetica del cuerpo y su valor 
maximo en el movimiento subsiguiente. 

El cuerpo se halla sometido a dos fuerzas conservativas, la del resorte y la de la 
gravedad. Si se mide la position del cuerpo a partir de la position del resorte indefor-. 
mado con la coordenada y (positiva hacia arriba) y si se hace igual a cero la energla 
potential correspondiente a y = 0, las energlas potentiates correspondientes a las dos 
fuerzas son ICy 2 /2 y mgy, respectivamente. La energla potential total es entonces 


7 • = %Ky 2 -f mgy 


El principio de conservation de la energla, E + V = H — const, da entonces la si- 
guiente expresidn para el calculo de la energla cinetica E: 

E + $Ky 2 -1- mgy = const = H (7-20) 

El. valor constante de H se determina a partir del hecho de que E — 0 cuando y = L 
(condiciones initiates). Por tanto, obtenemos H = KL 2 /2 + mgL, y de (7-20) halla- 
mos que la energla cinetica es entonces 

E = | (L 2 - y 2 ) + mj(L - y) 


La energla cinetica tendra un valor maximo y la potencial un mlnimo donde dEjdy = 0 
o dV/dy— .0, es decir, en el punto yo dado poriiCi/o = —mg o sea 

mg 

yo — ^r 


Este es el punto de equilibrio estatico del cuerpo. La energla cinetica maxima es, pues, 

Em* = j (L 2 — yo) + mg(l — yo) 

- | (L 2 - yo) - Kyo(L - yo) = | (L - yo) 2 
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Fig. 7-8. Ejemplo de movimiento bajo la influencia de dos fuerzas conservativas. 
Observese que se simplifica la resolucion de este problema si se miden la posicion y la 
energla potencial a partir de la posicion de equilibrio 5, en vez de a partir de la posicion 
A correspondiente al resorte no deformado. 


y el valor minimo correspondiente de la energia potencial es 

y 2 

^ xnin = iKyo 

Es' interesante examinar el diagrama energetico que representa este movimiento. 
La curva de energia potencial de la figura 7-8 es la suma de la funcion Ky 2 /2 represen- 
tada por una parabola, mas la funcion mgy< representada por una recta. La energia 
potencial total es otra parabola de valor minimo 7 m in — —Kyl/2en el punto y=yo. 
La energia potencial puede expresarse entonces en la forma 

V - V.,. -■ | (!/ - t/o f 

En otras palabras, si medimos la posicion del cuerpo a partir de la posicion de equili¬ 
brio, en lugar de la posicion de resorte indeformado, y si tomamos nula la energia 
potencial en dicho punto, la expresion.de la energia potencial queda simplificada en 
•la forma 



,2 


donde V'= V — 7 m i n e y' = y — yo. 
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El probiema se reduce entonces a la determinacion del movimiento de un cuerpo 
sometido solamente a la influencia de sdlo una fuerza de resorte. Esta ultima eleccion 
de coordenadas y el punto cero de energla potencial es particularmente recomendable 
en los estudios de movimiento de un cuerpo bajo la influencia de una fuerza de resor¬ 
te y una fuerza constante (tal como la de la gravedad), ya que entonces no es preciso 
incluir la ene.rgla potencial correspondiente a la fuerza constante. Su efecto solo in- 
terviene en la determinacion de la posicidn de equilibrio. 

Ejemplo 2. Se une un cuerpo de 0,5 kg a tres resortes iguales cuya longitud in- 
deformados es de 1 m. La constante para cada uno de los resortes es K -< 2 N/m, y 
en su e.stado indeformado estin unidos a los tres vertices de un triangulo equilatero, 
segtin se indica en la figura 7-9. Se desplaza la masa m al punto A y se suelta. <,Cual 
sera la enejrgia cinetica de m si vuelve al punto fi? 

Ctiando| m esta en A, los resortes aye tienen una longitud de 0,87 m y por tanto 
estan comprimidos 0,13 m. En cambio, el resorte b esta dilatado 0,5 m. La energla 
potencial total en A es la suma de las energlas potenciales asociadas a cada uno de 

los resortes y por tanto es 

1 

Va'= + \Kxl + \Rx\ c- 0,017 + 0,017 + 0,25 ~ 0,28 joule 

Cuando la masa m esta en 5, su energia potencial es nula y, por tanto, su ganancia 
de energla cinetica debe ser E — 0,28 J, y su celeridad sera v ~ I m/s. 

Cuando se mueve un cuerpo bajo la influencia exclusiva del rozamiento o 
de otras fuerzas no conservativas, el concepto de energia potencial carece de uti- 
lidad, ya que no puede asociarse una energia potencial a fuerzas de ese tipo. 
Cuando un cajon resbala sobre el suelo y se. detiene, su energia cinetica inicial 
se ha convertido en energia calorifica y podemos ver que el cajon no tiene nin- 
guna energia potencial o cinetica latente que pueda volverse a convertir en ener¬ 
gia cinetica. 

En la Naturaleza existen muchos casos en los que coexisten fuerzas conser¬ 
vativas y no conservativas. Un coche que descienda por una pendiente se halla 
sometido a la resistencia del viento y al rozamiento (no conservativas) y a la gra¬ 
vedad (conservativa). Si resulta util al concepto de energia en estos casos, y 
frecuentemente asi es, siempre se podra utilizar el teorema de las fuerzas vivas. 
Basta igualar el trabajo total realizado por todas las fuerzas, conservativas y no 
conservativas, a la variacion de energia cinetica, e ignorar por completo la ener¬ 
gia potencial. O bien, puede incluirse, como de costumbre, el trabajo realizado por 
las fuerzas- conservativas en la energia potencial. Entonces habra que calcular 
por separado, el trabajo realizado por las fuerzas no conservativas. Llamaremos 
TF no al trabajo realizado por las fuerzas no conservativas y del teorema de las 
fuerzas vivas y la definicion de energia potencial, tenemos inmediatamente 

W nc = AE + AV (7-21) 
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Como la energia mecanica total es H — E + V, podemos decir que el trabajo 
realizado por las fuerzas no conservativas se emplea en variar la energla meca¬ 
nica total. En el caso de las fuerzas de rozamiento, como W RC es siempre una 
cantidad negativa, sirve para hacer disminuir la energla mecanica total. 

Ejemplo. Un cuerpo de masa m tiene una velocidad inieial vq dirigida hacia la 
parte alta de un piano inclinado un angulo 0 respecto a la horizontal. El coeficiente 
de rozamiento por deslizamiento entre la masa y el piano es n. iQue distancia d desli- 



Sobre el cuerpo se ejercen dos fuerzas, su peso y la fuerza del piano. La fuerza del 
piano tiene dos componentes, N normal al piano, y / dirigida hacia la parte inferior 
del piano. La fuerza N no trabaja (es perpendicular al movimiento), su magnitud es 
mg cos 0 y, por tanto, la fuerza de rozamiento es / = mg cos 0. 

Si aplicamos el teorema de las fuerzas vivas, tenemos que el trabajo realizado por 
la fuerza de rozamiento es —fd y el realizado por el peso eS —mg d sen 8 pues la com- 
ponente del peso en la direccion y sentido del desplazamiento es — mg sen 8. El trabajo 
total es, pues, — n mg d cos 0 —mg d sen 8 y debe ser igual a A E = — mvl/2. Tene¬ 
mos, pues, 


2 g{n cos 8 -f- sen 8) 

La fuerza de rozamiento no es conservativa y el trabajo realizado por ella sola 
es TF nc = —/i mg d cos 0. La fuerza gravitatoria es, desde luego, conservativa y si se 
toma nula la energia potencial correspondiente a la posicidn inieial, en d valdra mg d 
sen 8. La variacion de energia potencial es A V = mg d sen 6 y la variacidn de energia 
cin&ica es A E = — mvo/2. Tenemos 

2 

Fnc = AJS -b A7 = - m?sen0 

2 

, /, mvo , , a 

r-ixmg d cos 8 = — mg assnd 


igual que antes. 
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Superficies equipotenciales. Ya hemos mencionado las superficies equipo- 
tenciales (por ejemplo, los pianos paralelos horizontales y las esferas concefttri- 
cas) asociadas a la'fuerza gravitatoria local y.a fuerzas dependientes deladistan- 
cia. Sobre esas superficies se puede mover un cuerpo sin que vane su energia 
potencial, y, por tanto, si solo,hay fuerzas conservativas, tampoco variara su 
energia cinetica. Por ejemplo, un satelite que se mueva siguiendo una orbita circu¬ 
lar alrededor de la Tierra, tiene una energia cinetica constante sobre una super- 
ficie esferica equipotencial. 

Cuando sobre el cuerpo se ejerce mas de una fuerza conservativa, existen 
superficies equipotenciales analogas, pero mas complicadas. Por ejemplo, eri la 
figura 7-11 pueden verse las secciones de las superficies equipotenciales para un 
cuerpo sometido a la influencia de dos fuerzas, electrostaticas o bien gravitato- 
rias, una originada por B y la otra por C. Siempre que un cuerpo pase de una 
superficie equipotencial a otra, su energia cinetica variara en la cantidad sUfi- 
ciente para mantener constante la energia mecanica total. 

Desde luego, la.familia.de superficies equipotenciales esta intimamente re- 
lacionada con la fuerza resultante que se ejerce sobre el cuerpo. Supongamos 
unas superficies equipotenciales como las representadas en la figura 7-12. Cuan¬ 
do un cuerpo se mueve de la superficie V \a la V 2 ganara energia cinetica si V\ 
es mayor que V 2 y la perdera en el caso contrario. Sobre el cuerpo debera ejer- 
cerse una fuerza, pues si no la energia cinetica no podrla variar y la fuerza estara 
dirigida hacia las energlas potenciales decrecientes (cineticas crecientes). La ener¬ 
gia cinetica variara mas rapidamente con la distancia cuando el cuerpo se mueva 
en la direccion de la fuerza. Por tanto, la fuerza, en un lugar dado de la super¬ 
ficie V\ debera estar dirigida segun la distancia minima a la superficie V 2 y 



Fig. 7-11. Superficies equipotenciales (en seccion) para dos fuerzas electrosta¬ 
ticas 0 gravitatorias, generadas una en B y otra en C. (Imaginense las superficies que 
se generan al hacer girar la figura alrededor de BC). 
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. Fig. 7-12. Un cuerpo que vaya de la li'nea V\ a la V 2 sufre una variacion de energla 
cinetica AE — — /IK La magnitud de la fuerza total es F = — A VjAs y su direccion 
es normal a las superficies equipotenciales. La componente de la fuerza en la direccidn 
x es F, - F cos 0 - — .i VjAx. 


esta direccion es !a norma! a la superficie V L si las dos superficies son suficiente- 
mente proximas, es decir, si V \ y T^difieren una cantidad suficientemente pe- 
quena. 

La magnitud de la fuerza viene dada por la variacion de energia cinetica por 
unidad de longitud. Si es As (fig. 7-12) la distancia mas corta entre las super¬ 
ficies Vi y V 2 y la energia cinetica'en V 2 supera a la energia cinetica en Vi en 
la cantidad Aj E, la fuerza media eneltramo As esF = AE/As = —AF/As,don- 
deAFes la variacion correspondiente de energia potencial. Para alcanzar la super¬ 
ficie V 2 en qualquier otra direccion hay que realizar un recorrido mayor que As 
y la componente correspondiente de la fuerza en dicha direccion sera menor 
que 7. En particular, si el angulo que forma As con el eje x es d, la componente 
de la fuerza en la direccion .v es E x — 7 cos Q = (—AF/As) cos 6 = — AV/Ax, 
donde Ax = As/cos 6. Observese que el desplazamiento Ax esdaproyeccion 
de As sobre el eje ,r, sino que es la distancia requerida para producir una varia¬ 
cion AV del potencial a lo largo del eje ,y. En el desplazamiento As varian x e y, 
pero en el desplazamiento a lo largo del eje .r, se mantiene constante y. La deri- 
vada de V respecto a .v representa la variacion unitaria de V cuando se mantiene 
constante y. A esta derivada se le llama derivada partial de V respecto ax y se re¬ 
presenta por dV/dx. Las componentes de la fuerza segun las direcciones x t.y 
se podran, pues, expresar en funcion del potencial V, en la forma siguiente: 


F x 


dV 

dx 


Fv 


d_V 

dy 


(7-22) 


7-5 La energia cinetica en los choques. Cambios de energla cinetica. He- 
mos visto que, independientemente de la naturaleza del choque, se mantiene 
siempre constante la cantidad de movimiento total de los cuerpos en colision. 




energja 

Hemos cjasificado fenomenologicamente los choques Como totalmcnh. 

datitl/' ! ' at ' va t dlsminu V, e . hasta ^ulamc ), inelasticos ^ |„ 

elocidad relativa) , perfectamente elasticos (la velocidad relativa rm,,^ 

variable en magmtu d) y explosivos (la- velocidad relativa atime ntal ; A que re 
laciones para los cambios ae energia cinetica de los cuerpos en colistfn nos 
nevaran estos distmtos tipos de choque? La energia cinetica es una cantidad 
mucho mas significativa que la velocidad relativa. 

Examinemos la energia cinetica total de dos cuerpos que choquen y comoare 
mos los valores antes y despues del choque (vease fig. 7-13). los puntoslm 
portantes de nuestro estudio destacaran mas y la cbmplicacidn algebraica sera 
min.ma si, nos limitamos a considerar choques en los que los cuerpos que cho- 
can son dos cuerpos que se aproximan animados de cantidades de movimiento 

mientn * ° PUeStaS ' l videntemente ’ des P u * s d «H cheque las cantidades de movi- 

sT Wen mfr a H n ^ ^ V ° PUeStaS - E1 Centro de masa esta ™ e " reposo 

bien mas adelante extenderemos nuestros resultados al caso mas general en 

que el centro de masa se halle en movimiento. g 

Consideremos un ,idioqufi_lc4almente^t1d^ entre dos cuerpos iguales A 

y B, que se aproximen uno a otro con celeridades iguales z/« = v b Tienen una 

energia cmetica total m ^/2 + m^/ 2 . 


(«) 







Perfectamente eldstico 




(b) 


1*0 


▼6 


Totalmente ineldstico 


v'a 
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dran- velocidad nu la porque la caatid.ajd-de .mQ.vImientq_t,otal..antes de l choque 
er a nula , y la velocidad relativa despues del choque es nula. En este caso, ha 
desaparecido toda la energia einetica de los cuerpos en colision. 

Consideremos ahora un choque perfectamente elastico'. En este tipo de cho¬ 
que debera permanecer invariable la magnitud de las velocidades de A y B. Esto 
es cierto porque si la magnitud de la velocidad de A variara en una cierta frac¬ 
tion, la velocidad de B tendria que variar en la misma fraccion a fin de conser- 
var nula la cantidad de movimiento total. Pero si ambas velocidades varian en 
un mismo factor, tambien variara la magnitud de la velocidad relativa y no es 
este el caso de los choques perfectamente elasticos. Ni A ni B han alterado las 
magnitudes de sus velocidades y, por tanto, el choque perfectamente elastico no 
altera la energia einetica. (Vease tambien el cap. 11.) 

Analogamente, cuando estudiamos un nhnpnp ir^l action hallamos que la ve- 
kici dad relativa disminuve y que ta mbien lo hac e-la-fen&pgia-cinetir.a-tr>tal En un 
choque de tipo- e xplosivo. la velocidad relativa aump.nfg y tambien a umenta la 
,energia einetica total. 

Desde luego, cada uno de estos tipos de choque tiene caracteristicas propias 
especiales, pero los choques perfectamente elasticos se hallan, en un sentido muy 
importante, en una clase aparte. Cuando los cuerpos chocan con choque perfec¬ 
tamente elastico, su estado fisico no varia, mientras que en los choques inelas- 
ticos o explosivos siempre sufren aigun cambio fisico definido. Si chocan inelas- 
ticamente dos carritos, puede abollarse el metal de la superficie de choque oaplas- 
tarse la masilla que amortigua la colision. Si se separan explosivamente los dos 
carritos, el resorte que estaba comprimido toma su lorigitud natural del estado 
de deformation nula, 6 el explosivo que tenia una composition quimica se con- 
vierte en un compuesto qulmico totalmente diferente. 

Estos cambios fisicos (o la ausencia de cambios fisicos en el caso de choque 
perfectamente elastico) son importantes porque, .segun se dijo anteriormente, en 
la Naturaleza se conserva la energia. La energia einetica no es mas que un tipo 
de energia y cuando en un experimento observamos que la energia einetica pa- 
rece haberse «creado» o «destruido» encontramos que, en realidad, la energia 
no ha hecho sino transformarse de : una clase en otra. Los cambios fisicos que 
hemos mencionado son simplemente manifestaciones de estas trasformaciones 
de la energia. Desde luego, estas observaciones cualitatiyas no demuestran que 
se conserve la energia, y deberemos estudiar, uno por uno, los cambios fisicos 
que tienen lugar cuando aparentemente.se cree o destruya energia einetica. 

Cesidn de energia en los choques perfectamente elasticos unidimensionales. 
Cuando un cuerpo en movimiento choca jeontra un cuerpo en reposo, le cede 
energia einetica. Vamos a estudiar brevemente algunas propiedades de esta ce¬ 
sidn de energia, como p. e., como varia esta energia cedida al variar las masas de 
los cuerpos en colision. El prpblema esta estrechamente relacionado con im- 
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portantes problemas de Fisica aplicada y de ingenierl'a. Vamos a considerar el 
movimiento unidimensional. 

El cuerpo A de masa m 0 se mueve con velocidad v a hacia el cuerpo B de 
masa m*,, que esta en reposo.Por nuestros experimentos anteriores, sabemos que 
si A y B tienen masas iguales,. despues del choque quedayi en reposo y B sale 
con la velocidad que tenia A. Toda la energla cinetica de A ha pasado a B. En 
cambio, si la masa de A es mucho menor que la de B, corno ocurre por ejemplo 
en el choque de una pelota de tenis con un camion, A cedera muy poca energla 
a B. Si, por el contrario, la masa de A es mucho mayor que la de B (un camion 
en movimiento choca contra una pelota de tenis en reposo), se cede muy poca 
energla de A a B. Nuestros resultados anallticos deben confirmar estas observa- 
ciones. 

Queremos hallar la fraccion de la energla cinetica de A cedida a B, es decir, 
El/Ea — mbVb 2 /m a vl. Comenzaremos con dos relaciones fundamentales. -La 
primera, 

m a Va — TKbV'b -1- m a Va (7-23). 

expresa la conservation de la cantidad de movimiento, y la segunda, 

v a — —(v' a — v' b ) o sea v' a = v' b — v a (7-24) 

expresa el hecho de que el choque es perfectamente elastico. Sustituyendo la v' a 
de (7-24) en la ecuacion (7-23), se obtiene 2 m a v a — v'b(m a -f mb), y de aqul 
se deduce que 

E'b _ 4 (mb/m a ) (7-25) 

E a (1 + mb/iria ) 2 

Cuando es mucho mayor que m 0 (una pelota de tenis movil choca contra 
un vagon de ferrocarril en reposo), la cesion de energla cinetica es muy pequena, 
segun ya senalabamos. Analogamente, la fraccion cedida de la energla cinetica 
es pequena cuando m a es mucho mayor que mb (un vagon de ferrocarril en mo¬ 
vimiento choca con una pelota de tenis en reposo). Pero cuando las masas m 0 y mb 
son iguales, Eb/E a es igual a la unidad y toda la energla cinetica de A pasa a B. 
En la figura 7-14 puede verse una grafica de E’b/E a en funcion de mb/m a - 

Surge ahora una pregunta interesante relacionada con el problema que'aca- 
bamos de estudiar: Si A y B tienen masas desiguales, i puede aumentarse la frac¬ 
cion de la energla cedida a B, interponiendo entre A y B un tercer cuerpo C, de 
manera que primeramente choque A con C y luego C cpn £? Una extension sen- 
cilia de nuestro metodo nos indica que la respuesta es a'firmativa y que la masa 
optima del tercer cuerpo es la media geometrica demoy m&, m c — V m a mb Aun 
puede incrementarse mas la energla cinetica de B si se interpone entre A y C un 
cuerpo de masa yjm a m c y entre Cy B otro de masa Puede continuarse 
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Fig. 7-14. Choque perfectamente elastico del cuerpo A con el cuerpo B que 
inicialmente estaba en reposo. Cuando A y B son de igual masa, A cede a B toda su 
energia cinetica. 


este proceso indefinidamente y, en e! Hmitc, cuando se hayan interealado un 
numero de masas infinitamente grande, podra transmitirse a B toda la energia 
de A. (A pesar de lo que pueda parecer a primera vista, esto no representa nin- 
guna violation del principio de conservation de la cantidad de movimiento. 
6?or que?) 


Cuando no esta en reposo el centro de masa de dos cuerpos en colision, se compli- 
can los detalles de determinacion de la energia cinetica. Pueden resolverse con cierta 
facilidad algiinos casos particulares que se dan como problemas al final del capltulo. 

La determinacion de la cesion de energia cinetica entre los cuerpos se estudia mejor 
desde el punto de vista de un observador que se mueve con la velocidad del centro de 
masa de los cuerpos que chocan. Para el, todos los choques son del tipo en que el cen¬ 
tro de masa esta en reposo. En un capltulo posterior, se dara un metodo para rela- 
cionar la energia cinetica total E* de dos cuerpos en colision medida por un observa¬ 
dor que se mueve con la velocidad del centro de masa, con la energia cinetica total 
£ medida por un observador en reposo. Dicho metodo da £ = MVyi-r £*, donde 
M es la masa total de los dos cuerpos y V la velocidad del centro de masa. Tengase 
en cuenta que cuando dos cuerpos hayan realizado un choque totalmente inelastico, 
cada uno ileva la velocidad del centro de masa del conjunto. Entonces, la energia ci¬ 
netica £* medida por el observador movil es nula. ya que para el los dos cuerpos estan 
en reposo. (Vease cap. 11.) 

7-6 Formas no mecanicas de la energia. En los capltulos anteriores nos 
hemos ocupado.del movimiento global de los cuerpos y es natural, por tanto, 
que hayamos concentrado nuestra atencion en las formas mecanicas de la ener¬ 
gia: cinetica y potencial. Segun ya se hizo resaltar, las energlas cinetica y poten- 
cial dificilmente serlan algo mas que conveniencias matematicas para resolver 
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problemas si no fuera por el hecho de que siempre que varla la energia mecanica 
total, en algun lugar proximo se produce una variacion energetica compensa- 
dora bien definida. 

Un arma de fuego dispara una bala que, bruscamente, adquiere energia cine- 
tica. En este caso se ha convertido energia qulmica en energia cinetica. Analo- 
gamente, cuando una persona lanza una pelota, la energia qulmica del aliment© 
que come es el origen de la energia cinetica de la pelota. 

Un bloque desliza sobre una mesa y acaba deteniendose. La energia cinetica 
del movimiento global del bloque ha desaparecido, para reaparecer en forma de 
calor, o sea de energia cinetica del movimiento desordenado de las moleculas 
del bloque, de la mesa y del aire. 

Una locomotora de vapor parte del reposo. Energia qulmica se convierte 
en calor por combustion del carbon. El calor sirve para hacer hervir el agua y 
crear vapor a presion. £ste Ueva asociada una energia y el vapor realiza un tra- 
bajo mecanico sobre el embolo. Este trabajo, a su vez, se convierte en energia 
cinetica del tren. 

Un ascensor parte del suelo y nos eleva. El ascensor esta accionado por un 
motor electrico. La energia electrica puede haberse obtenido de la energia meca¬ 
nica del agua o de la combustion de carbon o petroleo en uria maquina de vapor, 
o incluso en un reactor nuclear. En este ultimo caso, la energia nuclear es el ori¬ 
gen de nuestro aumento de energia potencial. 

Una roca cae de un montlculo a un lago. Parte de la energia de la roca se 
invierte en calentar el agua y la roca, pero parte se la lleva el movimiento ondu-. 
latorio que se propaga por el agua. Una rama que flote a eierta distancia podra 
adquirir energia mecanica al pasar las ondas. Hay energia en las ondas. 

La energia en cada una de estas formas —mecanica, qulmica, nuclear, calorl- 
fica, ondas sonoras, ondas llquidas, ondas en los solidos, ondas electromagne- 
ticas— constituye un tema que requiere por si mismo un estudio intensivo. To- 
das estas formas de la energia cumplen una ley general, el prmcipio de conserva- 
cidn de la. energia, o mas formalmente, el primer principio de la Termodinamica 
(vease cap. 17). Las maquinas de movimiento perpetuo de primera especie, es 
decir, lass maquinas que generan mas energia de una clase, por ejemplo, meca¬ 
nica, que la que consumen de otra, por ejemplo calor o qnergla qulmica, son 
contrarias al primer principio de la Termodinamica. Esto no prueba que sean 
imposibles las maquinas de movimiento perpetuo de primera especie, ya que la 
conservacion de la energia es una ley experimental de la Naturaleza. No obstan¬ 
te, este principio de conservacion se ha sometido a tantas comprobaciones, en 
campos tain diferentes y durante tantos anos, que todo el mundo se inclina hoy 
a aceptarila imposibilidad de las maquinas de movimiento. perpetuo de primera 
especie en vista del primer principio de la Termodinamica. Esto equivale a decir 
que las maquinas de movimiento perpetub de primera especie son imposibles 
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porque nadie ha construido nunca ninguna. (Esta es, probablemente, una postura 
muy segura, pero no una necesidad logica). 

En capltulos posteriores estudiaremos el calor y algunas formas ondulatorias 
de la energla. Ahora solo esttldiaremos brevemente las formas de la energla qul- 
mica, nuclear y masica. 

Energia quimica. Una granada que explota, un pedazo de carbon ardiendo, 
un muchacho que corre haeia arriba de una pendiente, son ejemplos de conver¬ 
sion de energla quimica en otro tipo de energla. Puede obtenerse un entendimiento 
cualitativo de las caracterlsticas fundamentals de la energla quimica si consi- 
deramos el diagrama energetico de una molecula (vease fig. 7-15). En la figura 
se representa la energla como funcion de la distancia entre, por ejemplo, el atomo 
de carbono y la molecula de oxlgeno que, al combiruirse, forman una molecula 
de dioxido. de carbono. Cuando el atomo de carbono y la molecula de oxlgeno 
estan muy separados, no se ejerce fuerza alguna entre ellos y su energla poten- 
cial mutua es nula. El carbono y el oxigeno no.se combinan facilmente, salvo 
a temperaturas elevadas.a las que tiehen una energla cinetica relativamente grande. 
La razon de esto es que en la region 1, la energla potencial es positiva; a la dere- 
cha de 1 la fuerza entre los atomos es repulsiva. Pero si la energla cinetica es su- 
ficientemente grande, mayor que la energia de activacion podran pasar sobre 
la cumbre de 1 y penetrar en la region 11 de separacidn pequena, donde la energla 
potencial es negativa. Si se mantuviera constante la energla total, la energla ci¬ 
netica serla muy grande en esta region y no habrla nada que evitara que la mole¬ 
cula recien formada volviera a disociarse. Sin embargo, en el transito de la region 
1 a la region 11, puede perderse energla que pasara a las regiones proximas. Puede 
emitirse luz, ordinariamente infrarroja, y as! se disminuirla la energla mecanica 
total. 0, mas corrientemente, se disociara la molecula de oxlgeno, quedando 
un. atomo de oxlgeno con el de carbono para formar monoxido de carbono y 
saliendo el otro con energla cinetica. En uno y otro caso, la energia total de la 



Fig. 7-15. Diagrama cualitativo de la energla potencial de una molecula que, al 
forrharse, libera energla. 
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nueva molecula sera menor que antes porque se ha cedido. energia a la region 
circundante. Las ondas luminosas emitidas o el atomo de oxigeno que sale dis- 
parado, chocaran rapidamente con la materia proxiraa, aumentando asi la tem- 
peratura de dicha materia. 

En la vida vegetal, tiene lugar el proceso inverso. Las plantas toman dioxido 
de carbono del aire y, por fotosintesis, se disocia este dioxido de carbono en sus 
componentes carbono y oxigeno. Este proceso requiere energia y esta la propor- 
ciona la luz solar. 

La reaccion C + 0 2 —» C0 2 es exotermica, ya.que se libera energia (calor). 
La reaccion 2C -f H 2 —> H 2 C 2 , que forma el acetileno, es endotermica. Esto 
significa que el acetileno, si se descompusiera en carbono e hidrogeno, despren* 
deria energia. En la figura 7-16 se presenta esquematicamente el diagrama ener- 
getico del acetileno. 

La energia liberada en las reacciones quimicas es, tipicamente, 10“ 12 erg_ por 
molecula. 

Energia 


Separaci6n 

Fig. 7-16. Diagrama cualitativo para la energia potencial de una molecula que 
libera energia por disociacion. 

Energia nuclear. Conceptualmente, la energia nuclear se debe a fenomenos 
totalmente analogos a los de la energia quimica. Cuando se acercan cada vez 
mas lo.s nucleos de dos atomos ligeros, por ejemplo protones (nucleos de hidro¬ 
geno), o dos particulas alfa (nucleos de helio), la forma? de la curva de energia 
potencial es la indicada en la figura 7-17. Para provocar una- reaccion quimica 
pueden ser necesarias energias de activacion correspondientes a temperaturas del 
orden de miles de grados, pero las temperaturas correspondientes a la fusion 
nuclear son del orden de millones de grados. Por otra parte, en una reaccion 
nuclear se libera una energia un millon de veces mayor cuando los dos nucleos 
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llegan a la region II. La fusion es el origen de la energia de nuestro Sol, de las es- 
trellas y de la bomba H. La reaccion es violentamente exotermica. 

En cambio, la fision nuclear tiene su analogla en el ejemplo qulmico del ace-, 
tileno. Los nucleos de ciertos atomos, por ejemplo los de bario y kripton, tienen 
una curva de energia potencial mutua de la forma indicada en la figura 7-18. 
Cuando los dos nucleos estan en la region II, formanun nucleo de uranio. Un 
nucleo existente de uranio, si se le puede dividir en nucleos de kripton y de bario, 
libera la energia senalada en la figura V « 10 -4 erg. El acetileno liquido se di- 
vidira en sus constituyentes, carbono e hidrogeno, si se le da una sacudida brusca 
u otra perturbacion relativamente debil: el uranio, a causa de- lo elevado de la 
cumbre que existe en su curva de energia potencial, es muy estable si biefl. puede 
ser inducido a dividirse a! absorber un neutron. Los nucleos que se dividen emi- 
ten neutrones y esto hace posible las reacciones en cadena o automantenidas en 
las pilas y en las bombas. 

Masa-energia. Memos mencionado anteriorrriente que, segun i ia teoria res- 
tringida de la relatividad de Einstein, la masa y la energia estan Intimamente 



Fig. 7-17. Curva cualitativa de la energia potencial para la fusion nuclear. 
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Fig. 7-18. Curva cualitativa de-la energia potencial para la fision nuclear. 
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relacionadas. Es decir, una masa que se mueve a una velocidad |, tiene asociada 
una energia dada por 


U = - 0 (7-26) 

\/l — ( v z /c 2 ) 

donde mb es la masa medida cuando esta en reposo, o cuando se mueve a velo- 
cidades mucho menores que le velocidad de la luz en el vacio c. Desde luego, 
la Mecanica de Newton proportion! una description correcta de los cuerpos 
que se rrfueven a velocidades mucho menores que c, y si es correcta la expresion 
anterior, 'debe concordar con los resultados de la Mecanica newtoniana en este 
caso limfte. Cuando v es nula, tenemos U = moc 2 ; en cambio, Cuando v es pe- 
quena pero finita, tenemos 

| V = m„c 2 (1 + i + • • ■) « (7-27) 

en donde se ha desarrollado el radical, en serie de potencias. (Observese que para 
y 2 /c 2 = 0,02 tenemos l/\/l — (v 2 /c 2 ) = 1/VO,98 1,01, segun el desa- 
rrollo utilizado.) Efectuando el producto indicado en (7-27), obtenemos 

XJ = m 0 c 2 + £m 0 t > 2 + ■ • • = m 0 c 2 + E + • • • 

donde E es la energia cinetica segun la mecanica newtoniana. En otras palabras, 
la teoria de la Relatividad restringida asocia a una masa m 0 tanto una 11a- 
mada energia en reposo moc 2 como una energia cinetica. La energia en reposo 
asociada a una masa de 1 g es, evidentemente, m 0 c 2 = 1 • (3 • 10 10 ) 2 = 9 • 10 20 
erg, o sea 9 • 10 13 J, energia enormemente grande, si tenemos presente que una 
masa de 1 g debe moverse a 45 m/s para tener una energia,cinetica de 1 J. 

Tan solo en los fenomenos nucleares se han podido m^djr variaciones de la 
masa asociadas al desprendimiento o absorcion de energia|||pr ejemplo, cuando 
se forma un nucleo de deuterio, isotopo pesado del hidr^no, a partir de un 
neutron libre y un proton libre, la masa del nucleo de de^rio es aproximada- 
mente un 0,1 % menor que la suma de las masas del neutrort/y del proton que lo 
constituyeron. La masa sobrante se emitio en forma de radi|cidn electromagne- 
tica, un rayo y. 

Existen casos en los que las particulas se aniquilan totalmente. Un positron, 
particula analoga al electron, pero con carga positiva en vez de negativa, puede 
aniquilar 'a un electron. Desaparecen ambas particulas y se emiten dos rayos y 
;—dos ondas electromagneticas que se propagan en sentidos opuestos. Estas 
ondas electromagneticas tienen energia, y asociada a esta energia hay una masa 
igual a la suma de las masas del electron y del positron. Analogamente, los anti- 
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protones y antineutrones recientemente descubtertos pueden aniquilar a los pro- 
tones y neutrones ordinarios. Inversamente, las particulas de gran energia (proto¬ 
nes, neutrones, etc.) y. Ios rayos y de gran energia pueden, perdiendo su propia 
energia cinetica, prod|aciriotras particulas que tengan masa. 

ReversibilUlacl. Aunque hayamos afirmado que la energia se conserva al 
transformarse de una forma en' otra, no queremos decir con ello que dichas trans- 
formaciones puedan realizarse facilmente ni de una manera total. Encontramos 
muy facil apretar el gatillo de una pistola y convertir asi energia quimica en ener¬ 
gia mecanica y calorifica. No obstante, el proceso'inverso (coleccion de los gases, 
el cklor y la bala movil y nueva formation del estado quimico de la bala) seria 
practicamente imposible. Analogamente, es facilisimo convertir la' energia meca¬ 
nica en calor. Solamente debemos introducir algunas fuerzas de rozamiento. En 
cambio el proceso inverso es mucho mas dificil. En el capitulo 19 trataremos estas 
cuestiones en forma mas completa, al estudiar el segundo principio de la Ter- 
modinamica. 


Problemas 


7-1. Un cuerpo de 0,5 kg desliza 
soljre una superficie Horizontal exenta de 
ro2amientos y choca contra el extremo 
de, un resorte cuyo otro extremo esta 
fijd El cuerpo invierte entopces el sen- 
tido del movimiento. (a) Si la yelocidad 
inicial del cuerpo era de 2 m/s y el resorte 
ha sufrido una compresion maxima de 
10 cm, i,cual era la constante K del re¬ 
sorte? (b) Trazar un diagrama energetico 
e incluir las energias potencial, cinetica 
Y mecanica total, (c) iQu6 impulso reci- 
bira el cuerpo a consecuencia del choque 
con el resorte? 

7-2. Un cuerpo de masa m se man- 
tiene a una altura ya por encima de 
la superficie de la Tierra y se deja caer. 
Trazar un diagrama energetico supo- 
niendo nula la energia potencial en y — 0. 
Incluyase en el diagrama la posibilidad 
de que m caiga en un agujero practicado 
en el suelo. 

7-3. Los cuerpos sumergidos en un 
liquido estan sometidos a una fuerza de 
empuje igual al peso del liquido desalo- 


jado. Determinar, en funcion de la posi- 
cion vertical y la energia potencial de un 
cubo de densidad q e incluir regiones por 
encima y por debajo de la superficie 
del agua. Considerense los casos en que 
el cubo tenga por densidad tj =10, 1, y 
0,5 g/cm 3 . La densidad del agua es 1 g/cm 3 . 

7-4. Las caracteristicas de fuerza 
de un resorte, dependen de como se haya 
devanado. Imaginemos un resorte para 
el cual F x = — Kx para desplazamientos 
hacia la dereCha de la posicion de defor- 
macion nula, y F* = — Cx i para despla¬ 
zamientos hacia la izquierda de dicha 
posicion. Hallar la energia potencial en 
funcion del desplazamiento x. 

7-5. Una particula de masa 4 g pe- 
netra en una region en la cual su energia 
potencial es la indicada en la figura 7-19. 
Proviene de la derecha y para valores 
grandes de x, a los cuales es nula su ener¬ 
gia potencial, tiene una energia cinetica 
de 16 erg. (a) ^Cual es su energia cine¬ 
tica en los puntos A, B y C? (b) Estando 
en el punto A, la particula pierde brusca- 
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x, cm 

Figura 7-19 


•mente la mitad de su energia total. (La 
grafica de la energia potencial no queda 
afectada). Describase cualitativamente el 
movimiento subsiguiente, dando el do- 
minio de valores de x en el cual puede 
moverse la particula. 

7-6. Sobre una mesa horizontal exen- 
ta de rozamientos se mueve un cuerpo 
en uno y otro sentido chocando alterna- 
tivamente con resortes existentes en uno 
y otro extremo de la mesa. El resorte de 
la izquierda tiene una constants K — 150 
N/m y el de la derecha tiene una constante 
K = 300 N/m. Cuando se inicia el mo¬ 
vimiento, el cuerpo tiene una energia ci- 
netica de 3 J y se halla en contacto con el 
resorte de la izquierda que esta compri- 
mido 15 cm. (a) iCuales seran las com- 
presiones maximas de los dos resortes? 
(b) Trazar un diagrama energetico. 

7-7. Haciendo referencia a la figura 
7-4 y al estudio de la energia de un 
pendulo simple. i,C6mo variara la ten¬ 
sion del hilo con el angulo 01 Existe algun 
valor de 0 para el cual sea nula la tension ? 

7-8. Haciendo referencia a la figura 
7-7. Si la distancia entre los extremos 
fijos de los dos resortes es 2,4 cm, icuales 


son las constantes K\ y Ki de los dos re¬ 
sortes? Considerese el movimiento de un 
cuerpo que se mueve a lo largo de una 
recta que pasa por C. y D. Esbocese la 
curva de energia potencial en funcion de 
la distancia a lo largo de dicha recta y 
ponganse de manifiesto las energias cine- 
tica y total de un cuerpo que tenga una 
energia cinetica de 2 erg cuando esta 
en C. 



Figura 7-20 
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7-9. Cuando dos alambres paralelos 
transportan corrientes electricas del mismo 
sentido, los alambres se atraen con una 
fuerza inversamente proporcional a la 
distancia r que separa los alambres: 
F\ — C/r, donde C es una constante. En 
la figura 7-20 pueden verse dos- alam¬ 
bres paralelos A y B recorridos por co¬ 
rrientes del mismo sentido. El alambre B 
se mantiene fijo a una distancia 2 L de 
una pared y el alambre A esta unido a dos 
resortes exactamenfe iguales de longitud 
L cuando no estan deformados y de cons¬ 
tante K/2. Los otros extremos de los re¬ 
sortes estan fijos a la pared. Si la cons¬ 
tante C es C = 5/CL 2 /36, determinar 
(a) la fuerza que se ejerce sobre e! alam¬ 
bre A en funcion del desplazamiento x 
contado a partir de la posicion de defor- 
macion nula del resorte y (b) la energla 
potencia! del alambre A en funcion de x, 
haciendo V — 0 en la posicion en que los 
resortes no estan deformados. Trazar 
un diagrama energetico. (c) i,D6nde esta 
la posicion de equilibrio del alambre? 
(d) Determinar la energia mecanica total 
H por debajo de la cual el movimiento 
del alambre A es oscilante. Estudiar cua- 
litativamente el movimiento de A para 
valores de H mayores. Indicar, en el 
diagrama, los puntos de inversion del 
movimiento y las regiones en que es 
posible el movimiento para diferentes 
valores de H. % 

7-10. La fuerza de la gravedad te- 
rrestre que se ejerce sobre una masa de 
1 kg viene dada por GMt/r\, donde r t es 
la distancia al centro de la Tierra. Ana- 
logamente, la fuerza de la gravedad lunar 
que se ejerce sobre una masa de 1 kg 
viene dada por GM t ,/rj . donde r l es la 
distancia al centro de la Luna, (a) oEn que 
punto de la recta Tierra-Luna sera nula 
la fuerza gravitatoria resultante? (b) Si se 
toma nula la energla potencial del infi- 


: nito, isera nula la energla potencial en 
algun otro punto de la recta Tierra-Luna? 

7-11. Hacemos referencia al proble- 
ma anterior. Supongamos que se suel- 
ta una masa m desde el punto situado 
entre la Tierra y la Luna en el cual es 
nula la fuerza gravitatoria resultante. Se 
da a la masa una pequena velocidad ini- 
cial hacia la Tierra. (a) iC ual sera la 
energia cinetica de la masa cuando llegue 
a la superficie terrestre? .(b) Supongase, 
que se suelta la masa desde un punto 
situado a la misma distancia de la Tierra, 
sobre la recta Tierra-Luna, pero al lado 
opuesto al de la Luna. <‘,CuaI sera entonces 
la energia cinetica en la superficie te- 
rrestre? 

7-12. iQue velocidad minima de- 
bera tener un cuerpo en la superficie de 
la Tierra, para que sea capaz de alcanzar 
la Luna? En que fraccion habra que in-- 
crementar esta velocidad si ha de poder 
escapar el cuerpo del campo gravitatorio 
terrestre ? 

7-13. La Luna da una vuelta alre- 
dedor de la Tierra en 27,3-dlas y se halla 
a una distancia aproximada del centro 
de la Tierra de 3,84 • 10 8 m. £Cual es la 
velocidad de la Luna? Si pudiera va- 
riarse la velocidad de la Luna de manera 
que pudiera moverse alejandose, en vez de 
alrededor, de la Tierra, ipodrla escapar? 
Si no, ^hasta que distancia podrla llegar? 

7-14. La fuerza que se ejercen dos 
partlculas cargadas es F — kq\q 2 lr 2 , donde 
q\ y q 2 son las cargas de las dos partlculas 
medidas en coulomb, k es igual a 9T0 9 
N-m 2 /C 2 , y r es la distancia entre las par- 
ticulas medida en metros. La carga ele¬ 
mental es la carga del electron, 1,6-10—i 9 C. 
iCual es la energla potencial de un 
electron en un atomo de hidrogeno, en el 
cual la distancia proton-electron es de 
unos 5 • 10— 11 m o sea 0,5 angstrom? 
(1 A — 10 8 cm). El proton tiene una 
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carga del mismo valor que la del electron, 
pero como la carga del electron es nega- 
tiva, la fuerza es atractiva. 

7—15. - Un coche de 1000 kg parte 
del reposo y empieza a descender una 
pendiente de 30°. En la parte inferior de 
la pendiente, que tiene 120 m de longitud, 
la velocidad del coche es de 90 km/h. 

(a) iQu'S energia habran consumido las 
fuerzas idisipativas o no conservativas ? 

(b) iQue masa (en kg) tendria una energia 
poteneial en la parte superior, igual a la 
energia disipada por el coche? 

7—16. f Un cuerpo de 8 kg parte del 
reposo y es empujado hacia arriba de un 
piano inclinado 45° de 1 m de longitud, 
por la m'ano de un hombre. El coeficiente 
de rozamiento por deslizamiento entre 
el bloqub y el piano es 0,2. En la parte 
superior del piano, el bloque tiene una 
velocidad de 3 m/s. (a) (.Cuanto trabajo 
ha realizado la iflano del hombre? (b) 
iCon que fuerza constante empujo el 
hombre? (c) iQub tiempo ha transcurrido 
antes de alcanzar el cuerpo la parte su¬ 
perior del piano? 

7-17. Un barril vacio de 15 kg cae 
desde una altufa de 15 m y alcanza el 
suelo en 2 s. Supongase constante la 
fuerza de resistencia del aire. (a) i,Cual 
era la magnitud de la fuerza de resistencia? 
(b) iCuanta energia mecanica se ha per- 
dido ? (c) iCual era la velocidad del barril 
inmediatamente antes de chocar contra 
el suelo?; 

7-18. iUn cuerpo de masa m, en 
reposo sdbre un resorte de constante K, 
comprime el resorte una distancia a 
partir de la posicidn de deformacidn nula. 
iDesde que altura debe dejarse caer m 
para quei el resorte se comprima una 
longitud 3 yo. contada a partir de la posi- 
ci6n de deformation nula? 

7-19. Una partlcula se mueve a lo 
largo, del leje x bajo la influencia de una 


fuerza tal que la energia poteneial es 
V(x) — 6*2 — 3^3 j ou i e (x en metros), 
(a) iCual es la fuerza que se ejerce sobre 
la partlcula ? (b) cCual es el valor maximo 
de la energia mecdnica total al cual es 
posible el movimiento oscilatorio? (c) 
Obtener una expresion para el tiempo de 
transito entre x = 0 y x ■= x\. 

7-20. El pendulo ballstico propor- 
ciona un metodp sencillo para la deter- 
minacion de velocidades de balas. De un 
hilo largo y ligerp se suspende un bloque 
de 1 madera suficientemente espeso para 
detener la bala. Antes de penetrar la 
bala en el bloque, este esta en reposo y 
empieza a moverse cuando la bala ya 
esta incrustada en el. Poner de manifiesto 
como puede obtenerse la velocidad de la 
bala observando el angulo de desviacidri 
m&ximo del pendulo ballstico. Una bala 
corriente puede tener una masa de 10 g 
y una velocidad de 300 m/s. 

7-21. Un carrito de masa m puede 
moverse libremente sin rozamiento por 
la parte exterior de una pista circular 
vertical de radio R. El carrito se mueve 
bajo la influencia de la pista (fuerza que 
no trabaja), de la gravedad, y de un re¬ 
sorte que tiene un extremo sujeto a un 
punto fijo situado a una distancia R/2 
sobre el centro de la pista. El resorte, de 
constante K , se. halla indeformado cuando 
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el carrito se halla en la parte superior del 
ctrculo. Este es un ejemplo diflcil de 
resolver en detalle, si bien se pueden 
obtener facilmente muchas caracterls- 
ticas del movimiento mediante conside- 
raciones energdticas. (a) Hallar la energla 
potencial del carrito en funcion de la 
posicion angular del carrito respecto al 
centro del clrculo y trazar un diagrama 
de la energla potencial V en funcion 
de 0. (b) iQue energla cinetica minima 
debe tener el carrito en la posicion supe¬ 
rior para que pueda dar toda la vuelta 
a la pista? (c) Si el carrito tiene la energla 
cinetica de (b), £que fuerza ejerce la pista 
sobre el carrito en la parte superior y en 
la inferior de la pista? 

7-22. Demostrar la relacion (7-11). 

7-23. Demostrar la relacion (7-12). 

7-24. Un cuerpo de masa m sufre 
un choque perfectamente elastico con 
otro cuerpo que se halla inicialmente en 
reposo. iCual debe ser la masa del se- 
gundo cuerpo, para que adquiera la mitad 
de la energia cinetica del cuerpo inciden- 
te? Supongase un choque unidimensional. 

7-25. Un cuerpo A de masa m a 
tiene una velocidad v a y un cuerpo B de 
masa m& tiene una velocidad Vb. El movi¬ 
miento tiene siempre lugar a lo largo de 
una recta. Demostrar que si v' b — v' a - 
— (t >b — v a ), la energia cinetica total no 
varla a consecuencia del choque. 

7-26. En la teorla. cinetica de los 
gases, la presion del gas resulta'del choque 
de las moleculas gaseosas con las paredes 
del recipiente. Vamos a ocuparnos de los 
choques de las moleculas de un gas con 
una pared movil (embolo). Consideremos 
un choque perfectamente elastico entre 
una partlcula muy ligera de masa m y. ve¬ 
locidad v, y un cuerpo muy pesado de 
masa M y velocidad V. Supongase que 
v y V tienen inicialmente la misma direc¬ 
tion y sentido. En el Umite de mjM =f 0, 


icual es la velocidad de la partlcula des¬ 
pues del choque? iCual es la perdida de 
energia cinetica de la partlcula en el 
mismo llmite? Demostrar que esta p6r- 
dida de energia es aproximadamente 
proporcional a la velocidad del cuerpo 
grande cuando vjV>> 1. 

7-27. Una partlcula A de masa m 0 ‘ 
realiza un choque perfectamente elastico 
con una partlcula B de masa ms inicialr 
mente en reposo. (a) oEn qu6 condicionejs 
puede ceder A toda su energla .cinetica 
a B1 (b) iEn que condiciones seguira A, 
despues del choque, en la misma direc- 
ci6n y sentido que antes? (c) £En que 
condiciones seguira A, despues del choque, 
en la misma direccion pero sentido con- 
trario al de antes? (d) iPuede alguna vez 
B moverse en sentido opuesto al del mo¬ 
vimiento de A antes del choque? 

7-28. En un choque totalmente in- 
elastico unidimensional, un cuerpo A 
de masa m a choca con otro B de masa mb 
inicialmente en reposo. <,Que valor debe 
tener el cociente mjmb para que B ad¬ 
quiera la mayor energla cinetica posible? 
iCual debe ser el valor de m a /ms para 
que A pierda la menor cantidad de energla 
cinetica posible ? 

7-29. Dos cuerpos de 1 g cada uno 
realizan un choque totalmente inelastico 
y despues del choque la energla^ cinetica 
resulta ser 100 erg. Los cuerpos se mueven 
a lo la^go de una misma recta, (a) iCuil 
era la velocidad V del centro de masa antes 
del choque? (b) iCual era la cantidad 
de movimiento total antes del choque? 
iy despues? (c) Cuando los mismos 
cuerpos, con el mismo movimiento inicial 
de antes realizan un choque perfecta¬ 
mente elastico , la energla cinetica total 
despues del choque resulta ser 200 erg. 
iCuales eran las velocidades de los cuerpos 
antes del choque? 

7-30. Una masa de l g y otra • de 
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100 g se aproximan a lo largo de 
una recta, Uevando cada una de ellas una 
cantidad de movimiento de 1000 g.cm/s. 
(a) iCual es su velocidad relativa? (b) 
iCuil es su energia cinetica total? (c) 
Despues de chocar las dos masas, la masa 
de' 1. g sale del centro de choque con una 
velocidad de 200 cm/s y una desviacion 
de 30° respecto a su trayectoria original. 
lC ual es- la velocidad de la masa de 
100 g? (d) iCual es la energia cinetica 
total despues del choque? iQue masa 
ha perdido mayor fraccion de su energia 
cinetica inicial? 

7-31. Un-cuerpo de 10 g se mueve 
a 20 cm/s y realiza un choque directo con 
un cuerpo de 20 g que se mueve a 15 cm/s. 
El vector velocidad del cuerpo de 10 g 
gira 60° a consecuencia del choque, man- 
teniertdose invariable su magnitud. <,Cual 


era la variacidn total de energia cinetica 
resultante del choque? 

7-32. Un disco de masa m choca 
elasticamente con otro tambien de masa 
m que se halla inicialmente en reposo. 
En el choque se conserva la energia cine¬ 
tica. Demostrar que el angulo entre las 
frayectorias de los dos discos despues 
del choque es de 90°, 

7-33. En un choque unidimensional 
perfectamente elastlco, choca un cuerpo A 
de masa m a con otro B de masa m& ini¬ 
cialmente en reposo. En el apartado 7-5 
se indico que, a menos que m a = mb, 
s61o se cede a B una fraccion de la energia 
cinetica de A. Demostrar que puede 
cederse a B una energia cinetica mayor si 
se interpone entre A y B un tercer cuerpo C. 
Demostrar tambi en qu e la masa optima 
de C es rn e = V m 0 m&. 
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EJEMPLOS DE FUERZAS Y MOVIMIENTO - n 

Resumen. En este capltulo comenzaremos con un estudio de las 
condiciones que conducen a un movimiento oscilatorio y se analizara 
un ejemplo sencillo: el oscilador ,«pozo cuadrado» o «partlcula en 
una caja». Se considera despues, con clerto detalle, el oscilador lineal 
(armonico). El estudio cuantitativo de otros osciladores que no sean 
el lineal es diflcll, pero del diagrama de energia potencial se deduciran 
directamente algunas caracterlsticas cualitativas del movimiento. Se 
estudian, como ejemplos, el pendulo simple y las vibraciones molecu- 
lares. Se trata el efecto del amortiguamiento de un oscilador lineal 
«libre» y se analiza el movimiento forzado del oscilador lineal. Por 
ultimo, se da una breve inspeccion del espectro de frecuencias meccinico. 

En el capitulo 5 se trataron con cierto detalle algunos ejemplos especiales 
de fuerzas y movimiento. Ahora, habiendonos extendido sobre los principios 
fundamentales del movimiento en funcion de los conceptos del teorema de las 
fuerzas vivas, energia potencial y de la energia mecanica total y su conservacion, 
nos detendremos a estudiar algunos problemas especificos en los cuales resultan 
particularmente utiles estos nuevos conceptos. Los problemas que hemos selec- 
cionadp para su analisis se refieren a oscilaciones, en particular las referentes 
al llamado oscilador armdnico o lineal, que juega un papel important^ en todos 
los aspectos de la Fisica. Siernpre que tratemos con vibraciones, ya sean de mo- 
leculas o de puentes, sera esencial estar familiarizado con las propiedades del 
oscilador lineal. 

8-1 Oscilaciones. Considerargmos un cuerpo en equilibrio y estudiare- 
mos lo que pasa cuando se le desplaza de su posicion de equilibrio y se suelta. 
despues, o cuando se le da una velocidad inicial separandolo de su posicion de 
equilibrio. En la figura 8-1 se ilustran esquematicamente varios casos en los que 
se halla en reposo una bola sobre diferentes tipos de superficie. En dicha figura, 
las superficies representan tambien curvas de energia potencial de la particula. 
En (a), la superficie no es mas que un piano horizontal. Cuando se desplaza la 
bola de su posicion inicial y se suelta, volvera a estar en equilibrio, y si se le da 
una velocidad inicial, se mantendra en movimiento con celeridad constante. 
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(d) « 



.. f 1 ®’, 8 I ] \ Ejempl ° s de equilibrio. En (d) se tendrd movimiento oscilatorio cuando 
se desplace el cuerpo de su posicion de equilibrio (estable). 


Lb. posicion sobre el piano horizontal notiene influencia alguna sobre el equili- 
bno. En 'la figura 8-l(b), la bola se halla en reposo en lo afto de nna superficie 
curvada, y es evidente que cuando se desplaza la bola en una direccion cualquie- 
ra y se suelta, continuara alejdndose de la posicion de equilibrio. Se dice enton- 

ces que el cuerpo esta en equilibrio inestable. En la figura S-l(c) se ilustra otro 
caso de equilibrio inestable. 

h fl l,^„ m r r rr erfa eS ?* 0130 iluStrad ° en ia figura 8-1(d), en el que la bola se 
halla en equilibrio en el punto mas bajo de una superficie curvada. La fuerza 

que se ejerce sobre la bola tiende a volverla a su posicion de equilibrio, indepen- 

se e dicr ente ,T - d Sent ‘ d ° dd des P laaamiento inicial. En estas condiciones 
“ d “ , qU ' d “< u ' l,brl0 1 es estable - Al desplazarla de su posicion de equilibrio 

en ouTla hnl | S Se a< f larar4 hacia la P™'^" da equilibria. Durante el tiempo 
Tl a q .oi b a ' Can2a . ia P° s,ci0n de equilibrio, adquiere cantidad de movimiento 
y la sobrepasa. Se invierte el sentido de la fuerza que actiia sobre la bola en Ia 
direccion del movimiento, con lo que la frena y vuelve a invertir el sentido de 
su movimiento Vuelve a la posicidn de equilibrio, la sobrepasa de nuevo y st 
gue oscdando hecia adelante y hacia atras en torno a la posicidn de equilibrio 

Soso En°otS TT de roaamiento acabarian "'vando la bola al estado de 
reposo. En otras palabras, siempre que se separa un cuerpo de su posicidn de 

equilibrio estable y se suelta luego, realizara un movimiento oscilatorio. En Ia 

aturaleza existen innumerables ejemplos de este tipo de movimiento Las mo- 

leculas, los pendulos, las cuerdas de violin, las estructuras, etc., tienen movimien- 
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se rn^'n 0 ln<f lnilo *“. al ; de , Una masa sujeta a un resorte . y en todos esos casos 
mueven los cuerpos bajo la acc.on de fuerzas consmatlms (despreciando el 

^zam,e„ t o) que siempre tienen la misma direccidn pero sentido ZToq» 

en f“ pla2am ! en ' os - En todos los casos la energla potencial presents un mlnimo 
en la posicion de equilibrio. K mirao 

u fuenta tipo resorte F = Kx, que se estudid en el capltulo 3 tiene enerala 
potencal mrnuna en , = 0. La ntagnitud de la fuerzaerece linealmen e con l 
desplazarmento .v medido a partir de la posicion de equilibrio. Un Sdor aue 
presents una fuerza de este tipo recibe el nombre de oscilador 1“ 








\ 

/ 



amplifuttes 2 "de^sdhuddn^suficien^emente U pequefiaa ^ ^ (F = “ ^ para 



Fig. 8-3. Ejemplo de un oscilador que no 
lacion pequenas. 


es lineal ni para amplitudes de 


osci- 
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y la oscilacion correspondiente se llama movimienio armonico.- Si la fuerza de- 
pendiera de x de otra manera diferente, el oscilador serla no lineal . Aun cuando 
muchos osciladores son no lineales, encontramos que para amplitudes suficien- 
temente pequenas de las oscilacioiles la mayoria son lineales o aproximadamente 
lineales. Por ejempto, la fuerza ejercida por un resorte ordinario viene dada por 
F=—Kx , para valores suficientemente pequenos de x, segdn se menciono en 
el capltulo 3. A1 aumentar x, el resorte se vuelve «mas duro» y la fuerza aumenta 
con' x de manera mas rapida que en la region lineal. En cambio, en el caso del 
pendulo ocurre lo contrario, segun puede verse en la figura 8-2 en la que se com- 
paran los comportamientos de las fuerzas en el Qscilador masa-resorte y en el 
pendulo. 

Existen osciladores que no son lineales ni para amplitudes pequenas y en la 
figura 8-3 puede. verse un ejemplo sencillo. Se deja como ejercicio demostrar que 
la magnitud de la fuerza restauradora que se ejerce sobre el carrito a lo largo 
de la via no es proporcional al desplazamiento x respecto a la posicion de equi- 
librio, sino a x z para valores de a: pequenos (prob. 8-1). 

8-2 Oscilador «pozo cuadrado» o «particula en caja». Como introduc¬ 
tion, vamos a ver un ejemplo muy sencillo de oscilacion, cual es el del movi- 
miento de un cuerpo, por ejemplo un carrito, que se mueve en uno y otro senti- 
do a lo largo de una via horizontal entre dos puptos fijos, como se indica en la 
figura 8-4. Estos puntos de inversion del movimientoPiyP 2 ,pueden ser paredes 
paralelas rigidas entre las cuales oscila el carrito tras realizar choques perfecta- 
mente elasticos con las paredes. Entre las paredes la fuerza es nula, pero crece 
instantaneamente hasta un valor muy grande (infinito) en las paredes. La curva 
correspondiente de energia potencial forma entonces un «pozo» cuadrado con 
lados verticales, como se indica en la figura 8-4. 

Las dos paredes estan situadas en x = y x — —x 0 . Si jnedimos eltiempoa 
partir del instante ep que el carrito choca contra la pared de la derecha, tenemos 
x — x 0 y v — 0 cuando / = 0. Cuando el carrito se aleja de la pared, su velo- 
cidad es v = — vq, y su coordenada de posicion disminuye hasta que choca con 
tra la otra pared. En la figura 8-5 pueden verse las graficas correspondientes de 
jc en funcion de t y de v en funcion de /. Esta eleCeion del origen de tiempos es, 
desde luego, arbitraria. Por ejemplo, si preferimos poner en marcha el cronome- 
tro cuando pasa el carrito por el punto equidistante de las paredes, tenemos 
* = 0 cuando / = 0. Entonces, si se mueve el carrito hacia la derecha, tenemos 
v = v 0 cuando t = 0. Las graficas correspondientes de * en funcion de / y de v en 
funcion de t se obtendran entonces de la figura 8-5 midiendo t a partir del 
origen Oi. 

A la excursion maxima Zodel carrito a partir de x = 0 se le da el nombre de 
amplitud de.la oscilacion. El carrito completa el recorrido total P i —» P 2 ~ 4 P 1 
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Fig. 8-4. Oscilador con curva de 
energia potencial de «pozo cuadrado». 


Fig. 8-5. Como dependen del 
tiempo el desplazamiento y la velo- 
cidad del carrito en la oscilacion de 
«pozo cuadrado» de la figura 8-4. 


en el tiempo To = 4x 0 /v 0) llamado periodo de oscilacion. A1 numero de osci- 
laciones completas por segundo se le da el nombre de frecuencid de oscilacion 
/o = l/T 0 . 


8-3 Oscilador lineal. Consideremos nuevamente el carrito sobre la via 
horizontal representado en la figura 8-4. Sujetamos ahora el carrito a un extre- 
mo de un resorte cuyo otro extremo se mantiene. fijo. Entonces, al desplazar 
el carrito una distancia x a partir de la posicion de deformation nula del resorte, 
la fuerza que este ejerce sobre el carrito es 

F = -Kx (8-1) 

La energia potencial correspondiente es 



segun se indica en la figura 8-6. Cuando se suelta el carrito a partir de una posi¬ 
cion x = £o,adquiere un movimiento oscilatorio. Si se pone en marcha el crono- 
metro en el instante en que se suelta el carrito, tendremos x — x Q en t = 0. Desde 
luego, la celeridad del carrito no sera constante como en el caso del oscilador 
de «pozo cuadrado», sino que crecera gradualmente hasta pasar por un maximo 
vq en la posicion de equilibrio * = 0. El hecho de que se conserve la energia me : 
canica total mv 2 /2 -f Kx 2 /2 = H, exige que la energia cinetica maxima mvl/2 
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—Xq 0 . Xq 



~ x o 0 *0 


i Fig. 8-6. Energia potencial V-— Kx^/2 de un oscilador.lineal. 


del carrito sea igual a la energia potencial maxima Kx 1/2. La celeridad maxima 
del carrito, es decir, la celeridad en x = 0 sera, pues, 

(8-2) 

Despues de pasar por la posicion de equilibrio ,v = 0, el carrito recorrera 
una distancia igual en sentido contrario, luego invierte su sentido de movimiento,’ 
vuelve az = x 0 y asi sucesivamente. • Como la celeridad del carrito no cambia 
bruscamente, las graficas representativas de la posicion x y la celeridad v en fun- 
cion deltiempO, ya no son una sucesion de segmentos rectilineos que formen 
lineas quebradas, como en el caso del oscilador de «pozo cuadrado», sino cur- 
vas sin dngulosidades, como §e indica en la figura 8-7. (En esta figura se han 
representado en lineas punteadas, a fines de comparacion, las graficas del osci¬ 
lador de «pozo cuadrado» correspondiente.) Si tomamos t = 0 cuando x=x Q , 
como 1 mencionamos anteriormente, vemos que las curvas de la figura 8-7 para 
x funcion de / y- v funcion de / son andlogas a una fun'cion coseno y a una funcion 
seno (cambiada de signo), respectivamente.'Si se mide el tiempo a partir del ins- 
tante en que el carrito pasa por su posicion de equilibrio con una velocidad v = 
-\-Vq, el origen de tiempos en la figura 8-7 sera 0\, en vez de 0. La curva de x 
funcion de t sera semejante a una curva seno, en vez deia una curva coseno. 

Despues de estas observaciones dadas a titulo de introduccion, pasaremos a 
demostrai que el desplazamiento y la velocidad del carrito en este oscilador lineal 
corresponded efectivamente, a funciones coseno y seno. En primer lugar, pode- 
mos probarlo experimentalmente comparando el desplazamiento de carrito con 
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Fig. 8-7. Desptazamiento y velocidad en funcion del tiempo, para el oscilador 
de la figura 845. El tiempo se mide a partir del instante en que x — * 0 - A fines de com- 
paracion, se representan jas curvas - cprrespondientes (llneas de trazos) del oscilador 
de «pozo cuadrado» de la figura 8-4. 


la coordenada x de un cuerpo que recorra una circunferencia con velocidad an¬ 
gular constante. El cuerpo puede fijarse a una barra que gire por ]a action de un 
motor electrico. Sabemos de antemano que la coordenada ,v es x Q cosait, donde 
cues la velocidad angular del movimiento circular y xqQS el radio del clrculo 
(vease el cap. 5). La. comparacion de este movimiento con el del carrito puede 
realizarse facilmente proyectando la sombra. sobre una pantalla, de manera que 
la coordenada .tidel movimiento circular aparezca yuxtapuesta a la proyeccion 
correspondiente del carrito. Ajustando los periodos del movimiento circular y 
del oscilador lineal de manera que sean iguales, hallamos que el movimiento del 
carrito es exactamente igual que el movimiento de la sombra del cuerpo en mo¬ 
vimiento circular. Desde luego, se supone que se han ajustado a un mismo valor 
las amplitudes c}e los dos moYimientos. 

En el estudio matematico del movimiento, partimos de la expresion (8-1) de 
la fuerza que se ejerce sobre el carrito y as! obtenemos para la aceleracion 


d?x _ K - 

dt 2 m X 


(8-3) 


donde m es la masa del carrito. La aceleracion es proporcional al desplazamiento 
y de sentido contrario. El problema matematico consiste en obtener una soliicion, 
es decir, una funcion x{l) que satisfaga a esta ecuacion y al mismo tiempo corres- 
ponda a la eleccion particular de origen de tiempos en relacion con el desplaza¬ 
miento .y. No es dificil hallar una funcion que reuna el requisito de que la se- 
gunda derivada (la aceleracion) sea proporcional al valor de la funcion cambiada 
de signo. El experimento descrito anteriormente indica sin lugar a dudas que el 
carrito oscilante realiza el mismo movimiento que la coordenada x = x Q cos ait, 
de un cuerpo' que recorra una circunferencia de radio Xo,si se ajusta la velocidad 
angular (velocidad del motor en el experimento) al valor ndecuado. Vamos a ver 
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que x — z 0 cos cot satisface, la.ecuacion del movimiento del carrito, con tal que 
w 2 = K/m. 

Asl, partiendrFciel movimiento armonic^^ = x 0 cos cot, obtenemos para la 
velocidad v = dx/dt == —cox Q sen cot, y para la aceleracion dv/dt — d 2 x/dt 2 = 
— co 2 x 0 cos cot=—co 2 x. Como era de esperar, la funcion x = x 0 cos cot satisface, a 
los requisitos de la ecuacion (8-3) eri el sentido de que el valor de la aceleracionespro- 
porcional al valor del desplazamiento cambiado de signo. En la ecuacion (8-3) 
la constante de proporcionalidad es Kfm y en eL movimiento armonico es co 2 
Por tanto, el movimiento armonico x = z 0 cosw£ satisface a la ecuacion del 
movimiento para el oscilador que tenga una constante de resorte K y una masa 
m, si la velocidad angular es 


Wq 


'K 


m 


(8-4) 


El argumento co Q t que aparece en x — x 0 cos w 0 t es el desplazamiento an¬ 
gular del movimiento circular, indicado en el capltulo 5 y en la figura 8-8. Una 
oscilacion completa corresponde a un desplazamiento angular 2 t. El tiempo Tq 
requerido para este desplazamiento angular es, pues, 


r 0 = — = 2ir (8-5) 

co 0 \ K 

Es el llamado periodo del oscilador. La frecuencia correspondiente, es decir, el 
numero de periodos por segundo, es 


f __L_± * 

j0 ~ T 0 ~ 2x \ m 


( 8 - 6 ) 


Uamada frecuentemente frecuencia caracteristica o frecuencia propia del oscilador. 


v 



Fig. 8-8. La coordenada x de un punto que se mueve con velocidad angular. <o 0 
constante sobre una circunferencia de radio *o sigue el movimiento armonico * = 
*o cos coot. Una oscilacion completa corresponde al desplazamiento angular co 0 T =. 2n. 
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Es importante observar que el periodo del oscilador lineal es independiente 
de la ampHtud x 0 de la oscilacion. Depende solamente de m y K que son las cons- 
tantes caracterlsticas del oscilador.. La explication de este resultado es que la 
celeridad maxima v 0 es proporcional a la amplitud Xq) es decir, v Q = a) 0 x 0 . 

La celeridad media v del carrito en un periodo es proporcional a vqJ en efecto, 
v = (2/tt)v 0 (vease prob. 8-13). La distancia recorrida por el carrito en un 
periodo es4x 0 , y el periodo puede expresarse en la forma T =-4xq/v. Como la 
velocidad media v es proporcional a xo, se deduce que T debe ser independien¬ 
te de Xo- 

Si el resorte fuera no lineal, ya no seguiria siendo independiente el periodo 
de la amplitud. Por ejemplo, la no linealidad del resorte presentada en la figu- 
ra 8-2(a) conduce a un periodo que disminuye aJ crecer la amplitud, mientras 
que en el caso de la no linealidad del pendulo de la figura 8-2(b) ocurre lo con- 
trario. 

Consideraciones energeticas. La energia mecanica total H = E - j- K del os¬ 
cilador es igual a la energla potencial maxima V m =Kx1/2, o a la energia cine- 
tica maxima E m = mv\/2 = mu)\x\/2. Debe observarse que los valores medios 
respecto al tiempo E y F de las energias cinetica y potencial son E = E m /2y 
V = V m /2. Evidentemente, tenemos E = V = H/2. 

Ejemplo. Consideremos el oscilador masa-resorte de la figura 8-6. La masa del 
carrito es 4 kg. Si se suspende el carrito del extremo de un resorte vertical, la longi- 
tud de equilibrio del resorte es d = 7,5 cm mayor que la longitud correspondiente 
a deformacion nula. i,Cual sera el periodo de oscilacion del carrito cuando se mueva a 
lo largo de la via en la forma indicada en la figura 8-6? 

La constante K del resorte puede determinarse a partir del valor observad o de d; 
es decir Kd = mg o sea K --- mg I d. El periodo de oscilacion es, pues, To = 2Tr\/m/K — 
2icVmd/mg = 2v\Jd/g' = 27t\/7i 5/98I —0,53 s. 

Con una amplitud jto = 15 cm de esta oscilacion, £cual es su energia total? i,Cua- 
les son la celeridad maxima y media del carrito? La energia total puede expresarse 
o como energia potencial maxima, o como energia cinetica maxima, H = Kx{ j/2 = 
mt>o/2.Con K = mg/d — 523,2 N/m obtenemos H — 523,2*0, 1 5 2 /2 = 5,9 J. La cele¬ 
ridad maxima es v„ - VK/m xo, que, siendo m = 4 kg, nos da vq = V523,2/4 -0,15 = 
1,7 m/s. La celeridad media correspondiente es v = (2/ir)t>o = 4xo/To ex. 1,1 m/s. 

Ease. En el estudio del oscilador lineal hemos tornado, hasta ahora, el ins- 
tante en que x = x 0 como origen de tiempos. Supongamos ahora que tomamos 
t = 0 en otro instante, por ejemplo, cuando x = x 0 cos <f>. El desplazamiento en 
un instante posterior t vendra dado por 


x = x 0 cos (coq t + </>) = x 0 cos 


> j- 0 


( 8 - 7 ) 


Ingard — 15 
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segun $e indica en ia figura 8-9. La expresion encerrada entre parentesis es el 
llamado angulo de fase del oscilador, y la cantidad <f> recibe el nornbre de fase 
inicial o constante de fase. Por ejemplo, si <t> = tt/ 2 tenemos 


x — xo cos (wot + ^ = 
o bien, si<£ = —tt/ 2 tenemos 

! X — Xo COS ^ 


-zosen wot 


= xo sen wot 


i 

Ejemplo 1. El movimiento armonico de un cuerpo de periodo T 0 — 2 s esta des- 
crito por x = xq cos <oq t = xo cos (IntjTo). Cuandb el cuerpo alcanza Ia posicion x = 
—xo es capturado y retenido. durante un tiempo t = 0,5 s, al cabo del cual vuelve a 
quedar suelto. Si se rriide el tiempo a partir del mismo origen que antes, £,cual sera 
la expresion del movimiento armonico subsiguiente? 

El cuerpo alcanza la posicion x •— —xq en el instante /i — 7o/2 y en dicho ins- 
tante tenemos a>o/| — wqTo/2 = n. Cuando se suelta el cuerpo en el instante To/2-f t, 
el argurriento de la funcion coseno debe seguir siendo n. Por tanto, si suponemos que 



Fig. 8-9. Cuando se mide t a partir del instante en que x = jtq cos <f>, el despla- 
zamiento'en un instante posterior / es x — xq cos (cut <£). El angulo i es la cons¬ 
tante de fase del oscilador. 


la constante de fase del nuevo movimiento es <j>, obtenemos co 0 (7o/2 -1- t) + <j> = n 
o sea^ t* —n/2. Por tanto, el movimiento subsiguiente vendra dado por 


x = xo cos 



xq sen wo t 


Ejemplo 2. El movimiento de un cuerpo situado en el extremo de un resocte 
tiene un desplazamiento x = xq cos w 0 /. Cuando el cuerpo se hall a en x = —xq, es 
decir, cualndo t — T/2, el cuerpo recibe un impulso J en la direction y sentido positi- 
vo de las if. Detefminar la amplitud y la fase de la oscilacion despues del impulso. El 
, tiempo se mide a partir del .mismo origen que antes. 
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En el punto x = — jc 0 la velocidad del oscilador antes del impulso es nula, y des- 
pu£s del impulso es t' — Jim, donde m es la masa del cuerpo. La energia mecanica 
total del oscilador despues del impulso es, pues ,H'— Kxq/2 -f- mv ,2 /2 —Kx q/ 2-\- 
J 2 /2m. La nuev a amplitud de oscilacion in.viene dada entonces porif' = Kx q 2 /2\ 
es decir.a:^ = Vx§ + ( J 2 /Km ). La constante' de fase de la nueva oscilacion debe 
ser tal que el. desplazamiento en / = Tjl siga siendo —xq, o tal que la velocidad en 
T) 2 sea J/m. Asl, tenemos —xq — x'q cos (wqTII + <f>) — —x'q cos <f>, o sea, 
cos <f> — x/x'q. 


8-4 Oscilaciones pequenas de un pendulo simple. Como nuevo ejemplo de 
oscilador lineal, estudiaremos las oscilaciones pequenas de un pendulo. El pen¬ 
dulo, representado en la figura 8-10, se supone tener toda su masa m concentrada 
en un punto a una distancia / del punto. fijo de suspension. Desde luego, esta 
concentracion de la masa es una idealizacion y a un pendulo de este tipo se le 
llama matematico o simple, para distinguirlo del pendulo fisico que tiene su masa 
distribuida. Podemos lograr aproximadamente un pendulo matematico con una 
bola pequena y pesada sujeta al extremo de un hilo ligero. 

Se hace oscilar el pendulo en un piano vertical y se mide la desviacion del 
pendulo por el angulo 6 que forma con la posicion de equilibrio, como se indica 
en la figura.|como de costumbre, 6 se mide positivo en el sentido opuesto al de 
las agujas del reloj. En lugar de 0 podemos utilizar la longitud s del desplazamien¬ 
to a lo largo de la trayectoria circular de la lenteja del pendulo. Tenemos 


a — Id 


( 8 - 8 ) 


Si es m la masa de la lenteja, la ecuacion del movimiento es 



(8-9) 


donde F t es la suma de las componentes en la direccion s de todas las fuerzas 
que se ejercen sobre la lenteja del pendulo. Estas son la tension del hilo y el peso 



mg 

Fig. 8-10. Pendulo simple. 
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p = mg. Solo esta ultima fuerza tiene una componente F t = —sen 6 en la 
direction s, segun se indica en la figura 8-10. Para angulos suficientemente 
pequenos, por ejemplo 8 < 7r/6, la aproximacion sen 8 cz 8 — s/l es buena, y 
la componente de la fuerza en la-direction s puede escribirse en la forma F, = 
— (p/1)s.Lb. ecuacion (8-9) del movimienfo se reduce entonces a 


— _ ill 

dt 2 m 


( 8 - 10 ) 


Esta ecuacion es analoga en todo a la ecuacion d 2 x/dt 2 = —{K/m)x, obtenida 
para el oscilador masa-resorte y vemos, por cbmparacion que, en el pendulo, 
a la constante del resorte K corresponde la cantidad /?//. En el oscilador masa- 
resorte, la constante del resorte es independiente de la masa y por tanto la fre- 
cuencia caracterlstica/o= (l/ 27 r)v^K/mes inversamente proportional a la ralz 
cuadrada de la masa. En cambiofen el pendulo la fuerza restauradora esta creada 
por la gravedad-'y la constante correspondiente es proporcional a la masa de la 
ienteja, pji = mgji. En consecuencia, la frecuencia caracteristica y el perlo^do 
del pendulo son independientes de la masa: 

o, 0 = 2*f 0 = ^i, To = j- = . ( 8 - 11 ) 


Como g varla con la position, tambien lo hara el periodo del pendulo: si el pen¬ 
dulo estiiviera en la Luna, su periodo seria mayor que si estuviera en la Tierra. 
El periodo del oscilador masa-resorte, en cambio, es independiente.de la position. 
Que el periodo de un pendulo sea independiente de la masa se deduce del hecho 
de que el peso p y por tanto la masa pesante, son proporcionales a la masa inerte 
(vease el cap. 2). 


Ejemplo. (.Qxal seria la longitpd de un pendulo simple que tenga un'periodo de 
1 s? iCual es la energfa mecanica total del pendulo si el angulo de excursion maximo 
es 8 m - n/8? 

Siendo g — 981 cm/s 2 y T Q — I s, obtenemos / = 981(2 n) 2 ~25 cm. La energfa 
mecanica total del pendulo es igual a la energfa potencial maxima, que puede expre- 
sarse en la forma V m — don.de AT'-es la constante del resorte equivalente K' = 

pH = mg/l. Con s — 18, la energfa potencial maxima resulta ser V m - mgl(6 2 / 2). 
Con m = 1 g, obtenemos7 m c=: 1900erg. Para un angulo de. excursion arbitrario, la 
energfa potencial maxima.se determinara a partir de mgl{ l — cos 8), segun se vio en el 
capftulo 7. Para valores pequ'enos del angulo 8 , tenemos cos 8 i — ( 82 / 2 ) y la ex- 
presion general, se reduce al resultado obtenido anteriormente. 


s 8-5 Oscilador de dos cuerpos. Masa reducida. En el estudio de las vibra- 
ciones de una molecula diatomica, por ejemplo, nos hallamos ante las oscila- 



OSCILADOR DE DOS CUERPOS. MASA REDUC1DA 


229 


ciones de dos cuerpos en interaction, como las representadas en la figura 8-11. 
En ella, dos cuerpos de masas mi y m 2 estan unidos por un resorte de constant 
te K. Si se comprime.el resorte y se suelta despues, los cuerpos oscilaran con 
frecuencias iguales. En'algunos casos, el centro de masa se halla en reposo pero, 
en general, las oscilaciones tendran superpuesto un movimiento de traslacion. 
En todos los casos, el movimiento oscilatorio es el movimiento de los cuerpos 
respecto a su centro de masa. Queremos determinar la frecuencia caracteristica 
de la oscilacion y la razon entre las amplitudes de oscilacion y entre las energias 
de los dos cuerpos. 



Fig. 8-11. Oscilador de dos cuerpos. 


Si son .ti y x 2 las coordenadas de position de Jos dos cuerpos respecto a 
un sistema fijo de coordenadas, como el indicado eri la figura 8-11, la longitud 
del resorte sera x 2 — Xj,y si su longitud para deformation nula es c/, el alarga- 
miento del resorte es< x = x 2 — x x — d.. La fuerza que se ejerce sobre ra 2 es, 
pues, F 2 = — Kx y la que se ejerce sobre m x es F x — Kx. Asi pues, las ecua- 
ciones del movimiento de los dos cuerpos son 


m 2 



= -Kx 


( 8 - 12 ) 


y 

mi ^ = Kx (8-13) 

Multiplicando la ecuacion (8-12) por mi, la ecuacion (8-13) porm 2) y restando, 
obtenemos 


mim 2 


d 2 x „ 
“TTT = —KX 


i j/9 — • xi - (8—14) 

m-i + « 2 , dt 2 ' ' 

donde x = x 2 — x x — d. En otras palabras, el alargamiento x del resorte sa- 

tisface a una ecuacion formalmente igual a la del oscilador de una spla masa que 

tuviera fijo un extremo del resorte y el otro unido a la masa 


mi -f -m 2 


(8-15) ' 
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A la cantidad p se le da el nombre de masa reducida del oscilador. 

La pulsacion caractedstica.de la. oscilacion, que es la rnisma para mi y para 
m 2 , es, pueSj 


= (8-16) 

] • 

La energia de oscilacion puede expresarse 0 como la energia potencial maxima 
V m = Rxlt/2, donde x m es el alargamiento maximo del resorte, 0 como suma 
de las energias cineticas mdximas de los dos cuerpos en el instante en que el re¬ 
sorte no esta deformado. Estas energias cineticas pueden expresarse en la forma 
Ei pj/2mi yE 2 = p\/2m 2 , donde Piyp 2 son las cantidades de movimiento 
de los euprpos medidas respecto al centro de masa. As! tenemos p 1 — p 2 = p, 
y la energia mecanica total de oscilacion es 


! 




_1_ 
m 2 


1 pi 

2 ' p 


Evidentemente, la razon entre las energias de oscilacion de losidos cuerpos es 


. Ei _ m2 

i E2 

Si son y X 2 ,las magnitudes de las amplitudes de los dos cuerpos, tenemos 
X]/X 2 =jm 2 /m 1 y x m = Xi + X 2 .A partir de estas relaciones. podemos de- 
terminar.X’i yX 2 , en funcion de : s m . 

Si el centro de masa no estuviera en reposo, sino que tuviera una velocidad 
V, la energia total del sistema(masa M = mi -f m 2 ) es la suma de la energia 
del centro 'de masa MV 2 /2 y de la energia de oscilacion, segun se estudiara con 
mayor detalle en el capitulo 11. Asi, pues, restando la energia M7 2 /2del cen¬ 
tro de. masa de la energia total (que suele conocerse), obtenemos la tnergia me¬ 
canica de oscilacion, a partir d6 la cual pueden hallarse las propiedades del mo¬ 
vimiento oscilatorio, segtin se ha visto anteriormente. 


Ejemplo, Dos cuerpos de masas y m 2 pueden moverse libremente a lo largo 
de una via horizontal recta. Estan unidos por un resorte de constante K. El sistema 
se halla inicialmente en reposo. Se da a mj un impulso instantaneo J de la direccidn 
de la via. Determinar el movimiento del sistema despuds del impulso. En particular, 
determinar la energia de oscilacidn de los cuerpos. 

Despuds del impulso, el centro de masa del sistema se mueve con una velocidad 
V — JjM, donde M = mi + m 2 y la energia de traslacion correspondiente es E t = 
MV 2 }! — J 2 j2M. Si consideramos el movimiento de m\ solo, observamos que la cari- 
tidad de moyimiento adquirida por m\ inmediatamente despues del impulso es pi — J, 
y la energia cindtica de m\ correspondiente es p?/2mi = J 2 }!m\. Como en ese momento 
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el resorte no esta deformado, esta cantidad sera la energla total del sistema. Si resta- 
mos de esta cantidad la energla del centro de masa, obtenemos la energla de oscilacion: 

H '. . £ (± _ ±\ m (jL\ 

2 \mi MJ \2niiJ mi + m 2 

En otras palabras, al movimiento oscilatorio va la fraccion ni 2 f(mi + m 2 ) de la energla 
total suministrada al sistema. La compresion maxima del resorte se podrd obtener 
de Kxm/2 = H 0 . 

8-6 Vibraciones moleculares. En el oscilador lineal, la relation entre la 
fuerza y ei desplazamiento es particularmente sencilla y, segun hemos visto, los 
detalles del movimiento pueden describirse cuantitativamente mediante. formu¬ 
las matematicas sencillas. Segun se indico anteriormente, la aproximaciori al 
oscilador lineal solo se aplica ordinariamente cuando la amplitud de la oscila¬ 
cion es suficientemente pequena. A amplitudes mayores, la descripcion cuantita- 
tiva suele ser mucho mas complicada. 

No obstante, aunque la descripcion cuantitativa detallada sea complicada, 
las caracterlsticas cualitativas fundamenta-Ies del movimiento se pueden compren- 
der facilmente a partir de la curva de energia potential.del oscilador. Como ejem- 
plo, consideremos una curva de energla potencial del tipo representado en la 
figura 8-12.' Esta curva tiene una forma muy corriente entre muchos ejemplos 
de movimiento. Por ejemplo, es aplicable a un atomo en interaccion con otro. 
La coordenada x representa entonces la separacion de los dtomos. Desde luego, 
cuando los atomos 0 moleculas estan muy separados, la fuerza que se ejercen 
es casi nula. Al acercarse un atomo a otro, la fuerza inicial puede ser repulsiva 
y la energla potencial aumenta. Para distancias pequenas, menores que xj, en 
la figura 8-12, disminuye la energla potencial y la fuerza se hace atractiya. No 
obstante, la fuerza no permanece atractiva (negativa) indefinidamente al dismi- 
nuir la separacion, sino que la fuerza vuelve a hacerse repulsiva y la curva de 
energla potencial presenta un mlnimo que corresponde a un equil.ibrio estable 
en la separacion de los atomos. 

.Por ser conveniente en el presente estudio, mediremos la energla potencial V 
a partir del punto mlnimo, en el cual haremos V = 0. Aun cuando tengamos 
un punto de equilibrio estable en Xq, los atomos o moleculas no estan nunca. en 
reposo relativo uno respecto a otro sino que siempre tienen alguna energla, se¬ 
gun veremos en el capltulo 16. El caracter del movimiento relativo-entre los ato¬ 
mos depende en gran manera de la magrtitud de esta .energla. Por ejemplo, en 
la figura 8-12 puede verse que para una energla Hi, solo es posible el movimiento 
en el valle de la curva de energla potencial entre los puntos A.i y B lt Los atomos 
tienen entonces movimiento oscilatorio, en el cual hay una conversion continua 
de energla cinetica en potencial, como en el caso del oscilador. lineal. Los atomos 
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Fig. 8-12. Diagrama energetico para la interaction entre dos atomos. 


se hallari entonces «ligados», manteniendo una separaoion media igual a x 0 . Si 
es suficientemente pequeno Hi la grafica de la fuerza F en funcion de x es aproxi- 
madamente una recta F ==— K(x — Xq), segun se indica en la figura y la energia 
potencial correspondiente es K(x — Xq) z /2. (^Que ocurriria si la energia poten¬ 
tial fuera proporcional a z 4 para valores pequenos de x? Vease el problema 8-11.) 
lncidentalmente, a la escala atomica O 'molecular, la relacion lineal entre F y x, 
para valores pequenos de z, es la que hace que exista una relacion analoga entre 
fuerzas y deformaciones de una cantidad macroscopica de materia como, por 
ejemplo, en el caso de un resorte. 

A1 aumentar la energia hasta un valor tal como el Hz de la figura 8-12, la 
oscilacion tiene una amplitud suficientemente grande para superar el dominio 
de linealidad de la fuerza. Segun se indica en la figura,. la fuerza restauradora 
crece entonces mas lentamente con el desplazamiento para x > x 0 , que para 
x < £o. En consecuencia, el atomo llega mas lejos hacia afuera que fiacia adert- 
tro y la'Separation media de los atomos resulta algo mayor que la separation d# 
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equilibrio. Cualitativamente, esta asimetria de la fuerza restauradora y de la 
curva de energia potencial es la causa de la dilatation termica de los solidos, 
segun se vera en el capltulo 17. 

Si se incrementa aun mas la energia de oscilacion, por ejemplo hasta el valor 
ffgde la figura 8-12, de manera que se supere el valor 7&de la barrera en x b , el 
movimiento ya no sera oscilatorio; los atomos ya no estaran ligados entre si. 
Uno de los atomos salvara la barrera y pronto se hallara fuera del campo de 
fuerzas de su vecino. Si luego chocara con otro atomo, podria salvar sq barrera 
de potencial, penetrar en el valle de potencial y alcanzar el punto de separation 
minima (A en la figura). Como hemos supuesto un choque perfectamente elas- 
tico, el atomo invertira el sentido de su movimiento y se alejara con la misma 
celeridad que tenia antes del choque. En cambio, si el choque no fuera perfec¬ 
tamente elastico, disminuiria la energia mecanica del atomo y si aquella pasara 
deiifs a H 2 , los atomos se combinarian y formarian una molecula a consecuen- 
cia del choque. 

Esta separacion de ios atomos que ocurre cuandc la energia de oscilacion 
supera un cierto valor critico, es la esencia de la explicacion «molecular» de 
fenomenos tales como la disociacion y recombination de un gas diatomico o 
poliatomico a temperatura elevada, de la fusion de un solido, o de la ebullition 
de un liquido, segun estudiaremos en el capitulo proximo. 

8-7 Amortiguamiento de las oscilaciones libres. Hasta ahora hemos pres- 
cindido, en el estudio de las oscilaciones. de la influencia del rozamiento. La 
fuerza de rozamiento actua siemp re en sentido opuesto al desplazamiento y, 
evidentemente, dara lugar a una disminucion gradual de la amplitud de la oscila¬ 
cion. C on el fin de estudiar cuantitativamente este movimiento, deberemos esta- 
blecer la ecuacion del movimiento que incluya la fuerz a de rozamiento y busc ar 
la solucion adecuada de dicha ecuacion. 

Las fuerzas de rozamient o existentes en los sistemas mecanicos suelen ser 
complicadas y dificiles de describir cuantitativamente de manera precisa. La 
fuerza de rozamiento entre dos superficies lisas suele ser constante para velo- 
cidades pequenas, pero se halla sujeta a grandes variaciones cuando se tienen 
en cuenta la humedad, los detalles de la superficie, etc. La fuerza de resistencia 
al movimiento de una esferita que se mueva en el seno de un fluido es proporcio- 
nal a su velocidad (ley de Stokes), y la fuerza de resistencia al movimiento de 
un cuerpo que se mueva atraves de un gas enrarecido es proporcional al cuadra- 
do de la velocidad. En otras condiciones, la fuerza de resistencia al movimiento 
depende criticamente de la forma del cuerpo y la dependencia de la velocidad es 
tan compleja que se debe realizar un analisis numerico para determinar la in¬ 
fluencia de la fuerza de resistencia sobre el movimiento. El movimiento podra 
describirse en terminos matematicos sencillos solamente en el caso de fuerzas 
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de rozamiento especialmcnte sencillas . Ejemplo de estas lo tenemos en el caso de 
Ja fuerza proportional a la velocidad, como las que cumplen la ley de Stokes , 
y este es el caso que consideraremos. 

Como la fuerza 4 e rozamiento est a siempre dirigida en sentido opuesto al 
de la velocidad, podremo s expresar la fuerza de rozamiento en la forma Fj = 
= —R(dx/dt), donde R e s una constante . Si consideramos el movimiento de 
q n cuerp o sometido a la action de una fuerza de resorte y una fuerza de roza¬ 
miento He este tipo, l a ec uacidn del movimiento de este cuerpo vendra dada por 


d 2 x 

HjUI 


-Kx - R 


dx 

dt 


(8-17) 


Supongamos que nos interesa el movimiento que resulta cuando soltamos el 
cuerpo partiendo del reposo, en la position x = x 0l en el instante / = 0. La 
solution de la ecuacion (8-17) correspondiente a esta condition inicial es 


en la cual 


x = xoe 


-Ur 


(■ 


cos wt + — s enwt 
oyr j 


1 

1 


y el perio&o es 


2m 
7 ~ R 

w = w 0 Vl — ( 1 /uqt ) 2 = co 0 Vl — (Tq/ 2 ttt ) 2 


(8-18) 


rp = 2tt = To 

" Vl - (1 /w 0 t) 2 


Se recomienda al lector que se de perfecta cuenta de que la ecuacion (8-18) sa - 
tisface a la (8-17), y que x — xp y v = 0 cu ando t = 0. (P rob. 8-28). Observese 
que la existencia del rozamiento hace disminuir algo la frecuencia de o s cilaci6n,_ 
o sea, aumentar algo el periodo. Sin embargo, este efecto suele ser muy pequeno. 
En la mayorfa de oscilaciones, el tiempores considerablemente mayor que un 
periodo y por tanto el termino(!To/27rr) 2 del radical es mucho menor que 
(1/27 t) 2 ^ 0,025, lo cual significa que se varian la frecuencia y el periodo en 
menos de un 1 %. Por tanto, en la mayorfa delas aplicaciones pract.icas podra em- 
plearse el periodo T 0 . 

La cantidad r = 2m/R es un tiempo caracteristico que mide la duracion d e 
-Jas-oscilaciones. En este sentido, puede considerarse como la vida del oscilador. 
Cuando el ! oscilador se ha movido un tiempo r, la amplitud se habra reducido 
en un factor e~ l ex 1/2,718, o en otras palabras, aproximadamehte igual a 1/3 
de su valor inicial. La vida r es una cierta fraccidn del periodo Tp — 2t/w 0 del 
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Fig. 8-13. Gridcas^e-^en^uncL6n_<le. t para un oscilador„Cjp_a.(a) Q < 1/2, 
(b) Q = 1/2, y (c) Q > 1/2. 


oscilador no amortieuado. v esta fraction es r/T o = w 0 t/27t = Q/t, donde he- 
mos introducido el simbolo Q ~ wtfn/R. El desplazamiento angular correspon- 
diente a la. vida es, pues, ojoT — 2Q~. 

Ademas de la variation de amplitud del oscilador con el tiempo , que ya es- 
perdbamos, hemos indicado que tambien el periodo de oscilacion se halla influido 
por la fuerza de rozamiento . Este ultimo resultado es razonable si consideramos 
el caso extremo en que la fuerza de rozamiento sea tan grande que el oscilador 
quede practicamente «pegado» a la superficie. En tal caso, el periodo, si lo hay, 
debe evidentemente ser mucho mayor que el periodo To del d§ciIador no amor- 
tiguado. El analisis matematico de la ecuacion (8-18) revela ^ue el periodo se 
hace, efectivamente, infinito cuando upT = l,es decir, cuaniflo Q = j o' sea~ 
R = 2o) 0 m. En estas condiciones, se dice que el oscilador se halla en las condicio- 
~hes de amortiguamiento critico. El cuerpo tendera a la position de equilibrio 
sin oscilar, es decir, sin sobrepasarla. Si es Q mayor que 1 / 2 el movimiento sera 
oscilatorio y si es irienor que i / 2 el movimiento n o sera oscilatorio (sera sobreamor- 
tiguado). En la figura 8-13 puede verse la depen dencia del tiempo de los movi- 
mientos sbbreamortiguado, con amor tiguami ento critico y subamortiguad_o_(os- 
'ciiatorloj. 

La cantidad Q — u 0 m/R =• ttt/Tq = co 0 r/2, Uamada a veces calidad , pue¬ 
de interpretarse fisicamente de varias maneras. S i el amort i guamiento es peq uenry 
puede verse fprob. 8-31) que 2tt/Q es la variacion fraccionaria de la perdida de 
•energia mecanica total en un periodo del movimiento. Tambien podemos expre- 
sar Q en funcion de. la magnitud del impulso de rozamiento eh relation con la 
cantidad de movimiento maxima. El impulso de la fuerza de rozamiento, cuando 
el cuerpo va de x = 0 a x = x Q , es fF/ di = Rfv dt —Rx 0 , y la cantidad de 
movimiento del cuerpo c uando pasapor la’position de equilibrio es mv 0 . El~ccr- 
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ciente entre la cantidad de movimiento maxima y el impulso de la fuerza de ro¬ 
zamiento sera, pues, mv 0 /Rxo ~ mco 0 /R = Q, si utilizamos la relation aproxi- 
madai*o ^ w 0 2o-P°r ultimo, si se expresa Q en la forma Q = w 0 r/2 ~ tt(t/T 0 ), 
vemos que para valores s uficientemente grandes, Q p uede interpresars e co mo el 
producto de ir por el numero de _qscilaciones completas durante la yi.da.X,_ya 
que entonces, segun hemos visto, el periodo del oscilador es muy aproxi mada- 
mente igual_a Tq. 

8-8 Movimiento forzado de un oscilador lineal. Las oscilaciones estudia- 
das hasta ahora son oscilaciones caracteristicas. o libres. .Un oscilador libre es 
aquel que, con la posibl e exce pcion de los efectos del rozamiento extern^,' no 
interactua con otros cuerpos. Realiza su propio movimiento determina dn. .por. 


m 




mm 


x = 0 


Fig. 8-14. Movimiento forzado de un oscilador lineal. 


las fuerzas de inercia y restauradora del sistema. Au n cuando esas oscilaciones 
son muy importantes de por si, encontraremos en Flsica muchos problemas 
en los que intervienen osciladores accionados por fuerzas exteriores. 

Con el fin de fijar ideas con e l ejemplo, volveremos a utilizar el oscilador li¬ 
neal consistente en un car rito unido al extremo de un resor tc; v que se m ueve 
sobre una via horizont al en la_ forma indicada en la figur a 8-14. Se supone que 
sobre el c arrito se ejerce la fuerza exterior F(7 )_ que varia armonicamente con el 
tiempo; - Ademas , sobre el carrito se e jercen la fuerza del resorte y la fuerza ,tie 
rozamiento de la via. La fre cuencia caracteristica de oscilac ion del oscilador , 
si prescindimos del rozamiento, estd representada p or f 0 y t enemos 2irfo~== 
y/Klm .Cp nsideraremos F(l) armonica, de frecuencia~/'diferen te, en general, de 
f 0 . El resultado es que el carrito estara forzado a moverse con movimiento, os- , 
cilatorio de la misma frecuen cia / de la fuerza que lo acciona. Ademas. al principio 
e xiste una oscilacion caracteristica «transitoria» del osciladorT p ero-liega-a-desa^- 
parecer a causa de la fuerza de ro zami ento y el sist ema alcanza un estadp per- 
manente de oscilacion de frecue n cia/ = w/2ir . 

El desplazamiento o elongacion del carrito enj el movimiento permanente lo 
describiremos por x = Sq cos w t, donde queda por determinar la amplitud xp en 
funcion de la fuerza aplicada v de las propiedades del os c ilador. iQue fuerza- 
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hay que aplicar para producir el desplazamiento z = sn cos cot? Para responder 
a esta pregunta hemos de considerar las distintas fuerzas que actuan sobre ,el . 
carrito . Si, como antes, utilizamos una fuerza de rozamiento F/ proportional a 
la velocidad, es decir, F/ — —R(dx/dt), la ecuacion del movimiento es 

m ^ = m - Kx -n% 


y la fuerza que hay que aplicar para producir el desplazamiento x sera, pues, 


F(t) = Kx + m 


d 2 x , _ dx 
dt* ^ dt 


(8-19) 


Sustituyendo en esta ecuacion x = Xp cos cot hallamos, para la fuerza que hay que 
aplicar a fin de producir el movimiento: 


F(t) — Kxocosut — moixo cos cot — Rcoxp sen cot 
= Kx o (1 “■ ) cos cot TSwainsemof 

V 


( 8 - 20 ) 


En la primera parte de la ecuacion (8-20) los tres terminos representan, respecti- 
vamente, las f uerzas necesa rias para veneer la rigidez del resorte,, k inercia del 
carri to, y el ro zamiento. En la s egunda par te de la ecuacion hemos agrupado 
los terminos en cos cot e introducido la expresion de la f recuencia caracteristica 
del oscilador no amortiguado , K/m = co§ — (27r/ 0 ) 2 . 

A diferencia de lo que oCufre"con"laTfeclierfcia caracteristica / 0 del oscilador 
dado, la frecuencia aplicada f no depende de las propiedades del oscilador, sino 
que esta determinada unicamente por el mecanismo accionador. Uno de los pro- 
blemas esenciales en el estudio del movimiento forzado es determinar-la respues- 
ta del oscilador a diferentes frecuencias de accionamiento. Encohtraremos que 
se pueden distinguir tres tipos fundamentalmente diferentes derespuesta del os¬ 
cilador, los cuales corresponden a los tres dominios de frecuencias co <co 0 , co co 0 , 
y co > co 0 . 

Empecemos con el primer dominio, en el cual la frecuencia de accionamiento 
es menor que la frecuencia caracteristica del oscilador. En este dominio co/co 0 < 1, 
y al tender co a cero, la relacion entre la fuerza aplicada y el desplazamiento del 
oscilador es, simplemente,F ~ Kx 0 cose ot = Kx. La fuerza aplicada no es mas 
que la necesaria para comprimir el resorte; el efecto de la inercia del oscilador 
es despreciable. En esta region co « co 0 , y se dice que el oscilador esta gobernado 
por la rigidez. Observese que al tender a ^ero co el desplazamiento y la fuerza 
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estan en concordancia de fase; ambos pueden representarse por una funcion 
cos ut Ademas, cuando u sea suficientemente pequena, el cociente entre la 
amplitud de la fuerza aplicada y el desplazamiento es independiente de la fre4 
cuencia. 

En cambio, en la region de frecuencias elevadas u » cjo, la inercia juega 
el papel principal. Tenemos y/o>o » l,y al tender a infinito la frecuencia, la contri¬ 
bution mas importante a la fuerza en la ecu arid n (8-20) se debe al termino co- 
rrespondiente a la inercia F — (u/uq) 2 Kxq cos ut = — u 2 mx Q cos ut. La fuerza 
aplicada ; ya no esta en concordancia de fase con el desplazamiento sino que guar- 
dan una diferenciade fase igual a t, yaque —cose ot = cos (ut -\--ir). Observese 
que la'relacion entre la amplitud de la fuerza Fq = w 2 mi 0 y la amplitud del des¬ 
plazamiento depende ahora de la frecuencia. Para mantener un desplazamiento 
constante cuando aumenta la frecuencia, la amplitud de la fuerza debera tambien 
aumentar de igual manera que u 2 . Iriversamente, si se mantiene constante la 
amplitud' de la fuerza, el desplazamiento disminuira de igual manera que l/u 2 . 
En este dominio de las frecuencias elevadas u » w 0 ,se dice que el oscilador esta 
gobernado por la masa. 

Por ultimo, en la region de frecuencias w co 0) donde la frecuencia de accio- 
namientb es casi igual a la frecuencia caracteristica, tenemos co/u 0 ~ 1, y el 
factor 1-r oj 2 / w o es P r ° x * mo a cero * e f ect0 » en ausencia de rozamiento y si 

u = w 0 , no se precisa fuerza exterior alguna para mantener la oscilacion x = 
x Q cos uqL Desde luego, este resultado era de esperar, ya que este moYimiento 
coincide con el del oscilador libre; las contribuciones a la fuerza, debidas a la 
inercia y a la rigidez, se anulan entre si. Inversamente, si la fuerza aplicada no 
fuera nula cuando co = o> 0 ,la amplitud de oscilacion seria infinita, si no fuera 
por la infiuencia limitadora del rozamiento y de los efectos de no linealid^d. 
Decimos que la frecuencia de accionamiento esta en resonancia con la frecuencia 
caracteristica, o mas simplemente, que el oscilador esta en resonancia. El factor 
que rige la amplitud es ahora el rozamiento, y la relacion entre la fuerza de ac¬ 
cionamiento y el desplazamiento es F = —RuqXq sen co 0 f. Es interesante expre- 
sar este resultado en funcion de la Q del oscilador. Recordemos que 0 — u 0 m/R 
= K/Ruq, y utilizando esta relacion encontramos que F = — (Kx 0 /Q) sen w 0 i. 
En otras palabras, la amplitud de la fuerza necesaria para originar un despiazamien- 
to de amplitud a: 0 en la resonancia es Q veces menor que el valor estatico Kx 0 . 
Inversamente, si se mantiene constante la amplitud de la fuerza, la amplitud 
del desplazamiento en la resonancia es Q veces mayor que el valor estd- 
tico Zo* 

Con el fin de obtener una relacion entre la fuerza y el desplazamiento que sea 
valida en todo el dominio de frecuencias, volvamos a la ecuacion (8-20). Si par- 
timos del caso idealizado de rozamiento nulo,- esta relacion no es mas que F = 
i£c 0 (l — u 2 /uq) cose ot = Fq cos ut. La relacion correspondiente entre la amplitud 
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Fq de la fuerza y la afnplitud del desplazamiento es, pues, 

F 0 =Xx„( 1 -^) o sea «. = ^ 

En nuestro estudio del movimiento forzado, comenzamos co.n el problema 
de hallar la fuerza que hay que aplicar para dar lugar a un desplazamiento os- 
cilatorio determinado. Una vez obtenida la solution de este problema, podemos 
dar un rodeo y considerar el desplazamiento como debido a la fuerza aplicada. 
Asl, si se conoce la amplitud Fode la fuerza aplicada, obtendremos de la ecuacion 
(8-21) lazo correspondiente. En la figura 8-15 puede verse esta relation. Las am¬ 
plitudes de los movimieptos oscilatorios se toman siempre positivas y el cambio 
de signo que aparece en el denominador de la ecuacion (8-21) al pasar w por el 
valor o>o se expresa como un cambio de la fase desde 0 a x,como se indica en la 
figura 8-15. 

Ampliaremos ahora el analisis para inclu.ir el efecto del rozamiento. De la 
ecuacion (8-20) se deduce que la fuerza es ahora de la forma F{t)—A cos cof 
— Bs&no)t, donde A = Kx Q ( 1 — w 2 / w o) y ^ ~ R ux o- Como la fuerza 
es armonica, puede expresarse en la forma F = F 0 cos (o )l + <j>), donde la 
amplitud Fode la fuerza y la constante de fase <f> son funciones de o) y de los pa- 
rametros del osciladorm, K y R. Para obtenerFoy <j> en funcion de las cantidades 
conocidas A y B, utilizaremos la identidad cos (a -f- 0) = cos a cos j8 — 
sen a sen#, y asl obtendremos 

F q cos (ut + 0) = (Fo cos <f >) cos o >t — (Fo sen<j t>) sen ut 

En consecuencia, tenemos 

A = F o cos ^ y B = F 0 sen <f> 


y, por tanto 

F 0 = VA.* + B 2 = Kx 0 \/(l - + (fto/X) 2 

y tg ^ = BjA. La expresi6n de la amplitud de desplazamiento es, pues, 
i = n/g = fo/g 

V(1 - oiVwo) 2 + (Bu/g) 2 V(1 - u 2 /uo) 2 + (w/«o® 2 

( 8 - 22 ) 


y la constante de fase viene determinada por 
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En la figura 8-15 se han representado estas relaciones para diferentes valores 
de Q. La amplitud del desplazamiento se expresa en funcion del valor estatico 
» es t. = F 0 /K. 

Comprobacion experimental del movimiento oscilatorio forzado. Con el fin 
de poner de manifiesto experimentalmente el movimiento oscilatorio forzado es- 
tudiado anteriormente, deberemo's disponer de una fuerza que depend a armonica- 
mente del tiempo y cuya frecuencia podamos variar. Dicha fuerza se aplicara 
a la masa de un oscilador masa-resorte. Es preferible que la amplitud de la fuer za 
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movimiento producido en A por un desplazamiento armonico dado x=Xosencoi 
es el mismo que el movimiento originado en B por una fuerza F '= Kx Q sentit, 
donde X es la constante del resorte (prob. 8-39). 

El tipo de movimiento forzado al que he m os lla rhado B puede ponerse de m a- 
nifiesto con el sencillo disposit i vo de la figura 8- 17. En la figura puede veFse un 
carrito que permanece en una via entre dos resortes estirados. Se p one en - osci- 
lacion el carrito inclinando la via un angu lo peq ueno d = flosenotf respecto a 
la position horizonta l de equilibrio. Si el angulo es suficientemente pequeno, l.a 
compone nte de la f uerza exterior en la direction de la via es F = mg sen d 
mgd — mgd Q sen wt, que es una fuer za aplic ada armonica de amplitud F 0 = 



Fig. 8-16. Demostracion ex- Fig. 8-17. Experimento acerca de un 

perimental del movimiento ar- movimiento armonico forzado. 

monico forzado. 


(Hay que advertir que en este experimento hay un pequeno efecto; extrano ori¬ 
ginado por el movimiento del sistema de coordenadas. Vease el cap. 11.) 

Desde luego, hay otras maneras de originar una fuerza armonica de amplitu d 
constant e,. En particular, podriamos utilizar un dispositivo electromagnetico 
analogo a un altavoz ordinario. En este caso se utiliza la fuerza ejercida sobre una 
corriente electrica en un campo magnetico, siendo la fuerza propprcional a la 
intensidad de la corriente. Cuando la intensidad de la corriente varia armonica- 
mente con el tiempo, se origina la fuerza exterior deseada. 

Consideraciones energeticas. Hemos visto que la fuerza requerida para pro¬ 
duct el desplazamiento oscilatorio x = xo cos wt esF = F$ cos (w<;+ 0), doilde 
la constante de fase <f> varia de 0 a x cuando « varia de 0 a oo. La potencia instan- 
tanea suministrada al oscilador por la fuerza es Fv, donde v es la velocidad, v = 
—cox 0 senwi = —vosen cot. Esta potencia varia con el tiempo; es positiva cuan¬ 
do F y v tienen el mismo sentido y negativa cuando tienen sentidos opuestos. 
Si no hay rozamiento en el oscilador, los trabajos positivo y negativo su minis- 
trados en- un periodo se compensart y la potencia media es nula. Sin embargo, 
en presericia de rozami entos, es evidente que se disipa energla. Dejamos como 
ejercicio' el demostrar que la potencia media suministrada es 

Potencia media = ^Fqv 0 setup = %Rvl (8-23) 

(Vease el Problems 8-40.) 


Ingard — 16 
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8-9 'Espectro mecanico de frecuencias. Entre las diversas clases de oscila- 
•dores mecanicos, las frecuencias de oscilacion van desde 0 hasta aproximada- 
mente lO 13 Hz. A1 igual que el ojo humano solo es sensible a. una pequena par¬ 
te del espectro electromagnetico, el oido humano solo puede detectar una 
parte, del espectro mecanico de frecuencias: entre 20 y 15Q00 Hz, aproximada- 
mente. Las frecuencias inferiores a 20 Hz se hallan en diversos tipos de estructu- 
ras mecanicas, edificios, Rentes, etc. Las frecuencias superiores a los 15 000 Hz 
se hallan frecuentemente eh la Mecanica de fluidos y pueden generarse en eondi- 
ciones reguladas por medio de cristales piezoelectricos u otros transductores 
electrombcanicos. A dichas vibraciones suele' llamarselas vibraciones ultrasonicas 
o ultrasJmdos, tienen numerosas aplicaciones industrials y recientemente se han 
generado, mediante transductores electromecanicos, frecuencias de hasta 3000 
MHz (3J10 9 Hz), El limite superior de las frecuencias de vibration en los solidos 
corresponde al de las Yibtaciones termicas, con una frecuencia del prden de 
lO 33 Hz (vease cap. .17). 


PROBLEMAS 


8-1. JIaciendo referencia a la fi- 
gura 8-3, demostrar que la fuerza res- 
tauradora! que tiende a acelerar el carrito 
hacia la posicion de equilibrio es propor- 
cional a x 3 para, valores pequenos de x. 
Determinar la energia potencial para un 
valor arbitrarib de x y trazar un diagrama 
energetico. • 

8-2. La energia de oscilacidn en .un 
oscilador de <<pozo cuadrado» es H. Si 
es T el periodo, icual es la amplitiid de la 
oscilacidn? 

8-3. Comprobar que x = xq cos wq /, 
X = xq sen too t, x = cos (a>o/+ <f>) 
satisfacen todas a la ecuacibn diferencial 
(8 - 3) sr £o 0 = VK/m. 

8-4% Una viga en voladizo desciende 
su extreme libre 2,5 cm cuando de 61 se 
cuelga un ipeso de una tonelada. iCual es 
la frecuencia de oscilacibn, despreciando 
la masa de la viga? 

8-5. La frecuencia de oscilacibn de 
una molecula en raovimiento tbrmico es 
de 10 13 Hz, aproximadamente. La masa 
es del orden de 10— 22 g. iCudl es la cons- 
tante del tesorte equivalente? 
i 

i 


8-6. Un cuerpo, colocado sobre un 
resorte vertical, lo comprime estatica- 
mente 10 cm. iCual es la frecuencia ca-, 
racteristica de oscilacibn de este cuerpo 
sobre el resorte? 

8-7. Considerando valores razonables 
para la masa de un coche y su periodo de ; 
oscilacion vertical, estimar la constante 
de resorte eficaz de los muelles que actuan 
sobre sus cuatro ruedas. 

8-8. Un cuerpo de 0,5 kg realiza 
un movimiento. armonico al colocarlo en 
el extremo de un resorte. La pulsacibn ca- 
racteristica es co 0 = 10 s—L iCuil es la 
constante del resorte? Si se desplaza el 
cuerpo 20 cm a partir de su posicion de 
equilibrio y luego se suelta, £cudles son 
los valores maximos (amplitudes) del 
desplazamiento, celeridad y aceleracion 
del movimiento subsiguiente? ^Cuales son 
las energias total, potencial maxima y ci- 
netica maxima? 

’*7.8-9. Un cuerpo de masa m se haila 
sobre un piano horizontal sin rozamidnto 
y esta sujeto a la' union de dos resortes 
horizontales de constantes K\ y K%. Las 
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Figura 8-18 



*2 

Figura 8-19 


longitudes: de Jos dos resortes indefor- Vd. que variara el periodo al variar la 
mados son iguales e igual a L. Se tira de amplitud en estas oscilaciones ? 

los extremos fibres de los dos resortes y se 8-12. En el diagrama de la figura 
sujetan a dos paredes fijas separadas 3 L, 8-20 el resorte tiene masa despreciable 
como se indica en la figura 8-18. (a) De- y una longitud de 30 cm cuando esta 
terminar la posicion de equilibrio del deformado. Un cuerpo de 2 kg unido al 
cuerpo. (b) ^Cual es la frecuencia de os- resorte puede moverse sobre una super- 
cilacion del cuerpo respecto a la posi- ficie plana horizontal. A dicho cuerpo se 
cion de equilibrio ? le ata un hilo que pasa por una polea sin 

8-10. Supongamos que un cuerpo de rozamiento y del cual pende un.peso de 
masa m esta sujeto a dos resortes, en la 4 kilogramos. El sistema se halla inicial- 
forma indicada en la figura 8—19. iCual mente en reposo en la posicidn represen- 
seM la frecuencia de oscilacion cuando los tada y la longitud del resorte es de 40 cen- 
resortes estan en (a) serie y (b) paralelo? timetros. Se corta entonces el hilo- y el 
8-11. Supongamos que la energfa po- cuerpo de 2 kg empieza a oscilar con 
tencial para valores pequenos de x es movimiento armonico simple, (a) £Cual 
V — Ax 4 , iSera armonico el movimiento es la amplitud de la oscilacion? (b) 
oscilatorio correspondiente? ^Como cree iCual es el periodo de oscilacion? (c) 
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iCual es la energia mecanica total del os¬ 
cilador? 

8-13. Demostrar que la celeridad me¬ 
dia V en un movimiento armonico es 
igual al producto de (2/n) por la celeridad 
maxima. Comprobar que el periodo de 
oscilacibn puede escribirse en la forma 
To = 4xqIv, donde xo es el desplazamiento 
maximo. Probar que Tq es independiente 
de xo. Probar tambien que la energia cine- 
tica media (en el tiempo) es la mitad de la 
energia total. 

8-14. Probar a partir de conside- 
raciones energeticas que, en un oscilador 
armonico, la velocida d puede escribirse 
en la forma v = woV x\ — x 2 y que el 
tiempo t pued e expres arse en la forma 
t — f dx/(u qVxq — x 2 ) . Integrar esta 
ecuacibn y demostrar que sale x = 
xo cos (a> 0 t+ $)■ 

8-15. Una masa de 10 g oscila si- 
guiendo la ley x = 10 cos (a>of + ji/ 4), 
donde x viene expresada en centlmetros 
y /o = oiolln — 20 Hz. Hallar la posicibn 
y la velocidad de la masa oscilante en el 
instante t — 0. <,Cu41 es el valor de la 
constante K de la fuerza tipo resorte? 

8-16. A un extremo de un resorte 
de constante K se une un bloque de ma- 
dera de masa M que esta en reposo sobre 
una mesa horizontal (despreciese el roza- 
miento). El otro extremo del resorte se 
mantiene fijo en la forma representada en 
la figura 8-21. Contra el bloque y en la 
direccion del resorte se dispara una bala 
de masa m que lleva una velocidad v. El 



Figura 8-21 


choque tiene lugar en un tiempo muy 
corto, con lo que puede considerarse que 
durante el choque el resorte mantiene 
su longitud natural de deformaciOn nula. 
(a) iCual es la energia mecanica total 
de la oscilacion subsiguiente ? (b) £,Cual 
es la compresion maxima del resorte? 
(c) Aplicando los valores numdricos 
M — l. kg, m = 5 g, v = 300 m/s, y 
K = 400 N/m, determinar numericamente 
los resultados de (a) y (b). Indlquense las 
unidades. 

8-17. Sobre una mesa horizontal, un 
cuerpo sujeto al extremo de un resorte 
realiza un movimiento armonico (des¬ 
preciese el rozamiento) (Masa m = 0,5 kg; 
constante del resorte K — 50 N/m). La 
amplitud de oscilacion es xo = 0,2 m. 
Se aplica un impulso al oscilador con el 
fin de incrementar la amplitud al doble 
del valor dado. iC u&l serla la magnitud 
de dicho impulso si se aplica en el pun- 
to de desplazamiento maximo? iy en el 
punto de maxima velocidad? Discutir 
ambos casos. 

8-18. Una barra delgada de madera 
de longitud / tiene un peso p en su ex¬ 
tremo inferior, con lo que se mantiene 
vertical en el agua, teniendo sumergida la 
mitad de su longitud. Se desplaza ver- 
ticalmente la barra a partir de su posicion 
de reposo y luego se suelta. Estudiar el 
movimiento subsiguiente. ^Cual es el 
periodo de oscilacion? Introducir sim- 
bolos para todas las cantidades q.ue deban 
interyenir en la discusion. i,Es lineal el os¬ 
cilador para todas las amplitudes de os- 
cilacibn? 
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8-19. Consideremos un cuerpo de 
masa m soportado por dos resortes igua- 
les A y B, de constante K cada lino de 
ellos. Consideremos ahora Jos dos dispo- 
sitivos de la figura 8-22. (a) Si los alar- 
gamientos estaticos, es decir, las varia- 
ciones de la posicion de equilibrio del 
cuerpo originadas por su peso, en uno y 
otro caso, son x\ y X 2 , determinar xi/x 2 . 
|b) iCual es la razon de las frecuencias de 
resonancia de uno y otro oscilador? 
(c) iCual es la razon de las energias meca- 
nicas totales de los osciladores, si oscilan 
con la misma amplitud de desplazamiento ? 



Figura 8-22 


8-20. Una masa m situada al ex- 
tremo. de un resorte oscila con un despla¬ 
zamiento dado por x — xq sen aiQ't. Cuan- 
do la masa alcanza la posicion x — x 0 re- 
cibe un impulso instantaneo J en el sen- 
tido positivo de las x. Determinar la nueva 
expresion del desplazamiento, conside- 
rando las variaciones tanto de amplitud 
como de fase. El tiempo sigue midiendose 
a partir del mismo origen que antes. 

8-21. Un pendulo simple de lon- 
gitud 2,5 m oscila con una amplitud de 
30 cm medida a lo largo de la trayectoria 
circular de la lenteja del pendulo. (a) 
Calcular la velocidad del pendulo en su 


posicion mas baja. (b) Calcular su acele- 
racion en los extremos de su oscilacion. 
(c) iCual es el periodo de oscilaci6n? 

8-22. Cuando se cuelga un cuerpo 
del extremo de un resorte vertical, 6ste 
se alarga estaticamente alcanzando una 
longitud doble que la inicial. Este sistema 
puede ponerse en oscilacipn de igual ma- 
nera que un pendulo simple o un oscilador 
masa-resorte. iCudl de las dos frecuencias 
correspondientes es mayor? £Cual es la 
razbn de las dos frecuencias? 

8-23. Un pendulo y un oscilador 
masa-resorte tienen periodos iguales en 
la superficie terrestre. iCual seria la razon 
de sus periodos en un planeta en que los 
cuerpos pesen pcho veces mas que en la 
Tjerra ? . 

8-24. De un punto comun se sus- 
penden masas de 10 g y 40 g mediante 
hilos muy ligeros de longitud 1,5 m. Se 
sueltan simultaneamente a partir de posi- 
ciones de 5° y 10°, como se indica en la 
figura 8-23. £D6nde y cuando choca- 
rari? Explicar y discutir brevemente la 
respuesta. 



Figura 8-23 

8-25. Se ha visto en el texto que el 
periodo de un pendulo simple no depende 
de la amplitud de oscilacion, si son sufi- 
cientemente pequenos los angulos de ex¬ 
cursion. Esta independencia no se tiene 
para amplitudes grandes. (a) El periodo del 
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p&idulo, iaumentara o disminuird al crecer 
la amplitude Estudiar esta cuestidn e ilus- 
trar mediante un diagrama energetico el 
movimiento de gran amplitud. (b) Ha- 
ciendo referencia a la ecuacion (7-10), 
obtener una expresion (integral) para el 
periodo del pendulo de gran amplitud. 
(c) Obtener una expresion analoga para el 
periodo del oscilador no lineal de la fi- 
gura 8-3 del texto. 

8-26. Dos cuerpos de masas mi — 1 
kilogramb y m 2 = 3 kg pueden deslizar 
libremiente a lo largo de una recta sobre 
una superficie horizontal. Estdn unidas 
mediante un resorte de constante K — 300 
N/m y longitud natural L. Se comprime 
el resorte xo = 20 cm a partir de la lon¬ 
gitud natural (de deformation nula), y 
luego se sueltan los cuerpos de manera 
que su centro de masa permanezca en 
reposo. (a) £Cual es la frecuencia de las 
oscilaciones subsiguientes? (b) iCudl es 
la energia cinetica maxima de mi y m2? 


m 2 


m t 


irnmmr 


Figura 8-24 

8-27. A los extremos de un resorte 
(de constante K) de masa despreciable se 
unen dos masas m iguales, en reposo sobre 
una mesa exenta de rozamientos (figura 
8-25). Se pone en movimiento el sistema 
comprimiendo el resorte una longitud d, 
con uno de los cuerpos apoyados contra 
una pared, y luego se suelta el sistema par- 
tiendo del reposo. (a) iQue distancia reco- 
rrera el cuerpo 1 antes de que empiece a 
moverse el cuerpo 2? (b) Despues de per- 
der contacto el cuerpo 2 con la pared, £cual 
es la velocidad del centro de masa del sis¬ 
tema y cu&l es la amplitud de oscilacion ? 



Figura 8-25 


8-28, Probar que la expresion (8-18) 
para oscilaciones amortiguadas satisface 
la ecuacion del movimiento (8—17). 

8-29. De un resorte de constante 
100 N/m se cudga un cuerpo de masa 
1 kg. (a) iCual es la frecuencia de osci¬ 
lacion? (b) Despues de 30 periodos se 
observa que la amplitud de las oscila¬ 
ciones se ha reducido a 1 /e de la amplitud 
inicial. iCuanto vale Q? iCual es la vida 
del oscilador? (c) iCuanto vale el coefi- 
ciente R que relaciona la fuerza amorti- 
guadora con la velocidad? (d) Si se ini- 
ciaron las oscilaciones desplazando la 
masa 10 cm a partir de su posicion de 
equilibrio, £qu6 valor tienen las verdaderas 
fuerzas amortiguadoras ? 

8-30. Consideremos una masa en el 
extremo de un resorte, realizando osci¬ 
laciones fibres amortiguadas. Conside¬ 
remos amortiguamiento pequeno. iCudl 
sera entonces el impulso total suminis- 
trado en medio periodo (desde — xo a 
+ * 0 ) (a) por la fuerza del resorte? (b) por 
la fuerza de rozamiento F t — — R(dx/dt)‘> 
(c) Estudiar cualitativamente la modifica- 
cion, si la hay, de las respuestas a (a) y (b) 
si se suprime la restriccion de amortigua¬ 
miento d6bil. 

8-31. Consideremos un oscilador poco 
amortiguado. Demostrar que la variacion 
fraccionaria de la energia total en un 
periodo es 2n/Q. 

8-32. Consideremos un oscilador ar- 
mdnico con amortiguamiento. Probar que 
la relacidn dH/dt = — (2 R/m)E, donde 
H es la energia total y E la energia ci- 
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netica. (Sugerencia. Partir de m(dvfdt) — . 
— Kx — Rv y multiplicar los dos miem- 
bros por v = dxjdt). . •••-•* 

. 8-33. (a) Consideremos un resorte 
(de constante K) fijo por un extremo y ac- 
cionado por el otro de manera que x - 
x’ocos tot (vease Fig. 8-26). iCual debe 
ser la fuerza accionadora F| ? (b) Se aplica 
a un cuerpo de masa m una fuerza F 2 tal 
que se mueva aquel con el mismo movi- 
miento de (a), x — xq cos cot. ^Cual es F 2 ? 
(c) Se une ahora la masa m de (b) al re¬ 
sorte de (a) y masa y resorte se hallan 
accionados por una fuerza F 3 tal que 
x — Xq cos cot. tCual es F 3 ? (d) Si es 
coo = [' / Klm > la pulsacion de acciona- 
miento de (c), icuai sera la fuerza 
F 3 necesaria para mantener dicha oscila¬ 
cion? (e) A frecuencias muchov mayo res 
que la de coq, el sistema de (c) se comporta 
aproximadamente como el de (a) o de (b). 
£,Como cu&l? ExpHquese. 

8-34. Sobre una plataforma horizon¬ 
tal reposa un bloque de madera. La 
plataforma se mueve verticalmente con 
un desplazamiento y — yo cos cot, donde 
yo es 3 cm y to puede variarse. (a) Hallar 
la fuerza que ejerce la plataforma sobre 
el bloque en funcion de -la frecuencia 
/ = co/2ji. (b) lk que frecuencia aban- 
donara la mesa el bloque? 

8-35. Una plataforma de 50 kg esta 
soportada por resortes que reposan sobre 
unos cimientos. La frecuencia caracte- 
rlstica de oscilacion es 10 Hz. La plata¬ 
forma esta accionada por una fuerza ar- 
monica vertical de amplitud 25 N. lC ua- 


les Son las amplitudes del desplazamiento 
de la plataforma y de la fuerza que ejercen 
los resortes sobre los cimientos cuando 
la frecuencia de accionamiento es de 1 Hz? 
i9 Hz? (.10,5 Hz? (,20 Hz? Despreciese 
el amortiguamiento. 

8-36. Hallar la potencia instantanea 
entregada por la fuerza aplicada a una 
masa m si esta no tiene otras fuerzas que 
actuen sobre ella y se mueve de manera 
que x = xq cos cot. A continuacion, su- 
pongase que m esta unida a un resorte de 
constante K. (.Cual es, entoneesi la' po¬ 
tencia instantanea? ^Existe alguna ener- 
gla total suministrada durante un periodo ? 

8-37. Un pendulo ballstico consta 
de un bloque de madera de 10 kg siis- 
pendido de un hilo de 3 m de longitud. 
(a) (,Qial es el periodo T del movimiento 
oscilatorio? (b) Estando el pendulo en 
reposo en su posicion de equilibrio, es 
alcanzado por una bala de masa 5 g 
que se mueve a 200 m/s. iCual es la am¬ 
plitud del movimiento oscilatorio resul- 
tante? (c) Si se dispara una bala cada T 
segundos, poner de manifiesto como au- 
menta la amplitud del movimiento con el 
tiempo. Esquematlcese el movimiento. 
(d) (.Cual sera el movimiento si se dis¬ 
para una bala cada 7’/2 segundos? (,cada 
3772 segundos? (e) Si esta oscilando el 
pendulo, icuando habrla que dispararle 
una bala para cederle la maxima energla 
de oscilacion posible adicional? 

8-38. Consideremos el movimiento 
forzado de un oscilador lineal. La fuerza 
de rozamiento es proporcional a la velo- 
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Figura 8-26 
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cidad y la constante de proporcionalidad 
es R.'Si es.fo la amplitud de I 5 I fuerza apli- 
cada, demostrar que la amplitud Vq de 
la v elocidad esta dada- por vq = 
FqI Vi ? 2 + Xh donde X = com -K/co. 

8-39. En el texto, y en el estudio 
del movimiento forzado, se citaba un 
caso en el cual es oscilador masa-resorte 
estaba accionado pornina fuerza aplicada 
a la masa cuando se mantenla fijo uno 
de los extremos del resorte. Consideremos 
ahora el movimiento resultante cuando, 
en vez de mantenerlo fijo, el extremo (sin 
masa) del resorte es forzado a mo verse 
con un desplazamiento *0 sen cot, (a) 
iCual es entonces- el desplazamiento de 
la masa m situada ai otro extremo del 
resorte? Probar que este desplazamiento 


es el mismo que el que resultarfa si se 
aplicara a la masa la fuerza Kxq sen cot 
cuando se mantuviera fijo el otro extremo 
del resorte. (b) Si es /b la frecuencia ca- 
racteristica del oscilador, £cual es la am¬ 
plitud de la oscilacion cuando / = /o/2? 
(c) iA que otra frecuencia sera, la amplitud 
igual a la de (bj? (d) iQue fuerza se re- 
quiere en el extremo libre del resorte, para 
mantener en dicho punto el desplazamien¬ 
to x = *o sen cot ? 

8-40. Demostrar la relacion (8-23) del 
texto [. Sugerencia . La potencia es el valor 
medio, en el tiempo, de Fv = — Fq 
cos (cot + <f>) vq sen cot = — FqVq (cos cot 
cos (f> — sen cot seni^) sen cot. Hallar los va- 
iores medios en ei tiempo de los terminos 
sen cot cos cot cos <j> y sen 2 cot sen <f>.] 
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MOMENTO CINETICO 

Resumen. Cuando sobre una particula se ejerce una fuerza central, 
es decir, dirigida siempre hacia nn punto fijo en el espacio apuntando 
hacia ti o en sentido contrario, el momento cinetico de la particula per- 
manece constante. Introducimos el momento cinetico de una particu¬ 
la a traves de un estudio de las propiedades del movimiento piano de 
una particula accionada por una serie de impulsos centrales instanta- 
neos. Se formula el principio. de conservation del momento cin&ico 
y se extiende a un sistema de dos o mas particuias que interactuan cen- 
tralmente, incluyendo los cuerpos rigidos. Se estudia luego la natura- 
leza vectorial del momento cinetico y se divide en dos partes el mo¬ 
mento cinetico total de un sistema de particuias: el momento cinetico 
orbital que resulta del movimiento de traslacion del sistema y del mo¬ 
mento cindtico de giro que resulta del movimiento respecto al centro 
de masa. Por ultimo, estudiaremos la variation de momento cinetico 
producida por fuerzas e impulsos exteriores y se introduce el concepto 
de momento de un par como velocidad de variacion del momento ci¬ 
netico. 

Los principios de conservacion juegan un papel fundamental en la Fisica. 
Hasta ahora hemos estudiado los principios de conservacion de la cantidad de 
movimiento, de la masa y de la energia. Estos principios de conservacion son 
importantes, no solo porque constituyen enunciados muy generates acerca de 
la Naturaleza, sino porque tambien ofrecen soluciones rapidas a problemas es- 
petificos permitiendo, al mismo tiempo, soluciones parciales o la comprension 
parcial de problemas y fenomenos muy complicados. En este capitulo desarro- 
llaremos otro principio de conservacion: la conservacion del momento cinetico. 

Si dos o mas particuias solo se ejercen interacciones entre ellas, su cantidad 
de movimiento total permanece constante. Hemos supuesto que este principio 
de conservacion es aplicable a todos los tipos de interaction y exige que las fuer¬ 
zas mutuas de interaccidn entre dos particuias cualesquiera sean de igual magni- 
tud y directamente opuestas. Aun cuando las orientaciones relativas de las dos 
fuerzas de interaccion (que constituyen un par de fuerzas ) quedan establecidas 
de esta manera por. el principio de conservacion de la cantidad de movimiento, 
no se impone ningima restriction a la orientation absoluta del par de fuerzas. 



Las fuerzas deben ser paralelas, pero pueden estar dirigidas a lo largo de la rec¬ 
ta que une las particulas o en una direction arbitraria del espacio. No obstante, 
la experiencia nos indica que It mayoria de las fuerzas de interaccion son cen¬ 
trales, es decir, dirigidas a lo largo de la recta que une los cuerpos en ittteraccidn. 
A consecuencia de esta propiedad de las fuerzas de interaccion encontraremos 
que, ademas de la cantidad de movimiento, se conserva otra cantidad Uamada 
momento cinetico. La cantidad de movimiento se refiere al movimiento de tras- 
lacion, mientras que el momento cinetico se refiere al movimiento de rotacidn 
del sistema. Las fuerzas gravitatorias y electrostaticas son, tal vez, lo ejemplos 
de fuerzas centrales mis importantes y que nos son mas familiares. 

9-1 Fuerza central ejercida sobre una particula. Conservation del momento 
cinetico. En la introduction al estudio del momento cinetico convendra consi- 
derar el movimiento de una particula sometida a una fuerza central dirigida 
siempre hatia un punto fijo del espacio. Este caso representa una interaccion 
central entre dos particulas, cuando una de ellas se considera en reposo. El movi¬ 
miento de la Tierra descrito respecto a un sistema de coordenadas solidario al 
Sol, constituye un ejemplo. Analogamente, el movimiento de la Luna visto desde 
un sistema de coordenadas solidario a la Tierra y el movimiento de un cuerpo 
sujeto\al extremo de un resorte fijo a la Tierra son ejemplos de movimientos de- 
bidos a fuerzas centrales. 

En el estudio del movimiento de proyectiles en el campo gravitatorio terres- 
tre local, es muy natural - y conveniente utilizar un sistema de coordenadas car- 
tesianas (x, y) ya que el peso es la unica fuerza que se ejerce sobre el proyectil 
y puede expresarse en funcidn de una sola componente (F y = —mg). Poranaloga 
razon, suele ser mas conveniente utilizar un sistema de coordenadas polares (vea- 
se el cap. 7) cuando la fuerza que se ejerce sobre el cuerpo es central, es decir, 



Fig. 9-1. Coordenadas polares y componentes radial y transversa de la cantidad 
de movimiento. 
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dirigida segun el vector de position r. Entonces, en vez de un estudio en funtion 
de las componentes x e y de la cantidad de movimiento de un cuerpo, considera- 
remos las componentes de la cantidad de movimiento en las direcciones r y 8 
(vease fig. 9-1). 

Ahora, en el caso del movimiento de proyectiles, en el que se utilizan coor- 
denadas cartesianas, la componente x de la cantidad de movimiento es constante 
porque la fuerza solo tiene componente y. Enel caso de una fuerza central, sdlo 
hay componente de la fuerza en la direction r y esto sugiere, por analogia, que 
existird una propiedad del movimiento que permanece constante al expresarlo 
en coordenadas polares. 

Podrlamos pensar que como Ft — 0, p« es constante. Sin embargo, es fdcil 
ver que dieha hipotesis es erronea. Si pe debe ser constante habiendo una fuerza 
central, tambien debera ser constante en el caso particular en que dieha fuerza 
sea nula. Si la fuerza es nula, el punto material debera moverse a lo largo de una 
recta con cantidad de movimiento constante. No se pierde generalidad si, como, 
en la figura 9-2, tomamos el eje y paralelo a la trayectoria rectilinea. Teneinos 
entonces, p* = 0, p y — p. Segun la figura, las componentes polares de la canti¬ 
dad de movimiento son 


p e = p cos 6 — p - > p r = psen 8, 

T 


(9-1) 


donde d es la distancia del punto de referencia O a la trayectoria rectilinea. Ve- 
mos que p 9 no es constante. En efecto, cuando el punto material se mueve hacia 
el infinito (r —► oo), pe tiende a cero y p r tiende a p. Sin embargo, observemos 



Fig. 9-2. El punto material se mueve sin estar sometido a la influencia de fuerza 
alguna. La cantidad de movimiento tiene componentes p r y p$. 
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que ps vaiia de una manera muy sencilla y que el producto 

per = pd (9-2) 

permanece constante e igual al producto de la cantidad de movimiento p por la 
distancia del punto de referencia a la trayectoria rectiliuea. A la distancia d le 
llamaremos frecuentemente brazo de pdlanca de p. Resulta claro inmediatamente 
que se obtendria el mismo resultado si el eje y no fuera paralelo a la trayectoria 
rectilinea, sino que esta tuviera una direccion arbitraria en el piano, mantenien- 
dose a una distancia d del punto de referencia 0. El producto p$r seguira siendo 
constante e igual a pd. 

Ahora ya podemos considerar el efecto de una fuerza central o, espetifica- 
mente, de un impulso central instantaneo. No podemos esperar, ciertamente, 
que pt pgrmanezca constante, porque, segun hemos visto, no es constante ni 
en ausencia de fuerzas. Pero, examinemos p$r, y determinemos el efecto de un 
impulso central sobre esta cantidad. 

En la figura 9-3 puede verse la trayectoria de un punto material que ha sido 
sometido a un impulso central instantaneo J en el punto A. La cantidad de movi¬ 
miento inicial del punto material es p x y su cantidad de movimiento final esp 2 . 
Hemos visto (fig. 9-2) que pi S r es constante e igual zpidi a lo largo del camino 
1, y P 2 sr es constante e igual ap 2 d 2 a lo largo del camino 2, ya que a lo largo 
de estos caminos no hay fuerzas que actuen sobre el punto material. Debemos 
contestar ahora a la siguiente pregunta: ^es posible que p x d x y p 2 d 2 sean iguales? 
Por ser J un impulso instantaneo, el vector de position r a (y el angulo polar 6 a ) 
del punto material es el mismo inmediatamente antes e inmediatamente despues 
de aplicar el impulso. Como J es un impulso central, la componente 8 de la can¬ 
tidad de movimiento ( Pu)a, inmediatamente antes del impulso debe ser igual a 
la (p 2 $)a inmediatamente despues. Por tanto, (p ls ) 0 r 0 = {p 2 t) a r a - Perohallamos 
antes que para todos los puntos del camino l,temamos p x$ r = p x d x y, encon- 
secuencia, (pi«) a r a = Pid x . Analogamente, a lo largo del camino 2, tenemos p 2 a^ = 
p 2 ^ 2 , por lo que (pieJaTa = Vzd*- Se deduce que p x d x = p 2 ^ 2 ,' es decir, el 
impulso central en A no altera el valor de la cantidad per. 

Evidentemente, podemos repetir el mismo razonamiento para un numero 
arbitrario de impulsos centrales Ji ; I 2 , J3, etc., todos dirigidos hacia 0 pero 
aplicados en diferentes puntos A, B, C, etc., tales que la trayectoria consiste en 
una sucesidn de segmentos rectilineos, como se indica en la figura 9-4. La separa¬ 
tion temporal de esos impulsos puede hacerse arbitrariamente pequena, con lo 
que, en principio, podemos simular una fuerza central que se ejerce continuamente. 
Asi, llegamos a la conclusion de que una fuerza central aplicada continuamente 
a una particula no altera la cantidad per = pd. A esta cantidad se le da el nom- 
bre de momento cinetico l, y 


l = per = pd 


( 9 - 3 ) 
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Fig. 9-3. J es un impulso central. Fig. 9-4. Movimiento resultante de 
instantaneo y P 2 = Pi ■+ J. El mo- una serie de impulsos centrales, 

mento cinetico p\d\ es iguai a y, 
por tanto, queda inalterado por el 
impulso. 



Fig. 9-5. Sobre el punto material se ejerce continuamente una fuerza central. 
El momento cinetico p$r = pd es constante para todos los puntos de la trayectoria. 
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A veces conviene expresar el momento cinetico en funcion de la veloddad 
angular u = dd/dt respecto al centro de fuerzas 0. Lacomponente transversa de 
la velocidad es ve = ridB/dt) = rut, y asi, segun (9-3) p.odremos expresar el 
momento cinetico en la forma 


l = (mr 2 )a) (9-4) 

Observese bien que el momento cinetico esta referido a un punto determinado 
del espacio. Si dicho punto es el centro de fuerzas, es decir, el punto hacia el cual 
estan dirigidos los impulsos centrales o la fuerza central que se ejercen sobre la 
particula, el momento cinetico se conserva. 

Desde luego, las dimensiones y unidades del momento cinetico son diferen- 
tes de las de la cantidad de movimierito. El momento cinetico, por ser el produc- 
to de una cantidad de movimiento por una distancia, tiene pot dimensiones 
[M][L] 2 [T]~ l y la unidad en el sistema Giorgi es el kg-m 2 /s. 

Las velocidades angulares correspondientes a los dos sentidos de rotacion 
posibles en el piano de movimiento se distinguen mediante los signos positivo 
y negativo. Andlogamente, el momento cinetico puede considerarse positivo o 
negativo de igual manera que w. 

Ejemplo 1. Un disco de 1,5 kg suspendido por aire, desliza sobre una superficie 
horizontal. Al disco se le ata un hilo ligero. Al llegar el disco a ,y4 se le da un impulso 
hacia O por medio de una traccion brusca al hilo que pasa a traves de un anillo si- 
tuado en O, como se indica en la figura 9-6. En el punto B se aplica otro impulso. 
El andlisis de este movimiento ensena que la celeridad antes del impulso en A era 
vi = 1,38 m/s y el brazo de palanca d\ = 0,6 m, con lo que el momento cinetico era 
l\ — mvidi = 1,24 kg-m 2 /s. Andlogamente, la celeridad y el’ brazo de palanca entre 
A y B son V 2 = 1,5 m/s y ffe = 0,55 m, respectivamente, siendo el momento cinetico 
h = 1,23 kg*m 2 /s. De igual manera hallamos que mds alld de B es mv 3^3 = 1,22 kg-m 2 /s. 
Asi, pues, dentro de los errores de medida, hallamos que el momento cinetico es el 


i 


Fig. 9-6. Experimento ilustrativo Figura 9-7 

de la conservacion del momento ci- 
ndtico. 
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mismo en todos los puntos del movimiento. Este resultado era de esperar en vista del 
analisis anterior mientras sobre el movimiento del disco no influyan mds fuerzas que 
las tracciones hacia O'. A partir de los resultados experimentales anteriores resnlta 
claro que el efecto del rozamiento sobre el disco no es suficiente para afectar, en forma 
importante, al momento cindtico del disco. 

Ejemplo 2. Una persona de 80 kg se desliza sobre una superficie horizontal sin 
rozamiento con una velocidad v a = 3 m/s. Una cuerda estirada tiene una longitud 
d = 2 m y tiene un extremo unido a un anillo que puede deslizar sin rozamiento al- 
rededor de un poste situado en C. La persona agarra el otro extremo de la cuerda en 
el punto A (vdase fig. 9-7) y mientras gira la trayectoria de la persona (interacttia con 
el poste a trav 6 s de la cuerda), va tirando de la. cuerda hasta quedar a una distancia 
d/2 = 1 m del poste. Cuando la direction de su velocidad es perpendicular a su ve¬ 
locidad inicial, siielta la cuerda, <,Cu41 es entonces la velocidad de la persona? 

No hemos de analizar en detalle el movimiento espiral de la persona. £sta solo 
ejerce interaction con el poste (fuerza central) y, por tanto, su momento cinetico res- 
pecto a C debe mantenerse constante. Se conoce su momento cintiico en el punto A 
(y antes de A por lo dicho, ya que se daii v a y d a ) y se tiene l a = p a d a = 3 * 80 • 2 = 
480 kg m 2 /s. En el punto B, tenemos db = 0,5d a , y de pbdb — 4 = l a , encontramos 
que pb = 2 p a . A si, = 2v a = 6 m/s. 

Observese que la energia cinetica de la persona se ha cuadruplicado, mientras que 
su velocidad se ha duplicado. (iDe donde ha sacado esta energia?) 

Ejemplo 3- Un satelite terrestre de.masa m recorre una orbita eliptica. Sus dis- 
tancias maxima y minima a la superficie terrestre son 2555 km y 352 km, respectiva- 
mente. La velocidad maxima es 29 737 km/h. iCuales son las velocidades enr = r m j n 
y r = r m i x ? El radio terrestre es igual a 6382 km. 



Como el satdlite se mueve bajo la accidn de una fuerza central (gravedad), su mo¬ 
mento cin6tico permanecera constante. Por tanto, cuando r sea pequeno, la velocidad 
debera.ser grande. Como en una 6rbita eliptica la velocidad v es perpendicular al vector 
de posicion en.r =-r m { n y r = r^ix, el momento cindtico constante del movimiento es 


l — fnVmix^mia ~~ ftlV'mlnl’ma.x 
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Con un radio terrestre de 6382 km, tenemos r maI = 6382 -f 2555 = 8937 km y 
Train = 6382 + 352 = 6734 km. Para t; m m, tenemos 

r m in 6734 

Vmin — - y max — —— • 29 737 = 22 406 km/h 

rmax 8937 ' 

Velocidad areolar. Una de las tres leyes empiricas de Kepler (veanse caps. 
1 y 10) dice que en el movimiento planetario el radio vector del Sol a un planeta 
cualquiera barre areas iguales en tiempos iguales. A1 area barrida en unidad de 
tiempo se le suele llamar velocidad areolar. Es facil demostrar que la ley de Ke¬ 
pler que enuncia la constancia de la velocidad areolar es equivalente al principio 
de conservation del momento cinetico, aplicado al movimiento de un planeta 
alrededor del Sol. Esto significa que la fuerza que se ejerce sobre el planeta es 
central, es decir, dirigida hacia el Sol en todo momento durante el movimiento. 



Fig. 9-9. La velocidad areolar rvell =r 2 co/2, es proporcional al momento cine¬ 
tico. Cuando un punto material se mueve bajo la influencia de una fuerza central, el 
radio vector barre areas iguales en tiempos iguales. 


Para ver la relation existente entre la velocidad areolar y el. momento cine¬ 
tico, consideremos la figura 9-9. Calciilemos el area barrida por el radio vector, 
que va del punto central de referencia hasta el cuerpo, en un tiempo pequeiio At. 
En este tiempo, el planeta ha recorricfo una distancia v At y el radio vector habra 
girado un angulo Ad. El area triangular correspOndiente girada por el radio es, 
pues, (v At) (r sen 6) /2, y la velocidad areolar media durante este tiempo At sera, 
pues, (vr sen 0)/2, que puede ponerse en la forma v e r/2, donde vt = v sen 6, o 
bien, con vs = ru, tenemos 

Velocidad areolar ^r 2 co 
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Asi pues, vemos que la velocidad areolar es proporcional al momento cinetico 
l — mr 2 o) de la particula; en efecto, 


Velocidad areolar = -— 

Am 


(9-5) 


9-2 ConserYacion del momento cinetico de dos o mas particulas que se ejer- 
cen interacciones en un piano. En el apartado anterior hemos supuesto la exis- 
tencia de una fuerza central que se ejerce sobre una particula y no nos preocu- 
pabamos de que era lo que originaba dicha fuerza. El movimiento supuesto 
era, digamos, planetario o de satelite, o el movimiento de un cuerpo situado 
al extremo de un resorte sujeto a la Tierra. En tales casos es razonable suponer 
que uno de los cuerpos en interaccion esta en reposo (el Sol en el movimiento 
planetario y la Tierra en el movimiento del satelite y en el del resorte), ya que pue- 
de considerarse que tiene una masa infinitamente mayor que la de la particula 
movil. En cambio, euando las masas de las dos particulas en interaccion son del 
mismo orden de magnitud, deberemos considerar el movimiento de las dos par¬ 
ticulas. 

Si la interaccion entre las dos particulas es central, las fuerzas que se ejercen 
sobre las dos particulas pasan por el centro de masa del sistema, y si es nula la 
cantidad de movimiento total del sistema, su centro de masa esta'ra' en reposo. 
Cada particula se mueve entonces bajo la influencia de una fuerza central dirigida 
hacia un punto fijo del espacio (el centro de masa). De nuestro estudio anterior 
se deduce que el momento cinetico de cada particula y, por tanto, el momento 
cinetico total, que es la suma de los distintos mementos cineticos, se conserva. 

Consideremos dos particulas de masas m 0 y m b, unidas por un .resorte, co mo 
se indica en la figura 9-10. Supongamos que se estira el resorte y que al soltar 


el . sistema dejandolo mover en un piano, gira. Ademas de las oscilaciones, las 


particulas tendran un movimiento orbital £lrededor del centro de masa estacio- 
nario. Si en un momento dado son r 0 y r&, las distancias del centro de masa 


a una y otra particula, el momento cinetico total del sistema podra expresarse 
en la forma L = p$ a r a + Vnn- Como el centro de masa- esta en reposo , tene- 
mos pe a = pob = ps, y el momento cinetico total se reduce a 


L = pi(r a + t r b ) = ped 

La cantidad d = r g -f r& es, desde luego, la separation de las dos particulas. 

Como la recta que une las dos particulas pasa siempre por el centro de masa, 
las velocidades aneulares de l as dos particula s deberan ser iguales co a = = 

co. Por tanto, utilizando la ecuacion (9-4), encontramos que el momento cine¬ 
tico total del sistema podra expresarse en la forma 

_L = ( m a rl + rnbrl)u = /°co 


(9-6) 




m\s irxJC*l\X \J UiYiSiiCV 


La cantidad 


7° = m a r\ + m&rf -o {itOwL*: 

es el momento de inercia del sistema respecto al centre de masa. En general , esta 
cantidad varia durante el movimie nto ya que varian r„ v ru S 61o en el caso 
particular eh que, como en el caso del cuerpo rigido, se mantiene constante la 
distancia entre las dos particulas, el momento. de inercia y la velocidad angular 



Fig. 9-10. Combinaci6n de oscilacidn y rotacidn de dos particulas unidas por 
un resorte. 


se mantendran constantes. Sin embargo, cuando varfe 7°tambien variara la ve- 
Jocidad angular de manera que mantenga constante el momento cinetico. Cuando 
se alarga el resorte. Con lo que d es erhnd e. la velocidad angular es pequena, y 
j ecinrocamente. 

En la figura 9-11 se ha representado una experiencia que pone de manifiesto 
este comnortamiento. El sistema es un hombre que sostiene dos pesas y se halla 
de pie .sobre una plataforma que gira alrededor de un eje vertical. Las masas 
m a y mb del estudio anterior estan representadas por las pesas y el resorte esta 
representado por el hombre, el cual puede variar el momento de inercia del sis¬ 
tema. acercando o alejando de su cuerpo las pesas. F.1 hombre pu ede regular e n- 
tonces la velocidad angular con ayuda de las pesas ; cuando mantiene sus brazos 
en .cruz, la velocidad angular es pequena y cuando acerca las pesas a su cuerpo, 
su velocidad angular aumenta. 

El principio de conservacidn del momento cinetico tendria validez limitada 
si no se pudiera extender a los cuerpos reales. Todo cuerpo real puede conside- 
rarse como un sistema de particula s. Una particula de dicho sistema puedp^ e.star 
sometida a fuerzas de dos tipos . Primero, fuerzas intemas centrales resultante s 
de la interaccion con otras particu las del sistema. Segundo, fuerzas exteriores 
debidas a particulas que no pertene cen al sistema. D e momento vamos a elimi- 
nar estas ultimas ampliando el sistema de manera que contenga todas las particu¬ 
las que ejerzan interacciones con el sistema de interns. Desde luego, en el caso 
de tres o m£s particulas, la fuerza que se ejerce sobre una particula unica no tiene 
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por que pasar por el centre de masa del sistema. Aun cuando posteriormente tra- 
taremos con mas detalle este problema, pqdemos senalar que, efectivamente, la 
conservacion del momento cinetico tambien es aplicable a un conjunto de parti¬ 
cular con tal que laslinteracciones mutuas entre, particulas sean centrales. Para 
ilustrar esta aseveracidn, consideremOs dos particulas Pi y P 2 en un sistema piano 
(fig. 9-12). Supongamosq ue P iejercesobre P 2 unimpulsoinstantaneo T^i. Acon- 
secuencia de ello, P 2 ad quirira una cantidad de movimiento adicional J2 1 diri- 
gida haciaPi,y un momento cinOtico J 21 P respecto al punto de referenda O. 
donde D es el brazo de palanca del impulso. No obstan te r l a propiedad ge neral 
de las fuerzas de interaction, deducida de la conservacion de la cantidad de movi¬ 
miento, exige que sobr e Pi se ejerza un impulso igual y opuesto J12 = —J21 
a causa de la i nteraction con F *. En tonce s, Pi recibira una variation Ji 2 de ca nti- 



Fig. 9-11. Conservacion del momento cin&ico. 



—i 

£ 


s' 

■() 


Q ■<}- / 




Fig. 9-12. Las fuerzas de interaction ■ central entre las particulas de un sistema 
no alteran el momento cindtico total de dste. 
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dad de movimiento haciaP<>y un momento cinetico de magnitud Como 

_T 12 = —Jgi, se deduce que el momento cinetico cedido por Pi aPoesde igual 
magnitud, p ero de signo co ntra rio al cedido por P 2 a Pi. Por tanto, la inte r¬ 
action entrePi yP 2 no alterara el momento cinetico total del sistema, A cual- 
quier par de particulas del sistema se podra aplicar un razonamiento analogo 
y encontramos asi que el momento cinetico total se mantiene constante cuan do 
las fuerzas interiores son centrales. F.l momento cinetico de cada particula pue de. 
desde luego, variar, 

En realidad, el ejemplo del hombre sobre la plataforma giratoria corresponde 
a un sistema muy complicado. Las particulas son las particulas elementales ato- 
micas y nucleares que constituyen al hombre, plataforma y pesas. A pesar del 
enorme numero y complejidad de las fuerzas interiores, el momento cin6tico 
del sistema es constante. 

Por lo que se refiere al momento cinetico total, aun cuando las particulas 
puedan moverse arbitrariamente acercdndose y alejandose entre- si, el momento 
cinetico total permanece siempre el mlsmo. Podemos incluso imaginar que las 
particulas se «funden» para formar una nueva particula compuesta sin que varie 
el momento cinetico total. La nueva particula debera poseer un momento cine¬ 
tico de giro (spin) igual al momento cinetico total inicial. Inversamente, ji_ex=. 
plota la particula dividiendose en varias parte s, su momento cinet ico inicial sera 
la suma de los momentos cineticos de los fragme ntos . EJ mo mento cinetico total. 
como la cantidad de mo vimiento, se _cons.ery,a_erLltoda_iiiteraccidn-ar-bitraria 
que lleve consigo fuerzas centrales . 

La Tierra y el Sol poseen ambos, momentos cineticos de giro. En las escalas 
atomica y subatomica tambien encontramos frecuentemente particulas que 
poseen momentos cineticos de giro del orden de (h/2r) ~ 10 _34 kg*m 2 /s, donde 
h es la constante de Planck.. 

Existen muchos eiemplos ilustrativos tales como los saltos de trampolin, el 
patinaje artistico. saltos de esqui v otros acontecimientos atleticos en los tuales 
juega un papel importante la conservacion del momento cine tico y en los que 
se regula la velocidad angular variando el momento de inercia del cuerp o. Vol- 
viendo al ejemplo del hombre sobre la plataforma giratoria. observamos que 
el hombre no solo puede variar su velocidad angular variando el momento d e 
inercia, sino que tambien puede arrancar partiendo del reposo v, moviendo ade- 
cuadamente las pesas, girar el mismo de una posicion angular a otra, de la misma 
manera que un gato al caer gira sobre si mismo aterrizando sobre sus patas 
(prob. 9-13). Esta minipulacion del gato es un caso de aprovechamiento de la conser¬ 
vation del momento cinetico en la que interviene, en gran manera, el movimiento 
de la cola. Pero la tecnica de distribuir el momento cinetico total entre la cola, 
patas traseras, etc., varia de un gato a otro. (Incluso los gatos a los que se ha 
cortado el rabo caen de pie.) 
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Ejemplo. Tres cuerpos, A, B y C, con las velocidades indicadas en la figura 9-13, 
se aproximan a una region R del espacio. A1 penetrar en la region, A, B y C solo inter¬ 
action con otro de entre ellos y finalmente se observa que los cuerpos B y C abando- 
nan R, mientras que A queda en reposo. Si B tiene la velocidad y trayectoria indica¬ 
das, icuales deben ser la velocidad y trayectoria de C? 

En los problemas en que nos encontramos con. mas de dos particulas, o en los ca- 
sos en que se tiene poca informacibn o ninguna acerca de la interaccion, no suele ser 
posible hallar el movimiento en detalle. Sblo sabemos que deben satisfacerse los prin- 
cipios de conservacion de la cantidad de movimiento y del momento cinetico. Poi 
tanto, en el caso actual, empezaremos escribiendo las condiciones de la conservacion 
de la cantidad de movimiento y del momento cinetico, de la manera siguiente: 
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Figura 9-13 




Conservacion de la cantidad de movimiento: 

Direccion x: 2 • 10 — 1 • 22,4 • cos 6 = —2 • 50 4- 1 • v cx 
Direccion y: 1 • v cy = 0,5 • 20 — 1 • 22,4 • sen 6 

Con 6 = 26,8°, obtenemos 

Vex — 100 , v' ev 0 

Conservacion del momento cinetico: Supongamos que el brazo de palanca de v c res- 
pecto a O es y. El momento cinetico respecto a O es, entonces, 

0,5 • 20 • 1 + 2 ■ 10 ■ 2 = 2 • 60 • 1 — v' ex y- 

en donde los miembros primero y segundo de la ecuacion representan las condiciones 
antes y despues de .la interaccion, respectivamente. Esta ecuacion da 

50 1 

V ~ 100 " 2 

Observamos que la energia cinetica despues de los choques es mayor que antes. Duran¬ 
te la interaccion, debe haberse liberado energia a expensas de alguna energia potencial 
o interna de las particulas. 




mviviE.i'i I v c/yvzii/ /LU 

Momento de inercia de un cuerpo rigido. _i)n cuerpo rigido puede considerar - 
se como un coniunto de particulas que mantienen invariables sus distancias mu - 
.tuas . Si el cuerpo gira alrededor de un eje, todas las particulas describiran tra- 
vectorias tirculares con la misma velocidad angular , como se ilustra esquema- 
ticamente en la figura 9-14. Asi, si las particulas de masasmi, m 2 , m 3 , etc. es- 
tan situadas a las distancias ri, r 2 , r 3 ,etc. del eje, de la ecuacion (9-4) se deduce 
que el momento cinetico total del cuerpo es 

(£.mr 2 )w = J 0 w (9—7) 


La cantidad 7 0 = £ mr 2 = m\r\ + m 2 r| + • • • es el momento de inercia del 
.sistema- de particulas res pecto al eje de rotacion y se ve que depende de la geo- 
.metrla del- sistema y de la distribucion de la masa en el. 



Fig. 9-14. Todos los puntos materiales de un cuerpo rigido tienen la misma velu 
cidad angul ar. Sus celeridades son con, w 2 , etc . 


,Cuando el cuerpo consiste en una distribucion continua de masa. en vez de 
en un numero finito de puntos materiales, la suma d e un nu mero finito de termi- 
nos de la for ma mr 2 solo constituirla una e xpresion aproximada del momento 
de inercia del cuer po. La expresion correcta seria 

I — jr 2 dm ( 9 - 8 ) 

donde la integracion se extiende i todo el cuerpo. En el caso de cuerpos que ten- 
gan una forma geometrica sencilla, tales como barras rectas y cilindros de revo¬ 
lution, la integral (9-8) tiene un calculo exacto facil, segun veremos en los ejem- 
plos que siguen. Si se tnide la distancia r a un eje que pasa por el centro de masa 
del cuerpo, representaremos el momento de inercia por Iq. Debe advertirse que, 
irtcluso en el caso de cuerpos con masa distribuida uniformemente, el momento 
de inercia se puede evaluar aproximadamente por medio de un numero fini- 
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to de terminos mr 2 que representen las contribuciones de un numero finito de 
elementos de masa en que podamos descomponer el cuerpo. 

Ejemplo 1. Consideremos una barra recta y uniforme, de longitud L y masa 
total M, y determinemos el momento de inercia respecto al eje perpendicular a la barra 
y que pasa por su centro de masa, segun se indica en la figura 9-15 


L 


E 


m 


X 

Figura 9-15 


IgU ' 

s Ax 


Utilicemos, en primer lugar, el m6todo aproximado en el que la barra se divide 
en un numero finito de elementos de masa y apliquemos 7o — £mr 2 para el calculo 
del momento de inercia. Elijamos cuatro partes iguales, cada una de masa A//4. Cada 
mitad de la barra contendra dos elementos con distancias al centro de masa r\ — L/8 
y r 2 = 3778. El momento de inercia se hace entonces aproximadamftnte. igual. a — 


7o — 2 • 


M 

4 



.10 .,.2 
—- ML 
128 


ML 2 

12,8 


Cuanto mayor sea el numero de elementos utilizado, tanto mas proximo al resultado 
exacio sera el resultado obtenido. En el caso limite de un numero infinito de elementos, 
habra que calcular la integral (9-8). En el ejemplo actual*; tomamos como elemento 
de masa Am, una longitud Ax de barra, segun se indica en la figura 9-15. El elemento 
esta situado a una distancia * del centro de la barra y tiene la masa elemental Am — 
( Ax/L)M. Su contribucion al momento de inercia respecto al eje considerado es 
(Am)x 2 . Y el momento de inercia buscado sera 


/ +LI 2 /.I./2 j.L/2 

x' 2 dm = 2 / x 2 dm = 2 —■ x 2 dx 

-Li 2 Jo Jo L 

_ M L 3 _ ML 2 
~ 2 L 24 12 


Es interesante darse cuenta de que, incljuso con el numero relativamente pequeno de 
elementos (4) considerado, el metodo aproximado de calculo es bastante bueno. 


Ejemplo 2, Para calcular el momento de inercia de tin disco circular respecto 
a un eje que pase por su centro de masa y sea normal al disco, tomaremos como ele¬ 
mento de masa el apillo comprendido entre los radios r y r + Ar, segun se indica en 
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la figura 9-16. Si es M la masa total del disco y R su radio, la masa del elemento sera 
Am — (2nrArJnR 2 )M. El momenta de inercia total es 

f R 2 2M [ R 3 MR 2 

h = h T im= wh r — 



Radio de giro. El momenta de inercia tiene por dimensiones [M][L] 2 .En 
otras palabras, siempre sera posible expresar el momenta de inercia como pro- 
ducto de la masa total M por el cuadrado de una cierta longitud k, a la que 11a- 
maremos radio de giro del cuerpo respecto al eje considerado, tal que 

I = Mk 2 

Tambien emplearemos los simbolos 7 0 y fc 0 cuando nos refiramos a un eje que 
pase por el centro de masa del cuerpo. 

El radio de giro puede interpretarse de la manera siguiente. Un cuerpo que 
gira con velocidad angular a alrededor de un eje fijo tiene un momento cinetico 
la. Si tomamos ahora un elemento puntiforme de masa igual a la masa total 
M del cuerpo y hacemos que este punto describa una circunferencia de radio k 
con velocidad angular a, el momento cinetico de la masa puntual es el mismo 
que el del cuerpo. En este sentido. el problema de la rotacion de ■Un .merpo_ngid.a_ 
en un piano, se puede sustituir por el problema mas .sencillo del movimiento de 
un punto material unico. Por eiemplo, un disco circular de ra dio iUQue-jgira-ak~ 
rededor del eje perpendicular a el y que pasa por su centro de masa, equivale 
a un punto material de igual masa que gire con la misma velocid ad angular ..si- „ 
guiendo una circunferencia de radio k 0 = R/ \/2. 

9-3 El momento cinetico como vector. Movimiento en un piano. Los dos sen- 
tidos de rotacion posibles del vector de posicion y las velocidades angulares 
correspondientes de la particula en Un piano, se distinguen por los signos mas 
y menos, y al momento cinetico se le da el mismo signo que a la velocidad angu- 
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lar, segun se menciono en relation con la ecuacion (9-4). En princip le, la elec- 
cion-jdel ■Sentido__de,,_rotaci6n positivo. es arbitraria; y cu ando nos ocupamos del 
movimiento en un piano la election carece de importancia, si bien en los razo- 
namientos debemos siempre respetarla. Sin embargo, cuando consideremos tipos 
mas generales de movimiento, el sentido del momento cinetico jugara un papel 
importante y con el fin de ganar experiencia en esta cuestion, estudiaremos aqui 
la manera de elegir el sentido positivo de rotation en un piano. 

Cuando miramos el piano del movimiento desde un lado, vemos girar al 
radio vector de la partlcula o en el sentido de las agujas del reloj o en el opuesto. 
Podemos tomar como positivo el sentido contrario al de las. agujas del reloj, 
por ejemplo. Sin embargo, esta descripcion no es unica. Ya que si el piano es 
horizontal, el signo del momento cinetico, segun esta descripcion; depende de 
que miremos el movimiento desde encima del piano o desde debajo. En otras 

palabras, para establecer en forma univoca el signo del momento cinetico debe- 

remos especificar, de alguna manera, el lado desde el cual contemplamos el mo¬ 
vimiento. Esta especificacion se hace introduciendo un eje de coordenadas per¬ 
pendicular al piano. En un sistema de coordenadas cartesianas, el eje z tiene 
un sentido definido en relation con el piano xy. En un sistema de coordenadas 
dextrorsiim dicho sentido esta relacionado con los sentidos de los ejes jc e y, de 
la manera siguiente. Giremos el semieje -fx hacia el semieje Este giro de¬ 
fine un sentido de rotation que representaremos por x ->y. Girando un saca- 

corchos de igual manera, el sentido de su avance define el sentido del eje z. In- 

troduciremos el simbolo x -+y -+z para representar esta relation entre los sen¬ 
tidos de los ejes. El sentido de rotation x -*• y define el sentido positivo de la 
velocidad angular y del momento cinetico del movimiento en el piano xy. Asi 
pues, visto desde el semieje positivo de las z, este sentido positivo de rotation 
es el opuesto al de las agujas del reloj (yease fig. 9-17). 


z 



Fig. 9-17. Sistema de coordenadas dextrorsum y descripcion vectorial del mo¬ 
mento cinetico. 
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Como el momento cinetico esta tan estrechamente relacionado con una di¬ 
rection normal al piano del movimiento, sera natural describir un momento 
cinetico positivo en el piano xy por un vector dirigido segun el semieje +z, se¬ 
gun se indica en la figura 9-17. Hemos visto que la magnitud del momento cine¬ 
tico es pd = per. Esto puede interpretarse como product© de la cantidad de mo¬ 
vimiento por la componente normal al vector cantidad de movimiento del vector 
de position, o bien como producto de la magnitud del vector de posicion por 
la componente normal a este del vector cantidad de movimiento. En uno y otro 
caso, la magnitud del momento cinetico es |pl |r[ sen donde <f> es el angulo que 
forman las direcciones de r y p, segun se indica en la figura 9-18 




Fig. 9-18. La magnitud del momento cinetico de una particula en un piano puede 
expresarse en la forma pd = per = pr sen <f>. Ademas, en funcidn de las coordenadas 
rectangulares, tenemos / = xp y — yp x . 


El momento cinetico tambien puede expresarse en funcion de las componen - 
tes de los vectores r y p ( fig. 9-18). Si descomponemos p en las componentes 
jp x y Pyhallamos qu e la contribucion de p v al momento cinetico es -\-xp y ( sentido 
positivo de rotacion) , y la contribucion de p x es —yp x (se ntido negativo de rota- 
cion). Elunomento cinetico total es, pues, 

l — xy v — yp x (9-9) 

Esta adicion de las contribuciones de p x y p y al momento cinetico es totalmen- 
te compatible con las otras expresiones pd. Per y rp sen <j> del mome ntn -cineticn 
total (vease preb. 9-22) . Ademas de la magnitud del momento cineticn J la ecna- 
cion ( 9-9) da tambien el sieno del mom pntr> cinfricn _ 

Tenemos asi un procedimiento para la determinacion de la magnitud. direc- 
cion y sentido del momento cinetico a partir de los vectores r y p, quedando el 
momento cinetico univocamente especificado por estos vectores. Un simbolismo 
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aceptado para expresar las relaciones entre los;tres vectores 1, r y p, tanto en mag- 
nitud como en direccion y sentido, es 

1 = r X p 


A1 product c ur X p se le da el nombre de producto vectorial d e los vectores r y p. 
Este producto es un vector de modulo o magnitud l — rp sen <j>, d ireccion normal 
al piano determinado por r y p, y sentido el de avance de un sacacorchos que 
gire llevando el sentido positivo de r sobre el sentido positivo de p por el camino 
mas corto. 

El estudio de la .figura 9-19 puede ayudarnos a comprender el sentido de 
1 = r X p. Observese que cuando r y p son mutuamente perpendiculares ( <f> =90°), 
I tiene su magnitud maxima y cuando r y p son paralelos, 1 tiene modulo nulo, 

Debe tenerse muy en cuenta que en este tipo de multiplication de vectores, 
al invertir el orden de los factores se invierte el signo, o sea el sentido del vector 
producto. La razon de esto se halla en que hemos definido el sentido de r x p 
er\ funcion de una rotacion en la que el sentido de r (m ulti plicandb ) gira hacia 
el de p (multiplicador). En el producto p x r serla el sentido de p el que girara 
hacia el de r, con lo que el sentido del producto serla el opuesto del de r x p. 
En consecuencia, para un producto vectorial de dos vectores arbitrarios A y B 
tenemos 


A X B = —B X A 

El modulo del pro ducto vectori al r x p admlt e una interpretation geometrica 
interesante, pue s e^Tgual al area del paralelogramo determinado por los dos 
vectores r y p, se gun se indica en la figura 9-20. La altura del paralelogramo es 
d = r sen <f> y el area es p(r sen <f>). 

Movimiento' tridimensional. Nuestros estudios anteriores acerca del momento 
cinetico se han reducido a casos en que todo el movimiento estaba confinado 
en un piano. En el caso de una partlcula que se mueve bajo la infiuencia de una 
fuerza central, por ejemplo, el movimiento de la Tierra alrededor del Sol, el mo¬ 
vimiento tiene lugar siempre en un solo piano. Sip embargo, cuandd intervienen 
varias particulas o cuerpos rigidos, el movimiento no suele estar confinado en 
un piano unico. 

Consideremos, por ejemplo, un volante situado sobre una plataforma gira- 
toria, montado de manera que su eje sea horizontal. Si solo gira el volante, el 
movimiento tiene lugar en un piano, pero si ademas gira la plataforma, tenemos 
un movimiento tridimensional. 

Existen numerosos ejemplos de este tipo, especialmente en la Mecanica de 
los cuerpos en rotacion, en la que habra que examinar de nuevo el concepto 
de momento cinetico. En el capitulo 13 estudiaremos con cierto detalle algunos 
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Fig. 9-19. El vector 1 = r x p es perpendicular ary apy tiene el sentido de 
avance de un sacacorchos que girara Uevando r sobre p. 



P 


Fig. 9-20. El mddulo del producto vectorial es igual al area del paralelogramo 
determinado, por r y p. 



Figura 9-21 


ejemplos especificos de este tipo. Por el momento, bastara indicar, en principio, 
como se extiende el concepto de momento cinetico desarrollado para el moYi- 
miento en un piano, a fin de que incluya el movimiento en tres dimensiones. 

Recordemos que en el movimiento en un piano se introducia el momento 
cinetico como la cantidad que permanecia invariable cuando las fuerzas eran 
centrales. Vamos a ver que esta idea de momento cinetico puede Uevarse, de ma- 
nera natural, a un movimiento arbitrario, descomponiendo este en movimientos 











MOMENTO CINiTICO COMO VECTOR 


269 


pianos sobre los tres pianos coordenados de un sistema xyz. El analisis .anterior 
puede aplicarse a cada uno de estos movimientos pianos y determinar asi las 
condiciones en las cuales se conserva el momento cinetico en cada piano. Esto 
nos conduce a introducir tres componentes del momento cinetico, o sea a un 
vector momento cinetico. 

Para desarrollar estas ideas, deberemos recordar primeramente que el mo¬ 
mento cinetico puede interpretarse en funcion de la velocidad areolar de la par- 
ticula en cuestion. En otras palabras, podemos presentar la magnitud del momento 
cinetico en funcion del area barrida en un segundo por el radio vector. El momen¬ 
to cinetico no es mas que el producto de 2m por esta area, siendo m la masa de 
la particula. 

Consideremos ahora una de las particulas de un grupo de ellas que se mue- 
ve en el espacio, como sq indica en la figura 9-22. La position de la particula 
esta descrita con relation a un sistema de ejes xyz coordenados, cartesianos, 
rectangulares, que forman un triedro dextrorsum. Durante un intervalo de tiem- 
po suficientemente corto, la trayectoria de la particula puede asimilarse a un 
segmento rectilineo elemental y puede considerarse que el movimiento tiene 
lugar en el piano definido por este segmento rectilineo y el origeri de coordena- 
das. Entonces, en virtud de las consideraciones que hicimos al estudiar el movi-- 
miento piano, podremos representar, en la forma que se indica, al momento 
cinetico de la particula por la velocidad areolar. De manera analoga, podremos 
construir pianos y velocidades areolares que representen los momentos cineticos 
de las demas particulas del grupo pero como, en general, estos pianos no coin- 
cidiran, no habra manera de conocer el significado de la suma de estos momentos 
individuales, si nos basamos en nuestras consideraciones anteriores acerca del 
momento cinetico. Para que dicha suma de momentos cineticos tenga significado, 


z 



Figura 9-22 
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habra que referir a un piano los movimientos de las partlculas. Aun cuando esto 
no es posible cuando utilizamos los momentos cineticos totales de las partlculas, 
puede lograrse si utilizamos las proyecciones de los movimientos de las partlcu¬ 
las sobre los tres pianos coordenados. Entonces, en cada uno de estos pianos, 
tenemos movimientos y trayectorias que se refieren a las partlculas del grupo 
y podremos introducir velocidades areolares y momentos cineticos de estos mo¬ 
vimientos pianos. Entonces podran sumarse como antes las Velocidades areola¬ 
res y los momentos cineticos. 

Examinemos con mas detenimiento la proyeccion sobre el piano xy del mo- 
vimiento de uno de los puntos, representada en la figura 9-22. La velocidad areo¬ 
lar de la proyeccion sobre el piano xy no es mas que la velocidad areolar de la 
particula multiplicada por el coseno del angulo que forman el piano de la trayec- 
toria y el piano xy. Este angulo es, por definition, el que forman las normales 
a los pianos, es decir, el angulo 8 Z que forma el eje z con la normal al piano de 
la trayectoria, segun pUede verse. Asi pues, si es S la magnitud de la velocidad 
areolar, la velocidad areolar en el piano xy sera S xy = S cos 6 Z . En lugar de em- 
plear la notation S xy , sera mas conveniente e igualmente descriptivo emplear Sx, 
con lo que S z — S cos 6 Z . En otras palabras, S z es la velocidad areolar asociada 
al movimiento alrededor del eje z en el piano normal a dicho eje. De manera 
completamente analoga, podemos obtener S x — S cos 6 X y S y = S cos 0 y para las 
velocidades areolares en los pianos yz y zx, respectivamente. Los angulos 8 X y 
By son los que forma la normal al sector piano de la trayectoria con los ejes x 
e y, respectivamente. 

Al igual que hay un momento cinetico / = 2 mS asociado a la velocidad areo¬ 
lar S , podremos introducir analogamente las componentes del momento cinetico 
l x = 2 mS x = l cos 6 X , l v = 2mS y = l cos B y , y l z = 2 mS z = l cos B z , donde 
hemos empleado S x = S cos B x , etc., y Z = 2mS. Con esta interpretacion de las 
componentes del momento cinetico, podemos definir un vector momento cine¬ 
tico de componentes l x , l V) y l z . La componente l z esta dirigida segun el eje z, y re- 
presenta el momento cinetico asociado al movimiento en el piano xy. Analoga¬ 
mente, las componentes l x y l y estan relacionadas con los -momentos cineticos 
en los pianos yz y zx, respectivamente. Juntas, forman un vector momento ci¬ 
netico normal al sector piano determinado por el elemento de trayectoria y el 
origen de coordenadas, segun se indica en la figura 9-22. (El angulo que forma 
el vector resultante con el eje z esta definido por cos 8 Z = l z /l, etc., es decir, la 
direccion de 1 es la misma que la de la normal al sector piano, ya que l z [l — S z /S.) 

Hay que recalcar que el momento cinetico se define respecto a un punto y 
que depende de la posicion de este punto. A las componentes del vector momento 
cinetico en un sistema de ejes coordenados cuyo origen es el punto de referenda, 
se les llama momentos cineticos respecto a los ejes. Debemos tener en cuenta, 
sin embargo, que ordinariamente no se pueden determinar estas componentes 



MOMENTO CINETICO COMO VECTOR 


271 


hasta que se haya elegido el punto de referenda del momenta cinetico. 

V .E1 momenta cinetico asodado al movimiento en el piano xv pue da avpracar, 
se en la forma U = xy v — ypx, segun se demostro anteriormente , v para las otras 
componentes se tendran expresiones analogas. es dedr, 

lx = VP* ~ z Vy 

l v = zy x — xy 2 (9-10) 

l z — xy v — yy x 

La magnitud del momento dnetico total podra, pues, expresarse en la forma 

l = VjJ + il + i\ (^-11) 

Segun se vio en el apartado anterior,' estai magnitud tambien puede expresarse 
de la manera siguiente: — 

l = ry sen 0 (9-12) 


donde r es la magnitud del radio vector r que va del punto de referenda a la par- 
ticula, p es la magnitud de la cantidad de movimiento p, y<j> es el angulo que for- 
man los vectores r y p (fig. 9-22). 

Segun las ecuaciones (9-10), las componentes del momento dnetico de la 
particula se expresan en funcion de ciertos productos de las componentes de 
los Vectores r de posiciort y p cantidad de movimiento. El vector momento ci- 
netf<£p queda unlvocamente determinado por el vector de posicion r y el vector 
cant|dad de movimiento p. Las tres ecuaciones (9-10) pueden condensarse en 
la eguacion vectorial unica 

1 = r xp (9-13) 

Segfin hemos vista, este vector tiene por modulo rp sen <f>, dado por la ecuacion 
(9-12). Por lo que se refiere a la direccion y sentido de 1 = r x p, vease el estudio 
del caso particular del movimiento piano (fig. 9-19). 

Pe manera completamente analoga podremos obtener los vectores 1 momento 
cinetico de las demas particulas del sistema. Como pueden sumarse las compo¬ 
nentes del momento cinetico que representen movimientos en un piano, podra-. 
_mos caracterizar el momento cinetico total de un sistema de particulas por las 
componentes L x = J^l x , L y = £Z V , y L z = J^lz, y estas componentes defi- 
nen el vector L momento cinetico total del sistema de particulas . Este vector es, 
pues, la suma vectorial de los momentos cineticos de las distintas particulas: 

(9-14) 


L — Z) 1 — 1 1 + lo 4- 


• • • 





Lo que, hemos hechohasta ahora ha sido generalizar la definicidn de momen¬ 
ta cinetico para que incluyera ei movimiento de partlculas que no se muevan 
todas en el mismo piano. Dicha definition constituye una extension natural del 
momento cinetico de partlculas en un piano. No obstante, recordemos que la 
introduction del momento cinetico en un piano estaba motivada por la-conser¬ 
vation observada del momento cinetico de un sistema de partlculas someticlo a 
la influencia de una fuerza central. Debemos examinar en este aspecto el momen¬ 
to cinetico vectorial total y estudiar que ocurre con el momento cinetico total 
cuando las partlculas no solo se ejercen interacciones entre si con fuerzas cen¬ 
trales, sino que tambien se hallan sometidas a fuerzas centrales dirigidas 
hacia el origen O. Observamos que si las fuerzas son centrales, sus com- 
ponentes en los pianos coordenados son tambien centrales. (Despues de todo, 
si una fuerza esta dirigida hacia 0, sus componentes sobre los pianos coor¬ 
denados tambien estan dirigidas hacia 0.) En otras palabras, el problema puede 
reducirse al mas conocido en que las partlculas se mueven en pianos bajo la in¬ 
fluencia de fuerzas centrales. En el apartado anterior hemos advertido que, en 
tales conaiciones, las componentes del momento cinetico total en cada uno de 
los pianos coordenados permanecen constantes. En consecuencia, al vector mo¬ 
mento cinetico total del sistema de partlculas permanece tambien constante. 

JBjemplo. Una particula que se mueve en el espacio tiene por componentes de 
la cantidad de movimiento p x — —1, p y = —2 y p x = 4 kg-m/s al pasar por el punto 
x = 1, y = 2, z = —3 m. (a) Determinar el momento cinetico de la particula respecto 
al origen. (b) iCual es la distancia del origen a la linea de movimiento en dicho pun¬ 
to? (c) iQue angulo forman el vector de posicion r y la cantidad de movimiento p? 

Utilizando las ecuaciones (9-10) para las componentes del momento cinetico, ob- 
tenemos 


4 = 2-4- (—3) (—2) = 2 
4 = (—3)(—1) - 1-4 = -1 
l z = 1 • (- 2 ) - 2 • (- 1 ) = 0 

La magnitud del momento cinetico es, pues, 


l = V2 2 + 1 2 -f- 0 2 = V5 kg-m 2 /s 


Esta magnitud tambien puede expresarse en la forma l = pD, donde D es el brazo 
de palanca de la cantidad de movimiento, p la magnitud de esta, que se expresa en la 
forma 


p = Vl 2 + 2 2 4- 4 2 = V2I kg-m/s 
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Por tanto, el brazo de palanca es 

D = - — ~ 0,49 m 

V a/21 

La magnitud del momento cinetico tambien se puede expresar como / = rp sen <f>, 
donde <b es el angulo que forman r y p. La magnitud del vector de posicion es 

r = Vl 2 +22+32 = a /14 


y obtenemos 

a/5 

sen0 = —-—-0,13 0 sea 7,5° 

Vli • V21 

9-4 Momento cinetico orbital y de spin *. Hasta ahora, el resultado esen- 
cial que hemos obtenido en relation con el momento cinetico es el siguiente. Si 
un sistema de particulas, que pueden o no constituir un cuerpo rigido, se mueve 
en el espacio bajo la accion de una fuerza exterior, el vector momento cinetico 
total del sistema respecto al centro de fuerzas es constante, si las interacciones 
interiores entre las particulas son centrales. En este apartado no vamos a anadir 
a este resultado nada fundamentalmente nuevo. No haremos mas que estudiar 
el hecho de que el momento cinetico total puede considerarse como suma de dos 
part es , una atribuida al movimiento del centro de masa del sistema v la otra 
que interpreta el movimiento respecto al centro de masa. Esta .separation es, a 
menudo, muy conveniente, en particular cuando tratamos del movimiento de 
cuerpos rigidos que giran sobre si mismos, en cuyo caso pueden hallarse facil- 
mente las contribuciones al momento cinetico de la traslacion y la rotation del 
cuerpo. Ademas, debemos mencionar que en las escalas atomica y subatomica 
existe, freCuentemente, un momento cinetico de «spin» asociado a una parti- 
cula, y en la determination del momento cinetico total de la particula habra 
que considerar esta contribution. 

Para probar que puede descomponerse en las dos partes citadas el momento 
cinetico total, determinaremos el momento cinetico total de un- conjunto de par¬ 
ticulas respecto a un punto fijo que tomaremos como origen de coordenadas. 
Sea r la posicion de una de dichas particulas, especificada por (x, y, z), y p su can- 
tidad de movimiento, especificada por (p X) p vi p z ). EI_ceut.rCL-de-masa..de...todo .el 
sistema tiene un vector de posicion R , especifi cado po r (X, Y, Z) y una velocida d 
V especificada por (V*, V v , PV) . La componente z del momento cinetico de una 
particula del sistema, segun las ecuaciones (9-10), es l z = xp y — yp Xl ylacompo- 


, * El vocablo ingles «spin» significa giro sobre si mismo. La Fisica Atomica ha hecho que 
sil.adopte dicho vocablo en la terminologia cientifica de todos los paises. 

Ingard — 18 
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nente z del momento cinetico total se obtendra sur^ando para todas las parti- 
culas las expresiones correspondientes a la anterior, es decir L z — J^l z . 

Pbdemos hacer x = X + **, dOnde x* es la coordenada x de la particula 
medida desde el centro de masa. Analogamente, tenemosp v — mV y + p*, donde 
p* es la cantidad de movimiento respecto al centro de masa. Las demas compo- 
nentes de p y r se expresan de manera analoga. Para la componente z del momento 
cinetico de una .de las particulas .obtenemos, entonces, 

h = (X + x*)(mV v + rf) - (Y + y*)(mV x + p* x ) 

= (XmV,- YmV x ) + (i*p; - y*pi) 

■ '- y --' 

f (Xp* - Ypi) + (V v mz* - V x my*) 

Si sumamos ahora para todas las particulas del sistema, el primer grupo de ter- 
minos dara XP y — YP Xy donde P x y P y son las componentes de la cantidad de 
movimiento total P = £p. El segundo termino da la componente L* = £Z* 
del momento cinetico total respecto al centro de masa. Los restantes terminos 
dan ; .suma nula ya que LPy .= Upt — 0, y analogamente, J^mx* = J^my* = 0. 
La componente z del momento cinetico total es, pues, 

L z - L* '+ (XP y - YP X ) = L* + (R X P) 2 (9-15) 

Las componentes x e y dbl momento cinetico se obtienen analogamente y el re- 
sultado puede resumirse en forma concisa mediante la relacion vectorial 

L = L* 4- R X P _ (9-16) 

Eri particular, cuando se trata del movimiento de cuerpos rigidos, a la con- 
tribucion R X P del-movimiento de traslacion se le.da el nombre de momento 
cinetico orbital v a la contribucion L* r esultante de la rotacion del cuerpo se le 
llam a momento cinetico de spin. 

La .ecuaciori (94 b) estipula, pues, que el momento cinetico total de un sistema 
de particulas o de un cuerpo rigido no es sino la suma vectorial del momento 
cinetico orbital y del momento cinetico de spin. En la figura 9-23 se ha represen- 
tado esquematicamente esta suma. Para obtener este resultado, hemos operado 
con las componentes de los. vectores de position y cantidad de movimiento. Sin 
embargo', se habria podido. obtener mas directamente utilizando el Algebra 
vectorial en donde se demuestra que el producto vectorial goza de la propiedad 
distributiva (A + B) X C = A x C + B x C. Dejamos como ejercicio demostrar 
esta relacion y luego realizar el analisis anterior aplicando el Algebra vectorial 
(prob. 9-31). 
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Fig. 9-23. El momenta cinetico total respecto a un punto fijo O es la suma vec¬ 
torial de los momentos cineticos orbital y de spin del sistema; es decir, L = L* + R x P. 


Ejemplo 1. El centro de masa de un disco circular uniforme de radio R y masa 
M desliza con celeridad V en el piano xy , siguienio la recta y = 2R en el sentido ne- 
gativo del eje x. A1 mismo tiempo, el disco gira con una velocidad angular co = VjR 
en el sentido negativo de rotacion (el de las agujas del reloj visto desde el semieje 
+ z). iCual es el momenta cinetico total del disco respecto al origen? 

El momenta cin&ico orbital del disco es MV(2R), ya que el brazo de palanca res¬ 
pecto al origen es 2 R. El momento cin&ico de spin es L* — —IqO}, y al introducir la 
cantidad Iq = MR 2 /2, obtenemos 

* = MR 2 7 = MVR 
L 2 R 2 


El momento cinetico total es, pues. 


L 


2MVR - 


MVR 

2 


3 MVR 
2 


Ejemplo 2. Una barra de longitud R gira en un piano horizontal, alrededor de 
uno de sus extremos, con una velocidad angular eonstante Q, en la forma indicada 
en la figura 9-24. En su otro extremo lleva una «helice» consistente en otra barra que 
lleva en sus extremos dos partlCulas, cada una de masa m y separadas por una distan- 
cia d, segun se indica. Esta h&ice gira con velocidad angular co en un piano normal 
a la primera barra. iCual es el momento cinetico de la helice respecto a O? La masa 
de la barra es despreciable. 

,E1 momento cin&ico de spin L* de la helice tiene por magnitud L* = ma> d 2 /2 y 
esta dirigido a 16 largo de la barra horizontal. 

El momento cinetico orbital R X P de la helice tiene por magnitud 2mR 2 Q y esta 
dirigido hacia arriba. 

El momenta cinetico total de la helice es, pues.L = L* + R X P, y como L* 
gira con la primera barra y R X P permanece fijo, se deduce que la flecha que repre- 
senta a L describe una superfici e conica de v6rtice O. 

La magnitud de Les L — V(m<a d 2 / 2) 2 + (2 mR 2 Q,) 2 . 
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^ 9-5 Impulso angular y momento. Particula unica. Hemos visto que los 
impulsos y fuerzas dirigidos hacia un centro no alteran el momento cinetico de 
un punto material. En realidad, esta era la base sobre la que se desarrollo el con- 
cepto de momento cinetico. Consideremos, ahora, un impulso J que tenga una 
componente perpendicular a la direccion central o radial. 

Si se aplica el impulso a una particula de cantidad de movimiento p 1t esta 
pasara a ser P 2 = Pi + J. Para determinar la variacion de momento cinetico 
producida por este impulso, consideremo s en primer lugar el momento cinetico 
.asociado al movimiento en el piano xy. A si, si .so n J x y J y , las componentes x 
e y del impulso, l as variaciones en estas direcciones de las cantidades de movi¬ 
miento seran simplemente A y x — J x y A p y = J v . En virtud de las ecuaciones 
(9-10), la variacion de la componente 'z del momento cinetico es 


— xJ” y y*J x 


si el impulso es instantanpn. P a ra las variaciones de las componentes x e y del 
momento cinetico podemos obtener expresiones analogas. La variacion total de 
momento cinetico podra, pues, describirse con el vector 

Al = G = r X J 


(9-17) 
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Esta variation total de momento cinetico recibe a menudo el nombre de impulso 
a ngular sobre la partlcu la. respecto al punto de referencia elegido. 

Varias partlculas . S upongamos ahora .que la partlcula que recibe el impulso 
exterior es un miembro de un grupo de partlculas que solo se ejercen interaccio- 
nes entre si con fuerzas centrales. En ausencia del impulso exterior, el moment o 
cinetico v. desde luego, la cantidad de movimiento, permanece constante s. 
Luego las^ variaciones de la cantidad-de movimiento total y del momento c ine¬ 
tico total s e debera n unicamente al impulso exterior. La variation de cantida d 
de movimiento es AP = T independientemente del punto de aplicacion del im¬ 
pulso . Por otra parte, la, var ia tion del momento cinetico depende del pu nto de 
aplicacion. Si es r el vector de position de ja-particula que rec ibe el impulsoj~Ta 
variation del momento cinetico total respecto al origen de r sera 

;AL = rX Jj (9-18) 

Podemos considerar esta variacion total de^ momento cinetico como el resultado 
de las- variaci.ones~del momento cinetico angular y del momento cinetico de spin 
del sistema de partlculas. Si esjLel vector de position del centre de masa, la va¬ 
ria tion de la parte orbital sera simplemente R X AP = R X J .E1 resto AL—RTxJ 
= (r — R) X J de bera ser. la...variatipn del jiQmentq_cin4lico.. de„spin del sis ~ 
tema. Observemos que r—_R = r* es el vectpr.de position del punto deap 1 i cation_de 1 
impulso, respecto al centro de masa del sistema de partlculas . En consecuencia, 
para obtener la variac io n del momento cinetico de sp in de l sistema, n o hareraos 
mas que multiplicar el impu 1 so por el brazo de palanca respecto al centro de 
masa. E xpresado en forma vectorial, queda 

AL* = r* X J (9-19) 

Ejemplo. Tres partlculas unidas por barras de masa despreciable ocupan los ver¬ 
tices de un triangulo equilatero, segun se indica en la figura 9-25. Las masas de las 
partlculas son todas iguales a m, y las distancias que separan las partlculas son d. Se 
da a la partlcula A un impulso paralelo a la recta que une C y B. Describir el movimien¬ 
to despues del impulso si el sistema desliza sobre una superficie exenta de rozamientos. 



Figura 9-25 
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En primer lugar, determinaremos la position del centro de masa c.m. Hallamos 
que estd situado a una distancia fA de A, segun se indica, donde A = d,V 3/2. Des¬ 
puds del impulse, el centro de masa se moverd con la velocidad 


V 


3m 


y el cuerpo habrd adquirido un momento cindtico de spin 


L* = J§h 


Jd 

V3 


Tambien podemos expresar el momento cindtico en funcion de la velocidad angular 
del tridngulo, introduciendo el momento de inercia del sistema: 



donde n, r 2 , son las distancias de las particulas al centro de masa. En este caso, es- 
tas distancias son todas fijas e iguales, n - |A -* d/VS. El momento de inercia es, 
pues, 

' 4 _ 0 d 2 2 

Iq — 3m — = md 

: O 

y el momento cindtico respecto al centro de masa es 

L* = 7 0 w = md 2 w = — 

V3 

Asi, obtenemos v 


J 

w = —— 

V3 md 

Momento. Consideremos ahora el efecto de una fuerza que actue de manera 
continua, en vez de un impulso instantaneo. El momento cinetico de la parti- 
cula sometida a la accion de la fuerza varia ahora continuamente y a la veloci¬ 
dad de variacion del momento cinetico se le da el nombre de momento de la fuerza 
respecto al punto al que referimos el momento cinetico. Si es r el vector de po- 
sicidn de la particula y p su cantidad de movimiento, el momento cinetico res¬ 
pecto al origen de r es 1 = r x p. Para estudiar la velocidad de variacion del mo¬ 
mento cinetico estudiaremos, en primer lugar, la velocidad de variacion de una 
de sus componentes. La componente z del momento cinetico es l z = xp v — yp x 
y la velocidad de variacion es entonces 


dig dx dp y dy 


dp x 

dt 
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Los terminos primero y tercero de esta expresion se destruyen, ya que dx/dt = 
Px/mydy/dl — p y /m:Los terminos segundo y cuarto pueden escribirse en la 
forma xF y e yF x respectivamente, con lo que la velocidad de variacion quedara 
en la forma 


% = xF, - yF, (9-20) 

Para las velocidades de variacion de las otras componentes se obtienen expre- 
siones analogas. La velocidad de variacion del momento cinetico, o momento 
de la fuerza sera, pues, un vector r cuyas componentes son las del producto 
vectorial r X F, y tenemos 

f = | = txl (9-21) 

Para obtener este resultado, hemos operado con las componentes de los vec- 
tores 1, r y p. Podriamos haber obtenido el mismo resultado operando directamente 
cort los vectores, una vez demostrada la validez de la formula d(r x p )jdt = 
r x (dpldt) + (dr/dt) x p. Dejamos como ejercicio demostrar este resultado y 
luego aplicarlo a la deduccidn del resultado (9-20) (vease prob. 9-39); 

La magnitud del momento puede, pues, expresarse como producto de la fuer¬ 
za por su brazo de palanca respecto al punto de referenda r = 0. Ei brazo de 
palanca tiene por magnitud r sen <f>, donde <f> es el angulo que forman los vecto¬ 
res r y F, y tenemos 


t = Fd — Fr sen d 

Evidentemente, la magnitud de r puede tambien interpretarse como producto 
de la componente F sen <f> de la fuerza perpendicular a r por la distanda r al pun¬ 
to de referenda (vease fig. 9-26). 

En el caso de movimiento en un piano, tenemos l = mr 2 « y la velocidad 
de variacion del momento cinetico queda en la forma 

dl 2 do) . n dr 2 i n dr /n nn . 

Tt = mr mra + 2mar di (9 - 22) 

donde 

do) 

01 ~~ dt 

es la aceleracidn angular. Si es constante r, como en el caso, por ejemplo, de la 
partlcula perteneciente a un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje fijo, 
la velocidad de variacion del momento cinetico es, simplemente, mr 2 a. El segun- 
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Fig. 9-26. Li magnitud del momenta r=rxFes Fr sen <f> — F n r — Fd. 

iO 

do termino de la ecuacion (9-22) represents la variation de momenta cinetico 
debida a la variation del brazo de palanca. Esta variation existe incluso si se 
mantiene constante la velotidad angular de la particula. En el capitulo 11 estu- 
diaremos mas a fondo esta cuestion. 

Ejemplo. Se ata una masa m a un hilo que pasa por un agujero en un punto O 
de una mesa horizontal sin rozamientos. Con un extremo fijo en O, puede girar alre- 
dedor de el un palo que sirve para obligar a la masa a girar alrededor de O (fig. 9-27). 

(a) Si se mantiene a un valor constante la fuerza normal N y se mantiene constante 
la longitud del hilo, cuales son la aceleracion angular, el momenta cinetico y el an- 
gulo girado al cabo de t segundos? 

El momento respecto a O de la fuerza resultante que se ejerce sobre la masa es 
r = Nr, y en virtud de r = mr 2 a., la aceleracion angular es a = N/mr ( dr/dt es nula). 
Como el momento es constante, la velocidad de variation del momento cinetico sera 
constante. Por tanto, si el sistema parte del reposo, el momento cinetico sera / = 



Figura 9-27 
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t t — Nrt. La velocidad angular es co = at = ( N(mr)t . Como la aceleracion angular 

. es constante, el angulo girado es 6 = a/2/2 = Nt 2 /2mr. 

(b) Supongamos ahora que el palo gira con velocidad angular constante a> y que 
la masa puede deslizar a lo largo de el con una velocidad radial drjdt. <,Cuai sera la 
fuerza normal? 

En este caso es constante la velocidad angular de la masa y el momento cinetico 

crece solamente porque la masa se mueve aumentando el radio. Como mr 2 a es nula, 

tenemos 

dr 

Nr = 2mr(i) — 
dt 

o sea 

dr 

N = 2mco — 
dt 


El resultado anterior puede aplicarse directamente al momento cinetico total 
de un sistema de particulas o de un cuerpo rigido, sometido a la accion de fuerzas 
exteriores. Las fuerzas que se ejercen sobre cada una de las particulas de un ta! 
sistema, pueden ser de dos tipos: fuerzas interiores y fuerzas exteriores. Desde 
luego, uno y otro tipo pueden hacer variar el momento cinetico de dicha par- 
ticula, pero solo las fuerzas exteriores (o mejor dicho, los momentos exteriores) 
pueden alterar el momento cinetico del sistema. La razon de esto es que las fuer¬ 
zas interiores son centrales, y como son fuerzas de interaccion, siempre actuan 
dos a dos. Consideremos, por ejemplo, el momento cinetico del sistema Tierra- 
Luna respecto al Sol. (En este caso ignoraremos el momento cinetico que cada 
uno de los cuerpos tiene en virtud de su movimiento de rotacion.) La Luna ejer- 
ce una fuerza gravitatoria sobre la Tierra y por ello varla el momento cinetico 
de la Tierra respecto al Sol. La Tierra ejerce una fuerza gravitatoria sobre la 
Luna y por ello varla tambien el momento cinetico de la Luna. Pero, como las 
fuerzas gravitatorias Tierra-Luna y Luna-Tierra son iguales y opuestas (fuerzas 
de interaccion) y tienen la misma linea de accion (fuerzas centrales), los momen¬ 
tos respecto al Sol de las fuerzas que se ejercen sobre estos cuerpos son iguales 
y opuestos y el momento cinetico del sistema permanecera constante. Analoga- 
mente, si sobre la Tierra se ejerciera una fuerza exterior (un momento exterior 
respecto al Sol), este momento no serla igual a la velocidad de variacion del mo¬ 
mento cinetico de la Tierra sola, sino que serla igual a la velocidad de variacion 
del momento cinetico del sistema Tierra mas Luna. Entonces, para un sistema 
de particulas que se ejercen interaccion entre ellas solamente, tenemos 


^ dUi 


(9-23) 


donde L es el vector momento cinetico total del sistema y £r es el vector momen- - 
to resultante que se ejerce sobre el sistema. 





/rj ur;rii^/T t ks V/i/TUi 


Cuando el momento exterior es nulo, es decir, cuando la fuerza exterior es 
central o nula, el vector momento cinetico total permanece constante en magni- 
tud, direction y sentido. Si la fuerza es nula, se conservan el momento cinetico 
total y la cantidad de movimiento total, y se deduce que las contribuciones de 
los momentos cineticos orbital y de spin permanecen constantes cada una de 
ellas. En consecuencia, en un choque en el que intervenga un sistema de partl- 
culas o un cuerpo rigido, estos principios de conservacidn pueden decirnos mucho 
acerca del resultado del choque. 

Ejemplo. Una haltera consiste en dos bolas A y B, cada una de masa m, sujetas 
a los extremos de una barra de longitud d de masa despreciable. La haltera se halla 
en reposo sobre una superficie horizontal exenta de rozamientos. Otra bo la C, tam- 
bidn de masa m, se mueve a lo largo de una recta perpendicular a la haltera con cele- 
ridad Vo y choca con B qued&ndose adherida, segun se indica en la figura 9-28. Des- 
cribir el movimiento del sistema despuds del choque. 

Antes Despuds 



en el piano del movimiento) y la cantidad de movimiento total, as! como el momento 
cinetico total, permanece constante. La conservacion de la cantidad de movimiento 
exige que el centro de masa del sistema recorra una recta con velocidad constante, 
lo cual puede obtenerse de la ecuacion 

mv o = 3 mV, V = ^ 

O 

Despuds del choque, el centro de masa se halla a una distancia d/3 de B, y dicho 
punto tendra un movimiento de traslacion pura. El resto del sistema gira alrededbr 
del centro de masa con una velocidad angular que puede determinarse a partir de la 
conservacion del momento cinetico.* Antes del choque, solamente contribuia C al mo¬ 
ment© cinetico. El brazo de palanca del sistema respecto al centro de masa es d/3 y 
la magnitud del momento cinetico es, pues, / = mvodJ3. Despuds del choque, el mo¬ 
mento cindtico es Iqcd, donde 1q es el momento de inercia del sistema respecto al centro 
de masa. Tenemos 


' Iq — 2 m 
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La velocidad angular se obtiene entonces de Iqo> = nto o d/3; es decir, 

_ £0 

W 2d 

Aun cuando la introduction formal del momento cinetico y del momento 
de una fuerza como vectores se deduce de manera muy directa en el caso del mo- 
vimiento en un piano, el familiarizarse plenamente con estas ideas y con la re¬ 
lation r = dX/dt requiere un estudio profundo de ejemplos espetificos de mo- 
vimientos en los que iritervenga, por ejemplo, la Mecanica de los cuerpos rigidos 
en rotation- En el capitulo 13 volveremos a tratar problemas de este tipo. 


PROBLEMAS 


9-1. Una masa de 2 kg se mueve de 
derecha a izquierda a lo largo de la recta 
y — 0,5 m, con una velocidad v = — 10 
m/s. (a) iCual es la componente segun 6 
de la cantidad de rrtovimiento cuando la 
masa se halla en x = 0, y = 0,5 ? x = 0,5, 
y = 0,5? x = 6, y = 0,5? x = 100, y = 
0,5? (b) iCuanto vale el producto per e n 
cada uno de estos puntos? 

9-2. Nos referimos al problema 9-1. 
En el punto x = 1, y = 0,5 se da a la 
masa un imputso que la Race recorrer 
la recta x = 1 m con una velocidad de 
5 m/s. iCuales son los momentos cine- 
ticos respecto al origen (x = 0, y = 0) 
antes y despues del impulso? A partir 
de aqui, determinar la direction del im¬ 
pulso. 

9-3. Una particula de 1 kg recorre 
el perimetro de un cuadrado de 1 m de 
lado, indicado en la figura 9-29. El 
momento cintiico respecto a O perma- 
nece constante. El punto O se halla 20 cm 
por encima del lado inferior y sobre su 
mediatriz, teniendo la particula en dicho 
lado una velocidad de 10 m/s. iQu6 im- 
pulsos debe darse a la particula en los 
vertices A, B, C y D7 

9-4. Demostrar que las dimensiones 
de un momento cintiico son el produc- 



Figura 9-29 

to de las dimensiones de un trabajo por 
la de un tiempo. iCuales son las unidades 
de momento cin6tico en los sistemas 
Giorgi, cgs y tecnico o terrestre? 

9-5. Una particula de masa m re¬ 
corre una circunferencia de radio R bajo 
la action de la fuerza atractiva hacia un 
punto fijo O, F = A/R 2 (A es constante). 
El rqpmento cinetico de la particula res- 
pect|i'a O es /. (a) i,Cual es el radio de la 
drbita circular en funcidn de l, m y Al 
(b) Comprobar dimensionalmente el re- 
sultado. 

9-6. Una particula de 3 g esta unida 
a un hilo ligero de 1 m de longitud. El 
otro sxtremo del hilo se ata a una espiga 
fija sobre una superficie exenta de roza- 
mientos (vease fig. 9 — 30). Se da a la 
particula una velocidad de 10 m/s y pasa 
. a 10 cm de la espiga llevando detras suyo 
al hilo. Cuando la particula tensa el hilo, 
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Figura 9-30 


recorre una trayectoria circular. £Cual 
es la velocidad angular de la partlcula? 

9-7. Segun se indica en la figura 
9-31, una partlcula de masa m esta 
unida al extremo de un hilo y recorre una 
trayectoria circular de radio r sobre una 
mesa horizontal exenta de rozamientos. 
El hilo pasa por un orificio de la mesa 
y su otro extremo se halla fijo al princi- 
pio. (a) Si se tira ahora del hilo de manera 
que disminuya el radio de la orbita circu¬ 
lar, icomo variara la velocidad angular, 
si vale too cuando el radio es ro ? (b) iCual 
es el trabajo realizado cuando se tira 
lentamente de la partlcula haciendola 
pasar de uri radio ro a otro ro/2? (Por 
traction lenta queremos significar una trac- 
cibn en la cual la velocidad radial del 
cuerpo es siempre despreciable frente a la 
velocidad transversa.) 



Figura 9—31 


9-8. Consideremos un caso analogo 
al estudiado en el problema 9-7, pero 
ahora hagamos que el hilo se arrolle 
sobre un cilindro de revolution vertical 


de radio R. (a) £Es constante, en este caso, 
el momento cinetico de la partlcula res- 
pecto al centrQ de la section del cilindro 
coplanaria con la trayectoria? Discusion. 
(b) Si la partlcula parte con velocidad i>o 
cuando la longitud iibre del hilo es ro, 
icual es el momento cinetico de la par¬ 
tlcula, respecto al centro de la seccion del 
cilindro antes mencionada, cuando la 
longitud libre del hilo sea r? Si se desea, 
puede considerarse r mucho mayor que R. 
Estudiar el trabajo realizado por el hilo 
sobre la partlcula. 

9-9. Una partlcula se mueve a lo 
largo de la recta x = 100 cm con v =10 
cm/s. En el instante / = 0, la partlcula 
se halla en y = — 100 cm. (a) <,Que area 
barre el radio vector en los intervalos de 
tiempo 0 — 1 s, 4 — 5 s, 10 — 11 s? 
(b) Si la partlcula tiene una masa m = 3 g, 
£cual es su momento cinetico ? (c) iCual 
es la. velocidad angular en los instantes 
/ = 0, 4, 10 y 20 s? 

9-10. Un satelite recorre una orbita 
ellptica alrededor de la Tierra. Cuando 
corta al eje menor de la elipse, su velo¬ 
cidad es t>o- iCual es el perlodo de revo¬ 
lucion si los ejes mayor y menor de la 
elipse son 2 a y 2b, respectivamente ? (El 
drea de la elipse es n ab .) 

9-11. Nos referimos a la figura 

9-10 del texto. Demostrar que el mo¬ 
mento cinetico total de las dos partlculas 
en interaccion puede expresarse en la 
forma 

l — n d 2 w 

donde co es la velocidad angular, fi=m a mbl 
( m a + mb) es la masa reducida y d la dis- 
tancia que separa las partlculas. 

9-12. Nos referimos a la figura 

9-10 del texto. Sean igualesm a = m*, 
las masas de las partlculas y sea do la lon¬ 
gitud del resorte indeformado. Se pone 
en movimiento el sistema alargando le 
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resorte hasta la longitud 2do y soltandolo 
luego, de maner.a que se de a cada f>ar- 
ticula una velocidad v perpendicular al re¬ 
sorte. (a) iCual es la velocidad angular del 
sistema en el instante en que la longitud 
del resorte es 3tfo/2? (b) t,Cual esentonces 
la componente radial de la velocidad 
de cada particula? La constante del re¬ 
sorte es K. 

9-13. Consideremos una persona so- 
bre una plataforma giratoria, como se 
indica en la figura 9-11. En cada mano 
tiene una pesa. Moviendo adecuadamente 
los brazos puede girar desde una posi¬ 
tion angular hasta otra, partiendo del 
reposo. Explicar como puede hacerse 
esto y como es compatible con el prin¬ 
ciple de conservation del momenta cir.6- 
tico. 

9-14. Dos patinadores, de 50 kg 
cada uno, se aproximan siguiendo ca- 
minos paralelos separados 3 m. Los pati¬ 
nadores llevan velocidades de igua'l direc¬ 
tion, sentidos opuestos y de modulos 
iguales a 10 m/s. El primer patinador 
transporta una pertiga ligera de 3 m de 
‘ longitud y el segundo la agarra por el ex- 
tremo al pasar (supongase el hielo exento 
de rozamientos). (a) Describir, dando las 
velocidades pertinentes, el movimiento de 
los patinadores despues de estar unidos 
por la pertiga. (b) Supongamos que uno 
de los patinadores va tirando de la pertiga 
hasta reducir a 1 m su distancia al otro 
patinador. ^Cual es entonces su movi¬ 
miento? (c) Comparar las energias cine- 
ticas del sistema correspondientes a las 
partes- (a) y (b). 

9-15. Dos particulas de masas m\ 
y mi estan unidas por un hilo de longi¬ 
tud d (despreciese la masa del hilo) y estan 
en reposo sobre una mesa exenta de roza¬ 
mientos con el hilo tenso entre ellas. Se 
da a la particula mi un impulso perpen¬ 
dicular al hilo, y por tanto una velocidad 
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inicial v$. Se supone que el hilo propor- 
ciona una interaction central entre, las 
particulas. (a) Describir el movimiento 
de los cuerpos despues del impulso. (b) 
iCual es la tension del hilo durante este 
movimiento ? 

9-16. Dos particulas A y B • de 
masas m a y mb se hallan. sobre una su- 
perficie horizontal exenta de rozamien¬ 
tos. Estan unidas por un hilo flexible tenso 
que pasa a traves de un anillo pequeno 0 
sin rozamiento, que esta fijo sobre la su- 
perficie. La particula A se halla inicial- 
mente a una distancia r a de O y entonces, 
en el instante / = 0 se le da un impulso 
perpendicular al hilo que hace que tome 
una velocidad v 0 (a) Determinar la cele- 
ridad de la particula B en funcion de la 
distancia OA = r. (b) iCual es la tension 
del hilo en funcion de r? 

9-17. Determinar el momento de iner- 
cia de una barra recta uniforme de 
longitud L y masa M respecto a un eje 
perpendicular a ella y que pase por uno 
de sus extremos (a) en forma aproximada, 
dividiendo la barra en tres partes iguales 
y tratandolos como puntos materiales 
con las masas concentradas en los centros 
de masa de Ips elementos, y (b) exacta- 
mente, por integration. 

9-18. iCual es el momento de iner- 
cia de una varilla delgada que se ha 
curvado • dandole la forma de circunfe- 
rencia de radio R2 (El momento de iner- 
cia se refiere a un eje que pase por el 
centra del circulo y sea normal a su piano). 
iPor que es mayor este momento de iner- 
cia que el que se tendria si la misma masa 
del material se hubiera transformado, 
martilleandola, por ejemplo, en un disco 
piano de radio R ? 

9-19. iCuales son los radios de 
giro de los siguientes cuerpos: (a) disco 
uniforme de radio R respecto a un eje 
normal a el y que pase por su centra, (b) 
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varilla recta uniforme de longitud L 
respecto a un eje perpendicular a ella 
y que pase por un extremo, (c) varilla 
recta uniforme de longitud L respecto a un 
eje perpendicular a ella y que pasa por su 
centro ? 

9-20. Un euerpo situado en un pun- 
to A en y — 3 m, x — 0 recibe un im- 
pulso J s = — 5 kg-m/s. iCual es el mo¬ 
menta cinetico del euerpo respecto al ori- 
gen 0, despues del impulso? iy respecto 
a A? iy respecto al punto x = 0, y = 6? 

9-21. Un euerpo que se halla ini- 
cialmente en reposo en el punto x = 2 m, 
y = 0 recibe un impulso J y = 6 kg-m/s 
en la direccion y. Posteriormente, cuando 
pasa el euerpo por la position A, x = 2 m, 
y = 5 m, recibe otro impulso de compo- 
nentes J x = — A y J y = — 2 kg-m/s 
(a) {.Gual es el momento cinetico del 
euerpo respecto al ofigen, despues del 
segundo impulso? (b)- {.Cu&l es el mo¬ 
menta cinetico respecto a A, despues del 
segundo impulso? 

9-22. Con referencia a la figura 
9-18, demostrar que pd,pgr,xp y — yp x , 
y |r| \p \ sen <f> son equivalentes. 

9-23. Un euerpo de 10 kg tiene una 
velocidad de 10 m/s dirigida formando un 
angulo 0 = 30° con el eje x. En un ins- 
tante determinado, el euerpo se halla 
en el punto x = 3 m, y = 4m. (a) £Cu£les 
son las componentes x e y de la cantidad 
de movimiento del euerpo? (b) Hallar 
el momento cinetico a partir de cada una 
de las cuatro expresiones dadas en el 
problenia -9-22. 

9-24. Eh el texto hemos utilizado 
el simbolo X -*y para describir el sen- 
tido positivo del eje z en un sistema de 
coordenadas dextrorsum. Utilizando el 
mismo simbolismo expresar los sentidos 
positivos de (a) los ejes x e y, (b) el sen- 
tido del vector 1 en funcion del radio vec¬ 
tor r y la cantidad de movimiento p. 


9-25. Una partlcula tiene como com¬ 
ponentes de la cantidad de movimien¬ 
to p x = 1, Pu = 2, p z = 3, cuando pasa 
por el punto del espacio x — 4, y = — 5, 
z = 3. (a) iCual es el momenta cineti- 
■ co de la particula respecto al origen? 
(b) iCuil es la distancia del origen a la 
recta del movimiento? (c) {.Respecto a 
qu6 punto, o puntos, es nulo el momento 
cinetico ? 

9-26. Una particula se mueve en un 
piano xy a lo largo de la reeta x = 5 con 
una cantidad de movimiento constante 
Pv=+ 10 kg-m/s (a) {.Cual es el mo¬ 
menta cinetico de la particula respecto 
al origen x = 0 r y = 0, z — 0, cuando la 
particula se halla en x = 5 m, y = 5 m? 
Indicar todas las componentes del mo¬ 
mento cinetico. (b) Si se toma como punto 
de referencia z = + 1 m, {.cuales son las 
componbntes segun x, y, z del momen¬ 
to cin6tico? (c) {.Como varia ei mo¬ 
mento cinetico cuando pasa el punto de 
referencia de z = — »a z = + °° a lo 
largo del eje z? Estudiar, en forma ana- 
loga, los casos en que el punto de refe¬ 
rencia se mueve a lo largo de los ejes 
x e y. 

9-27. Sean A un vector dirigido Se¬ 
gun el eje x, B segun el eje y, y C segtin 
el eje z. Indicar esquematicamente las 
direcciones y sentidos de A x B, B x A, 
C x B, - C x B, A .x (B x C), C x 
(B x C), B x (C x B), y (B x C) x B. 

9—28. Una particula se mueve en el 
piano x =-xq paralelo al piano yz. En el 
punto xo , .vo> *o» la magnitud de su can¬ 
tidad de movimiento es p y forma un 
angulo 0 con la direccion del semieje 
+ y- (a) cCual es la magnitud del mo¬ 
mento cinetico respecto al origen ? (b) Es¬ 
tudiar la magnitud del momento cinetico 
en funcion del angulo 0. 

{.Para qu6 angulos es maxima y mi¬ 
nima la mkgnitud del momento cinetico 
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y cuales son los valores maximo y ml- 
nimo de /? Discusion. 

9-29. Un-vector unitario. es el que 
tiene un modulo igual a la unidad. Si 
representamos por i, j y k a los vectores 
unitarios cuyas direcciones y sentidos 
son, respectivamente, las de los semiejes 
+ x, -f y< -f z, demostrar que i x i = 0, 
j x j = 0, k x k = 0, i * j = it, j xk=i, 
k x i = j. A partir de estas propiedades 
de los vectores unitarios, demostrar, por 
multiplicacion vectorial termino a ter- 
mino de los vectores A = A x i+ -4„j + 
AM y ’ B — B z i + B v j -I- B z k y aplicando 
la propiedad distributiva, que las compo- 
nentes del producto vectorial C = A x B 
son Cx — AyB z ByA z , Cy — A Z B X — 
B z A Xl C z — 1 A x By B x Ay 

9-30. Una recta en el espacio pasa 
por los dos puntos P\(x\ = 2, y\ = 2, ( 

z\ = 3) y P 2 (x 2 =• 1, y 2 = 3, z 2 = - 2). 
i,Cu41 eS la distancia del origen a esta 
recta? (Sugerencia. ^Cual es el producto 
vectoriail de los vectores correspondientes 
a P ] P 2 y OP x V 

9-31. Utilizando las componentes del 
producto vectorial dadas por las ecua- 
ciones (9 — 10) del texto, demostrar la 
propiedad distributiva (A + B) x C = 
A x C + B x C, del producto vectorial. 
Utilicese este resultado para demostrar 
la relacion L = L* + R x P [Ec. (9 — 16) 
del texto], por operacion directa con los 
vectores. 

9-32. Una varilla recta y uniforme 
de longitud d = 2 m y masa M = 3 kg 
desliza sobre un piano horizontal xy, 
de manera que su centro de masa se 
mueva con una celeridad V = 0,5 m/s 
‘ a lo largo de la recta y ■=■ 2d = 4 m en el 
sentido positivo de las x. La barra gira 
en el sentido de las agujas del reloj con 
una velocidad angular co = 4 rad/s. (a) 
iCual es el momento cin6tico total de 
la varilla respecto al prigen x = 0, 


y — 0? (b) iRespecto a que puntos es 
nulo el momento cinetico total ? 

9—33. Consideremos la varilla del 
problema 9-32. Gira de nuevo con 
velocidad angular co = 4 rad/s en un 
piano pa'ralelo al xy. Pero ahora, el cen¬ 
tro de masa se mueve en el piano yz, si- 
guiendo la recta y = 2d en el sentido 
positivo de las z, con la celeridad V — 0,5 
m/s. (a) iCual es ahora el momento cine¬ 
tico respecto al origen? (b) ^Existe algun 
punto respecto al cual sea nulo el mo¬ 
mento cinetico total? 

9-34. Las particulas A, B y C se 
hallan sometidas a las fuerzas constantes 
F a , Fb,y F ei respectivamente, cuyas com- 


ponentes 

se 

consignan 

en la tabla 

guiente 

F x 

F v 

F z (newtons) 

F a : 

0 

3 

4 

Ft,: 

2 

-2 

1 

F 6 : 

0 

0 

5 ■ 


Las masas de las particulas, dadas en kilo- 
gramos, son m a — 1 , mb — 2 y m t = 1 . 
Las particulas parten del reposo en las 
posiciones iniciales (x a = 3,y a — 0, z a =0) 
= 0 , j ib = 2 , z b = 0 ), (x e = 0 , y c = 0 , 
z e = 1)- (a) Describir el movimiento del 
centro de masa del sistema. (b) iCual es 
el momento cin&ico del sistema, en fun- 
cion del tiempo, respecto al origen (x = 0, 
y — 0, z = 0)? i,Cual es el momento 
cin&ico respecto al centro de masa? 

9-35. Una particula con una can- 
tidad de movimiento p tiene un momento 
cinetico 1 respecto a un punto fijo del es¬ 
pacio. La particula recibe un impulso 
perpendicular a p. ^Signifies: esto que el 
incremento correspondiente Al de mo¬ 
mento cinetico sea perpendicular a 1? 
iPuede ser nulo Al en estas condiciones? 
Discusion. 

9-36. Un cuerpo de mask m = 2 kg 
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recorre una circunferencia' de radio 
R = 0,5 m alrededor del origen y en el 
piano xy, con una celeridad igual a. v = 5 
m/s. Recibe un impulso instantaneo en la 
direccion z, de magnitud / = 6 N.s. £,Cual 
es el nuevo momento cinetico de la par- 
tlcula? Dense la magnitud, direccion y 
sentido. 

9-37. Una fuerza tiene por compo- 
nentes f 1 = 2N ) J ? v =3NyF z = -4N. 
Esta aplicada a un cuerpo rigido en un 
punto x = 2 m, y 1 m, z = 3 m. £Cual 
es el momento (en magnitud, direccion y 
sentido) de la fuerza respecto al origen? 
Indicar', la direccion y sentido del vector 
momento dando los angulos que forma 
con los ejes de coordenadas. 

9-38.; Dos partlculas A y 3, de 
masa m cada una de ellas, situadas en 
x a — a, y a — 2a, z a = — 2a y Xb — 2a, 
yb = a, : Zb=2a, estan sometidas a la 
action de una tercora partlcula C, si- 
tuada en el origen. A esta atralda y B 
repelida por C, con fuerzas de magni¬ 
tudes l-Fol = c/rl y \Fb\ = c/rf, respec- 
tivamente. iCual es el momento resul- 
tante respecto al centro de masas del sis- 
tema, de las fuerzas que actuan sobre el 
sistema de partlculas A y B, considerado 
como una unidad? Dese la magnitud, 
direccion y sentido del momento. 

9-39. Operando con las componen- 
tes del producto vectorial dadas en las 
ecuaciones (9-10) del texto, demostrar 
que d(y x p) = r x dp Idt -f (dr /dt) x p y 
obtener t = dlfdt — r x F. 

9-40. Se monta una via circular ho¬ 
rizontal de masa M = 1,5 kg y radio 
R — 0,5 m sobre una rueda que puede 
girar (rozamientos despreciables) alre¬ 
dedor de su eje vertical fijo, como se in- 
dica en la figura 9-32. La masa de la 
rueda puede despreciarse. Sobre la via 
parte del reposo una locomotora de ju- 
guete de masa m — 0,5 kg y alcanza 


pronto una celeridad constante v Q — 2 
m/s, respecto al sistema del laboratorio. 
(a) iCual es entonces la velocidad angular 
de la rueda si parte del reposo? Indicar 
el sentido. (b) La locomotora va dismi- 
nuyendo su velocidad y finalmente se 
detiene. iCual es la velocidad angular 
final de la-rueda? (c) Si, en vez de mante- 
nerla en posicion mediante un eje fijo, la 
rueda se apoya sobre \ina superficie ho¬ 
rizontal exenta de rozamientos, £cual 
sera el movimiento del sistema despues 
de arrancar la locomotora? Describir 
este movimiento sin realizar un analisis 
detallado. 



9-41. Cuando chocan dos cuerpos 
rlgidos, el momento cinetico de los cuer¬ 
pos se mantiene constante. ^Significa eso 
que las fuerzas de contacto entre Ioj cuer¬ 
pos pasan por el centro de masa de los 
cuerpos? Discusion. 

9-42. £Es ' posible, en un choque 
entre cuerpos rlgidos, que varle el mo¬ 
mento cinetico de spin de uno de los 
cuerpos, sin que varie el momento cine¬ 
tico de spin del otro? 

9-43. ^Es posible, en un choque 
entre dos cuerpos rlgidos extensos que, 
despues del choque, ambos cuerpos solo 
tengan energla cinetica de rotacion en 
torno a sus centros de masa individuales ? 
Si es asl, dese un ejemplo. 

9-44. Dos cuerpos pequefios, de masa 
m cada uno de ellos, estan unidos por 



PROBLEM AS 


289 


un alambre rigido alque se ha dado 
la forma indicada en la figura-9-33. El 
sistema puede deslizar libremente sobre 
una mesa horizontal exenta de r-oza- 
mientos. La masa del alambre es despre- 
ciable. Inicialmente, los cuerpos tienen 
un movimiento de traslacibn pura, de ve- 
locidad V. Entonces, el ganchito capta 


un tercer cuerpo de masa 2m, que estaba 
inicialmente en reposo. (Las tres masas 
pueden considerarse como puntos mate- 
riales.) Despues de captar la tercera masa 
(a) £cual es la velocidad del centfo de 
masa del sistema? y (b) iQue momento 
cindtico de spin tendra el sistema, y cual 
es la velocidad angular? 



Figura 9-33 


Ingard — 19 



CAPlTULO 10 


EJEMPLOS DE FUERZAS Y MOVIMIENTO — III 

Resumen. Partiendo de observaciones del movimiento de la Luna 
y prosiguiendo con el analisis de las leyes de Kepler del movimiento 
obtenemos la ley de Newton de la Gravitacibn Universal. En este ana¬ 
lisis preliminar se suponen orbitas circulares. Se repasan las propieda- 
des de la interaction gravitatoria (ausencia de «blindaje», indepen- 
dencia de la velocidad, etc.) y de la masa pesante. Sigue un analisis 
detallado de las leyes de Kepler en el que se demuestra que la orbita 
eliptica de un planeta implica .una fuerza inversamente proporcional 
al cuadrado de la distancia. Se le da despues la vuelta al problema y 
se estudian las orbitas posibles de una particula en un campo gravitato- 
rio. A tltulo de ejemplo, se determina la trayectoria de un satelite a 
partir de sus condiciones iniciales. Por ultimo, se estudia brevemente 
el problema de una fuerza repulsiva inversamente proporcional al 
cuadrado de la distancia, a tenor del experimento de Rutherford de la 
dispersion. 

El movimiento de los planetas y de la Luna jugo un papel importante en el 
desarrollo de la teoria del movimiento y constituyo el fundamento de la formu¬ 
lation de la ley de la Gravitation Universal de Newton. La sucesion de aconte- 
cimientos que condujeron a esta importantisima ley trazaron un camino en el 
que intervinieron la mayoria de los pensadores mundiales y constituye un bello 
ejemplo de la marcha de la Fisica. Analogamente, el estudio de la desviacion 
por los nucleos atomicos de las particulas cargadas (dispersion de Rutherford) 
ha tenido gran influencia en el desarrollo del pensamiento cientifico y ha marca- 
do la apertura de una nueva era. Para este capltulo hemos seleccionado el estudio 
de estos ejemplos de fuerzas y movimiento. 

10-1 Leydela Gravitacion Universal. Interaccion Luna-Tierra. En el primer 
estudio de Newton acerca de la fuerza gravitatoria universal intervenia, segun se 
registra en sus famosos Principia, una consideracion del movimiento de la Luna 
y del movimiento de un cuerpo en el campo gravitatorio terrestre local. Habia 
dicho Galileo que todos los cuerpos caian con la misma aceleracion en el campo 
gravitatorio local. Newton supuso que este resultado debia ser cierto en todo 
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lugar, de manera que si se pudiera tomar un objeto A situado en la posicidn de la 
Luna, caeria hacia laTierra con la misma aceleracion que la Luna. En consecuen- 
cia, comparando la aceleracion de la Luna y la aceleracion de A situado en la 
superficie terrestre, podria obtenei*se el cociente de las fuerzas gravitatorias que se 
ejercen sobre A en estas dos posicibnes. A partir de observaciones del movimiento 
de la Luna, Newton encontro qiie su aceleracion hacia la Tierra es tal que, si 
partiera del reposo, caeria en un iuinuto una distancia de 4,60 m. Comparando 
este valor con la distancia correspondiente de caida en el campo gravitatorio 
local, llego a la conclusion de que la fuerza gravitatoria que se ejerce sobre un 
cuerpo en la superficie terrestre es unas 60 1 2 3 veces mayor que la que se ejercerla 
si se hallara ocupando la posicidn de la Luna. El cociente entre esds valores es 
muy aproximadamente igual a. (R 2 /R 1 ) 2 , dondeTZies el radio terrestre y.R 2 es la 
distancia Tierra-Luna. Este resultado sugfere que la fuerza gravitatoria que se 
ejerce sobre un cuerpo de masa m es de la formal ^ Cm/r 2 ,donde r es la dis¬ 
tancia del cuerpo al centro de la Tierra y C es una constante. Los experimentos 
de laboratorio acerca de la interaccion entre un par de ciferpos han indicado que 
la fuerza que se ejerce sobre uno, es igual y opuesta a la qtie se ejerce sobre el otro. 
Asi, si se quiere completar la analogia entre el movimiento del sistema Tierra- 
Luna y las fuerzas y movimiento en el laboratorio, deberemos suponer, decia 
Newton, que tambien atrae la Luna a la Tierra con una fuerza que corresponde 
a una aceleracion de la Tierra hacia la Luna. Esta fuerza sera, pues, proporcio- 
nal a la masa de la Tierra y si representamos por m\ yvn 2 ,a la masa terrestre 
y a la lunar, respectivamente, la ley de la Gravitacion deberia .ser de la forma 

i?=(? m 1 m 2 . (10-1) 

donde G es una constante. En realidad, esta constante no iolo es aplicable al sis¬ 
tema Tierra-Luna, sino que ha resultado ser una constadde universal, segun ve- 
remos mas adelante. 

Interaccion Sol-planeta. Analisis de las leyes de Kepler . La ley de la Gravi¬ 
tacion adquirira una base mas firme si demostramos, como hizo Newton, que 
la ecuacion (10-1) es una consecuencia de la descripcion de Kepler de los hechos 
experimentales referentes al movimiento planetario. Las tres leyes de Kepler 
pueden resumirse mediante los siguientes enunciados: 

1. Los planetas recorren orbitas elipticas en tomo al Sol. fiste, en todos 
los casos, ocupa un foco de la elipse. 

2. El radio vector que va del Sol al planeta, barre areas iguales en tiem- 
pos iguales. 

3. Los cuadrados de los periodos de revolucibn de los planetas alrededor 
del Sol, son proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de sus orbitas. 
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Yamos a poner de manifiesto que estas tres leyes son compatibles con la ecua- 
cion (10-1). En el capitulo 9 vimos que cuando un cuerpo se mueve bajo la influen¬ 
ce de una fuerza central, se conserva el momento cinetico. En estas condiciones, 
el movimiento del cuerpo se caracteriza por dos de las caracteristicas contenidas 
en las leyes de Kepler: el movimiento tiene lugar en un piano y el radio vector 
que parte del centro de fuerzas barre areas iguales en tiempos iguales (vease 
fig. 10-1). 



Fig. 10-1. Los planetas recorren brbitas elipticas, uno de cuyos focos S ocupa 
el Sol. El radio vector barre areas iguales en tiempos iguales. 


El area de una elipse de semiejes. a y b, es Tab. Esta area total la barre el 
radio vector en un tiempo T igual al periodo de revolution del planeta (un ano 
para la Tierra). Pero por la ley de Kepler sabemos que el radio vector barre 
el area con velocidad areolar constante. Luego, en todo instante, tendremos 


dA _ rah 
dt ~ T 


(10-2) 


Por otra; parte, la cantidad dAfdt es r 2 co/2, donde co es la velocidad angular ddjdt. 
Como el momento cinetico puede escribirse en la forma mr 2 co, vemos que la 
ecuacion (10-2) implica un momento cinetico constante, (vease tambien ec. 9-5). 


I = 



2Tmab 

T 


(10-3) 


£sta, a su vez, significa que la fuerza que se ejerce sobre el planeta es central y 
esta dirigida hacia el Sol. 

Supongamos ahora que las orbitas planetarias son circulares (mas adelante 
se consideraran las orbitas elipticas). Para que un planeta recorra una orbita 
circular alrededor del Sol, sobre aquel debera ejercerse una fuerza F, dirigida 
hacia el Sol, de magnitud 


F 


mco r = 


miT 2 r 
f2 


(10-4) 
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donde 

rp _ 2 irr- _ 2w 

V CO 

La masa del planeta es m, r es el radio de su orbita, y T el perlodo de revolucion 
alrededor del Sol. En nuestra hipotesis de orbitas circulares, r es constante. La 
ecuacion (10-2) no dice, entonces, nada acerca ser de como varia la fuerza con la 
distancia. La fuerza podrla, por ejemplo, ser del tipo de resorte, incluso constante, 
o, dejando aparte lo ingenuo de la idea, estar ejercida por una cadena gigante. 
'En cambio, la tercera ley de Kepler contiene la information acerca de la de- 
pendencia de r, puesto que compara los comportamientos de los planetas a di- 
versas distancias del Sol. Dice que para todos los planetas los cuadrados de los 
periodos de revolucion son proporcionales a los cubos de los semiejes mayores 
(radios en este caso). Es decir, experimentalmente tenemos 

T 2 = Cir 3 (10-5) 

donde Cies una constante que es la misma para todos los planetas. La expresion 
(10-4) relaciona el radio de la orbita y el periodo con la fuerza requerida, mien- 
tras que la ecuacion (10-5) da la variation del periodo con el radio de la orbita. 
Combinando las dos relaciones, obtenemos F = m^T 2 /C\r 2 . Entonces, para que 
se cumplan las leyes de Kepler, la fuerza que se ejerce sobre un planeta debe 
(a) ser proporcional a su masa inerte, (b) ser inversamente proporcional al cua- 
drado del radio de la orbita y (c) estar dirigida hacia el Sol. 

Utilizando el mismo razonamiento acerca de la reciprocidad de las fuerzas 
de interaccion entre dos cuerpos, como en el caso Tierra-Luna, llegamos a la ley 
de la Gravitacion Universal dada por la ecuacion (10-1). Esta ley ha demostrado 
ser compatible con las observaciones de calda de cuerpos en la superficie terres- 
tre, de la interaccion Tierra-Luna y del movimiento planetario, y se supone que 
tiene validez general. En otras palabras, siempre que dos cuerpos de masasmi 
y m 2 esten separados una distancia r, se atraen con una fuerza dada por la ecua¬ 
cion (10-1). Cuando se da la ley de esta manera, queda implicito que las dimen- 
. siones de los cuerpos en interaccion son pequenas frente a r. Si los cuerpos son 
ambos esfericos, o si uno de ellos es una esfera grande (por ejemplo, la Tierra) 
y el otro es pequeiio frente a r, sigue siendo aplicable la ecuacion (10-1), segun 
puede demostrarse facilmente utilizando el Calculo Integral (vease apend. C). 
(Las contribuciones de Newton al Calculo Integral son posteriores a sus traba- 
jos acerca de la gravitacion.) 

Determinacion de G. Recordemos que, para el movimiento planetario, la 
relacion T 2 = Cia 3 , obtenida a partir de las leyes de Kepler era valida para 
todos los planetas. Segun la hipotesis formulada para la ley de la fuerza, tenemos 
C i = 4 w 2 /Gm s , donde m s es la masa del Sol. Por tanto, al menos para todos los 
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planetas, G es una constante. A partir de estas consideraciones solamente, no 
podemos determinar G , ya que no tenemos manera de hallar la masa del Sol. 
Analogamente, a partir de medidas de g y del radio terrestre, podemos hallar Gm t 
pero no pueden hallarse por separado G y la masa m t de la Tierra. As! 
pues, para poder determinar G deberemos estudiar la fuerza producida por una 
masa conocida. Los primeros investigadores (hacia el ano 1750) intentaron me- 
dir G estudiando la influencia de una montana (o de otra masa natural) sobre el 
periodo de un pendulo, cuando se colocaba este encima o al lado de la montana. 
La masa total y la forma de la montana se estimaban mediante triangulaciones 
y estudios geologicos. En otros experimentos analogos se comparaban Ids pe- 
riodos de pendulos situados en la superficie de la Tierra y en el fondo de una 
. mina. Aun cuando muchos de estos estudios tenian como primer objetivo la 
medida de la masa de la Tierra, el conocimiento de esta daba G si se conocla g. 

La primera medida de la fuerza gravitatoria entre objetos de laboratorio fue 
realizada en Inglaterra en 1797, por Cavendish. En la figura 10-2 puede verse 
'el principio del experimento de Cavendish. En los extremos de una varilla se mon- 
taron dos cuerpos A y B, estando aquella suspendida por un punto medio por 
un alambre muy delgado. Se colocaron grandes esferas de plomo en las posiciones 
. 1 y 4 y luego en las posiciones 2 y 3. Las fuerzas atractivas entre los cuerpos sus- 
pendidos y las esferas hicieron girar la varilla, provocando una ligera torsion del 
alambre. El movimiento del sistema como pendulo de torsion sirvio para medir la 
constante del momento de torsion del alambre, y se pudo medir por tanto la fuerza 
atractiva entre los cuerpos (A y B) y las esferas de plomo. Posteriormente se han 
realizado medidas mas precisas, pero enteramente analogas, por ejemplo, en el Na¬ 
tional Bureau of Standards de los Estados Unidos. El valor de G as! obtenido es 

G = (6,67 ± 0,005) • 1CT 11 0°- 6 ) 

Una vez establecido el valor de G , pueden obtenerse la masa de la Tierra y 
la masa del Sol. En realidad, para todo planeta que tenga una luna propia, podrd 
obtenerse la masa de aquel, pues solo se precisa conocer el periodo de revolu¬ 
tion y la distancia entre el planeta y su luna, cantidades faciles de medir. 

Hemos mencionado anteriormente que los planetas se ejercen- fuerzas entre 
si y, por tanto, su movimiento no sera exactamente el que serla de prever si solo 
se movieran bajo la influencia del Sol. Las desviaciones respecto a las orbitas 
ellpticas son muy pequenas pero, no obstante, son mensurables. A estas des¬ 
viaciones se les da el nombre de perturbaciones y han proporcionado muchas 
orientaciones importantes y otros procedimientos, para la medida de las masas 
planetarias. La existencia de Neptuno y de Pluton ? se previo gracias a las pertur¬ 
baciones que produclan en el movimiento de planetas proximos. 
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Fig. 10-2. Experimento de Cavendish. Los cuerpos A y B est&n atraldos por las 
esferas de plomo situadas primeramente en 1 y 4 y luego en 3 y 2. 


10-2 Propiedades de la interaction gravitatoria. En el estudio realizado 
en el capitulo 3 acerca del campo gravitatorio local, menciondbamos que la pro- 
piedad de la materia a la que se consideraba responsable de la fuerza gravitato¬ 
ria se le llama masa pescmte. Se indicaba que esta propiedad,- medida en funcion 
del peso de un cuerpo, resultaba ser proporcionalmente a la masa inerte. La eyi- 
dencia experimental de este resultado residia eh el hecho de que todos los cuer¬ 
pos caen con la misma aceleracion en el campo gravitatorio local. En el desarrollo 
de. la ley de la Gravitacion universal, la evidencia experimental correspondiente 
a este resultado es la universalidad de G; es la misma para todos los cuerpos, 
independientemente de su composicidn, color, formas, etc. Se han proyectado 
numerosos experimentos destinados a determinar la infiuencia de diversos facto- 
res sobre la atraccion gravitatoria, pero, hasta ahora, todos esos experimentos han 
resultado negativos; el unico factor importante parece ser la masa del cuerpo. 
El mismo Newton realizo numerosos experimentos con pendulos con el fin de 
comprobar la relacion entre peso e inercia; en otras palabras, la proporcionalidad 
entre las masas pesante e inerte. Comparo los periodos de pendulos de igual lon- 
gitud, pero constituidos por materiales diferentes, sin hallar diferencia alguna, 
dentro de los errores experimentales. 

Debe observarse que la fuerza gravitatoria no depende de las velocidades 
relativas de los cuerpos en interaccion. En la. ley de la fuerza no intervienela ve- 
locidad de los planetas. Tampoco depende la fuerza gravitatoria de la composi- 
cion del medio interpuesto entre los cuerpos en interaccion, resultado que esta- 
blece una diferencia entre la interaccion gravitatoria y la interaccion electrica. 
Sabemos, por ejemplo, que el campo el6ctrico puede blindarse mediante una 
pantalla conductora («jaula de Faraday») y que el campo magn&ico se puede 
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desviar-hotablemente con un pedazo de hierro. En el. campo gravitatorio no 
aparecen los fenomenos correspondientes. Aparentemente, no hay manera de 
«blindar» un objeto del campo gravitatorio. 

Podria sospecharse que una esfera de un material tal como el cuarzo cristali- 
no' o la madera, que tenga una estructura con una orientation definida, tuviera 
un campo gravitatorio de fuerzas diferente para las diferentes direcciones. No 
se ha observado nunca ningun efecto de ese tipo. 

El campo gravitatorio no.depende de la temperatura. Tambien se han reali- 
zado experimentos de gran precision para determinar cualquier efecto, pero los 
resultados han sido negativos., 

Ninguno de los experimentos mencionados anteriormente, ni otros analogos, 
han podido alterar la hipotesis inicial de que la interaccion gravitatoria solo 
depende de la masa. 

10-3 Campo gravitatorio en ci int^ricr do MSS' voaCi a hoir.ogenea. Ya hemoS 
indicado que la ley de la Gravitation expresada por la ecuation (10-1) solo es 
aplicable cuando las dimensiones de los objetos en interaccion son pequenas 
frente a r. Si no se cumple esta condition, el calculo de la fuerza de interaccion 
exige la suma de las contribuciohes a la fuerza debidas a los diversos elementos 
del cuerpo. En el apendice C se realiza un calculo de este tipo para determinar 
la fuerza gravitatoria que ejerce una esfera sobre Un objeto pequeno exterior 
a la esfera. En este caso particular, el resultado es muy sencillo; la fuerza es la 
misma que se tendria en el caso de que toda la masa de la esfera se hallara concen- 
trada en su centro. Se obtiene un resultado analogo en & caso de la fuerza en el 
exterior de una capa esferica. En cambio, en el interior de dicha capa el resul¬ 
tado es totalmente diferente y puede demostrarse facilmente que en todos los 
puntos interiores a la capa, la fuerza gravitatoria originada por esta es nula. 

Este resultado es inmediato para el caso de un punto Pi situado en el centro 
de la capa, ya que dicho punto se halla sometido a la action de fuerzas iguales 
dirigidas en todas direcciones. Tambien es cierto para una situacion arbitraria 
P 2 - Para obtener la fuerza que se ejerce sobre P 2 , podemos dividir la capa en 
elementos dmi y dm 2 , como los indicados en la figura 10-3, y hallamos que la fuer¬ 
za resultante debida a cada uno de dichos pares es nula ya que dihi/r\ = dm 2 /r|. 
(El area de la superficie de capa correspondiente a un angulo solido elemental 
dQ ies pfoporcional a r\) 

Una vez obtenido este resultado, podemos pasar a calcular la fuerza gravita- 
toria que se- ejerce sobre un objeto situado en el interior de una esfera uniforme. 
Haciendo referenda a la figura 10-4, consideremos una esfera uniforme de.radio. 
R con un punto P situado a una distancia r del centro. Por el principio de super¬ 
position, la fuerza que se ejerce sobre P (masa m) puede considerarse como suma 
de las fuerzas ejercidas por la capa esferica entre los radios r y R, mas la ejercida 
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por la esfera de radio r. Acabamos de demostrar que la primera contribucion 
es nula, y la contribucion de la esfera no es mas que Gm r m/r 2 , donde m r es la masa 
de la esfera de radio r. Si es M la masa total de la esfera, tenemos m T = (r/R ) 3 M, 
y la fuerza que se ejerce sobre P sera 


F T = -G 


RW 


Mm = — 


GMm 
R* r ’ 


(r < R) 


En otras palabras, la fuerza que se ejerce sobre m crece proporcionalmente a 
su distancia al centro de la esfera y alcanza'el valor maximo GMm/R 2 en la su- 
perficie de la esfera. Cuando > se hace mayor que R, la fuerza que se ejerce sobre 
m disminuye, siendo proporcional a 1/r 2 . 

Por lo que respecta a su direccidn y dependencia de la distancia, la fuerza 
en el interior de la esfera es analoga a la fuerza del tipo de resorte, porque actua 
como fuerza restauradora proporcional al desplazamiento r de su posicion de 
equilibrio. La constante del resorte equivalente es K = GMm/R z . Imaginemos un 
tunel exento de rozamientos que atraviese la Tierra por su centro y- en el que se 
deje caer un cuerpo desde la superfici e terr estre. El cuerpo realizara un movi- 
miento armonico de periodo T = 2 iry/m/K = 2t-\ZR' 6 /MG independientede la 
masa del cuerpo. Si introducimos la densidad p de la esfera que cumple con 



Fig. 10-3. La fuerza gravitatoria en el interior de una capa uniforme es nula. 



Fig. 10-4. La fuerza gravitatoria en el interior de una esfera uniforme es pro¬ 
porcional a la distancia al centro de la esfera. 
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M = (47r/3) R 3 p, obtenemos T = y/Zr/pG, que solo depende de la densidad y 
de la constante universal G. La densidad de la Tierra es aproximadamente igual 
a 5,5 g/cm 3 y con G = 6,7*10— 8 dyna*cm 2 /g 2 , obtenemos T ~ 5 • 10 3 s ~ h. 
Dejamos como ejercicio demostrar que el periodo de oscilacion sera el mismo 
para cualquier tunel recto que una dos puntos cualesquiera de la superficie te- 
rrestre (prob. 10-11). 

10-4 Deduccion de la ley de la Gravitacion a partir de la 6rbita eliptica 
de un planeta. En el apartado 10-1, la deduccion de la ley de la Gravitacion 
Universal a partir de las leyes de Kepler se basaba en la hipotesis de orbitas 
circulares. Para obtener la ley de la fuerza, teniamos que echar mano de observa- 
ciones experimentales de distintos planetas que seguian orbitas de radios dife- 
rentes. Vamos a considerar ahora las orbitas elipticas de los planetas. Evideqte- 
mente, r no se mantiene constante y podremos obtener cdmo depende de r la fuer¬ 
za, del hecho unico de que la orbita es eliptica. 

Repasemos la description matematica de la elipse. En la figura 10-5 puede 
verse una elipse con uno de sus focos situados en el origen de un sistema de coor- 



Fig. 10-5. Elipse. La distancia a es el semieje mayor y b es el semieje menor. 
La forma de la elipse es tal que la distancia r + r' — la para todo punto P de la curva. 
Recordemos que puede dibujarse una elipse con ayuda de una cuerda de longitud 2 a 
cuyos extremos se fijan en los focos. Moviendo un l&piz de manera que mantenga siem- 
pre tensa la cuerda, se dibujaria una elipse. 


denadas. La distancia del centro de la elipse al extremo mas alejado recibe el nom- 
bre de semieje mayor a y la curva es tal que se verifica r + r' = 2a, hallandose 
en la figura los focos en los puntos / y La ecuacion polar de la elipse* es 


q(l — e 2 ) _ b 2 /a 

1 + e cos 8 ~~ 1 + e cos 0 


(10-7) 


* Vease George B. Thomas, Jr., Calculus and Analytic Geometry, 3a. ed. Cap. 9, Addison- 
Wesley Publishing Company, Inc., Reading, Massachusetts. 
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7. ' JfACULTAO 

donde e es la excentricidad y, de la figura, tenemos ir** ffJ^ :AT,c A >«y 

i A3Tk O«OM/A U • 

r J _ Y F 'SICA A/ 

- = Vl - e 2 \ J 

O' '*- V **L 


Esta description de la elipse de la ecuacion (10-7) se ha hecho en funcion de las 
coordenadas polares r, 6, cuyo empleo es particularmente conveniente cuando 
se trate una fuerza central (que la fuerza es central se deduce de la segunda ley 
de Kepler —vease el apart. 10-1). En tal caso, la fuerza solo tiene componente en 
la direction r y el problema estriba en calcular esta fuerza a partir de la trayecto- 
ria conocida. En la figura 10-6 se indican las componentes de la velocidad v 9 = cor 
y v r = dr/dt, En el caso de una circunferencia, en que r permanece constante, 
la velocidad solo tiene componente transversa y sabemos que la aceleracidn tiene 
por valor co 2 r es radial y esta siempre dirigida hacia el centro, siendoco = dd/dt. 
Como ahora varia el radio, la velocidad tendra una componente radial v r = dr/dt 
y una contribution d 2 r/dt 2 a la aceleracion radial. En consecuencia, la fuerza 
radial es 


F r = m ^ — mco 2 r (10-8) 

Ahora no tenemos mas que combinar la r de la ecuacion (10-7) con la ecua¬ 
cion (10-8) y comprobar que, efectivamente, la fuerza es inversamente propor¬ 
tional al/r 2 .Aunque el problema no tiene dificultad conceptual, es relativamente 
laborioso. 

Podemos calcular inmediatamente el segundo termino de la ecuacion (10-8). 
La velocidad angular co varia con r, pero la segunda ley de Kepler nos dice 
que el momento cinetico / es constante. Tenemos l = mr 2 co = const, y co = 
l/mr 2 , con lo que el segundo termino de la ecuacion (10-8) es mw 2 r = Z 2 /mr 3 = 
(l 2 /m)u 3 , donde u es 1/r. La ecuacion de la elipse queda mas sencilla en 
funcion de u que en funcion de r. Tenemos u = (a/6 2 )(l + e cos 6). 



Fig. 10-6. Componentes polares d, la velocidad. 
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El calculo del segundo termino, d 2 r/dt 2 , nos obliga a echar mano de nuestros 
conocimientos de calculo infinitesimal. Tenemos dr/dt — (dr/dd) (dd/dt) = 
— (dr/dd) w = (dr/dd) (l/m)u 2 , donde hemos utilizado la expresion w = ( l/m)u 2 . 

Obseryese qat dr/dd = d(l/u)/dd = — (l/u 2 )(du/dd),y hallamos que dr/dt 
es, simpleinente, —(l/m) (du/dd). Derivando de nuevo respecto al tiempo, te¬ 
nemos d 2 r/dt 2 = — (l/m)(d 2 u/dd 2 )(dd/dt) — — (l/m) 2 (d 2 u/dd 2 )u 2 . Por tanto, la 
expresion (10-8) de la fuerza radial se convierte en 


F ' = - l m “ 2 (“ + l£) (10 ' 8a) 

Con u = (a/b 2 )( 1 + e cos 6), tenemos entonces d 2 u/dd 2 = —(ae/b 2 ) cos 6 y 
u -|- d 2 u/dd 2 = a/b 2 . Por tanto 


— 2 _ _ _a_ _1_ 

m b 2 m r 2 


(10-9) 


que demuestra que la fuerza es inversamente proporcional a 1/r 2 . 

Podemos pasar a determinar el periodo del planeta. El area de la elipse es 
rab, y por la ecuacion (10-3) tenemos T = 2m,Tab/l. Si en la ecuacion (10-9) 
hacemos l 2 a/mb 2 = K, es decir, F r = —K/r 2 , tenemos 


b* = l /-£ ( 10 - 10 ) 

771 ii 

y sustituyendo esta en la expresion de T se tiene 

% 

r 2 = a 3 ao-ii) 

Segun la tercera ley de Kepler, tenemos T 2 = (const) a 3 para los planetas 
y ello significa que K/m debe ser igual para todo planeta de masa m. Si utilizamos 
F r = —K/r 2 = —GM 3 m/r 2 , podemos ver que Kjm no es sino GM S , La ter¬ 
cera ley de Kepler implica, por tanto, que G sea una constante universal. Esto com- 
pleta la deduccion de la ley de la Gravitacion a partir de las leyes de Kepler. 


10-5 Orbitas en el campo de fuerzas graYitatorio. En el apartado anterior 
partimos de una trayectoria eliptica dada de un cuerpo y a partir de ella demos- 
trabamos que la fuerza que se ejercia sobre el cuerpo era del tipo (1/r 2 ). Si inver- 
timos el problema y buscamos la trayectoria de un cuerpo que se mueve en un 
campo gravitatorio dado, es evidente que una de las posibles soluciones debe 
ser una elipse. Sin embargo, tambien son posibles otras orbitas. 

Ya vimos en el capitulo 7 que el caracter de la orbita depende esencialmente 
de la energia mecanica total. Recordemos que con una energia potencial V ele- 
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gida nula en el infinito, tenemos V = — Kjr y que la energia mecanica total es, 
entonces, 


H = imv 2 - ~ ( 10 - 12 ) 

donde K — GmM (M es la masa del generador del campo y m es la masa del cuer- 
po movil). Segun se ilustro en la figura 7-6, hallamos qtie las orbitas atrapadas 
del cuerpo estan caracterizadas por H < 0,mientras que cuando H > Oelcuerpo 
puede escapar. Dejaremos para el apendice D el problema matemdtico detallado 
de deducir las orbitas a partir del campo de fuerzas, y alii se demostrard que las 
unicas orbitas atrapadas son elipses (o circunferencias) (H < 0) y las drbitas 
de escape son hiperbolas (H > 0) o parabolas (H = 0). 

Un problema de interes especial es el que se refiere a la determinacion de la 
orbita de un satelite lanzado a una velocidad conocida desde una posicidn cono- 
cida en el campo gravitatorio. Vamos a considerar el caso en que H < 0, es decir, 
cuando tenemos una orbita eliptica. En la figura 10-7 puede verse una orbita 
ellptica ordinaria. Cuando la partlcula pasa por uno de los extremos B del eje 
menor de la elipse, la distancia al centro de fuerzas es r — a (vease fig. 10-5). 
Representemos por v a la velocidad de la particula en ese punto. La velocidad 
areolar constante de la particula puede ponerse en la forma v a b/2, donde b es 
el semieje menor. Como el area de la elipse es 7 rab, el periodo del movimiento 
resulta ser 


Tab _ 27 ro 
(v a b/2) ~ v a 


(10-13) 


Este resultado pone de manifiesto la interesante propiedad del movimiento de 
que el periodo, expresado en funcion de v at no depende de la longitud del eje 
menor ni de la excentricidad de la elipse. Todas las orbitas elipticas (incluidas las 
circulares), cuyos ejes mayores sean iguales y para las cuales v a sea la misma, 



Fig. 10-7. Expresado en funcion de v a el periodo del movimiento orbital es 
T = 2na/v a , es decir, es independiente del eje menor. 
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tienen periodos iguales. Con drbitas circulars podemos, desde luego, calcular 
este penodo aplicando mv 2 a /a = K/a 2 , para obtener 

T = 2rVm/K a 312 = 2r(GM) 112 a 312 ( 10 - 14 ) 

Asi pues, el periodo orbital alrededor de una masa M solo depende del eje mayor 
aO-ll)!] PSe ‘ mpteC ^ k t£rCera ley dC Kspler y tambi ^ eon la ecuacidn 

La energia potential de la partlcula en un punto B, donde r = a es V = 

Ta^'Tl' 8 ? del movimiento puede expresar/e en 

a £? rm f % ~ (~ K / a ) + (mVa/2). Introdutiendo el valor de v a hallado a 
partir de (10-13) y (10-14), o directamente de mv 2 /a = K/a 2 , obtenemos 


H=-f 

2 a 


(10-15) 


En otras palabras, la energia mecinica total del movimiento queda determinada 
umvocamente por el eje mayor de la elipse. Inversamente, las longitude^ jos 

r as * eupucas de «>* “«**> «<>« ^ 


n= _ JL=_ 


2 H 


GMm 
2H 


(10-16) 


(Recordemos que He s negativa para drbitas atrapadas, por lo que —KI2H 
es una cantidad positiva). ** 

Para obtener el eje menor de una drbita ellptica, observaremos que el momenta 
~ oonstantee* 1 = lo eual da 6 = l /m „ mZueieZT* 
vK/ma — v—2 H/m, tenemos 


b = 


l 


V~2Hm 


(10-17) 


en ? e T inad0 las P ro P>edades fundamental de la drbita ellptica 

v , co “ stantes del movuniento: la energia mecanica total H 

y el momenta cmetico 1. fistas se obtienen facilmente a partir de las condiciones 
“ de la partlcula. Por ejemplo si. como en la figura 10-8, se lanza u„ 
“ P“?*° fcm ™ velocidad Vl en una direccion que forme un 
tenemos'Con radl ° VeCt0r Tl tra2ado desde a «<“«> de fuerzas (p e . la Tierra), 


H = - K 4- W<V ^ 

7*1 ^ 2 


l = mvyr-i sen 0! 


(10-18) 
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Fig. 10—8. Las longitudes de los ejes may ores solo dependen de la magnitud 
y no de la direction de la velocidad inicial. 

Queda por determinar la orientacion de los ejes de la elipse. Podemos hacerlo 
con ayuda de la expresidn 10-7 de la elipse. Midiendo el angulo 61 de la figura 
10-8, obtenemos 

r i = i i ^ a " 0 sea cos 6i= (--l) — (10-19) 

l + ecos0i \ari / e v ' 

Asipues, a partir de los valores iniciales dados de v Xt ri y <j> u obtenemos las 
constantes del movimiento / y H de las ecuaciones (10-18), los ejes mayor y menot 
de la elipse de las ecuaciones (10-16) y 10-17), y por ultimo la orientacion de la 
elipse de la ecuacion (10-19) (prob. 10-17). 

10-6 Dispersion de Rutherford. En el apartado anterior hemos estudiado 
el movimiento de una particula sometida a la influencia de una fuerza atractiva 
que disminuye al aiunentar la distancia, siendo inversamente proporcional al 
cuadrado de 6sta. Vamos a considerar ahora ciertos aspectos del problema co- 
rrespondiente en el que interviene la repulsion de dos particulas de igual carga 
electrica. 

Hacia 1910 se establecid sin lugar a dudas la naturaleza atomica de la mate¬ 
ria. Se conocian (por Quimica) las masas atomicas y se sabia (tanto por Quimica 
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como por la Teoria Cinetica de los gases) que las dimensiones de los dtomos eran 
del orden de 10 ~ 8 cm. Se habian medido la masa y la carga del electron y se sa- 
bia que los electrones eran uno de los constituyentes de los dtomos. Se conodan 
algunos hechos experimentales que indicabatt que el numero de electrones de 
un atomo era aproximadamente igual a la mltad de su masa atomica. Recorde- 
mos que las masas atomicas se basan en asignar 12 al carbono, con lo que el 
hidrogeno (que es el mas ligero de los atomos) tenia un valor muy aproximada- 
merite igual a 1. Se conocia la desintegracion radiactiva de los dtomos y a los rayos 
emitidos se les llaino rayos a,(3 y 7 .Vamos a ocuparaos solamente de los rayos a, 
de los cuales sabemos tienen una carga electrica positiva igual al doble del valor 
absoluto de la carga del electron, y que tiene una masa cuadruplo de la del dtomo 
de hidrogeno, muy aproximadamente. 

Quedaban sin contestar, desde luego, muchas preguntas acerca de los atomos, 
y aun hoy en dia las hay. Algunas de las preguntas mas interesantes en 1910 eran 
las siguientes: 

(a) Los atomos son, de ordinario, electricamente neutros. Se sabia que los 
electrones, unicos constituyentes de los atomos identificpdos y estudiados, tenian 
carga rtegativa. £Que habia en el atomo que tuviera carga positiva? 

(b) Se sabia que la masa del electron era unas 2000 veces menor que la del 
dtomo de hidrogeno. iQue habia en un atomo que le hiciera tener una masa 
relativamente tan grande? 

(c) £Como estaban distribuidos en el atomo los electrones, la carga positiva 
y la masa? ^Ocupaban los electrones posiciones fijas definidas? ^Era el atomo 
una pasta homogenea de carga y masa? En pocas palabras, £cual seria un modelo 
satisfactorio para el atomo? 

Durante varios anos el Profesor Ernest Rutherford y sus colaboradores y 
alumnos de la Universidad de Manchester, en Inglaterra, habian estudiado la 
desintegracion radiactiva de los atomos y los rayos a ,\3 y 7 emitidos. En uno de 
sus experimentos figuraba un dispositivo analogo al representado esquematica- 
mente en la figura 10-9. Se vio que la mayoria de las particulas se desviaban muy 
poco al atravesar la hoja. Sin embargo, se hallaban a veces particulas desviadas 
un angulo muy grande que, en algunas ocasiones constituian un verdadero re- 
troceso de la particula a la cual correspondia un valor de 6 proximo a los 180°. 

Hemos visto en los capitulos 4 y 5 que una particula pesada que choque elas- 
ticamente con otra ligera no sera desviada un angulo grande. La particula ligera 
sera empujada simplemente, mientras que la pesada proseguira su movimiento 
desviandose muy poco. Luego, si las particulas a se desvian un angulo grande, 
es porque a veces deben chocar con algo muy pesado, que podemos pensar son 
las partes masivas del atomo a que antes hicimos referenda. 

Si el atomo fuera una pasta homogenea de masas y cargas, la fuerza electrica 
tendria que ser muy debil en todos los puntos, ya que los efectos de las cargas 
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Fig. 10-9. Dispersion de las particulas a. Un haz estrecho de particulas a origi- 
nadas por el material radiactivo S atraviesa una hoja delgada de oro. Se desvia la ira- 
yectoria de algunas de las particulas a y se detectan las particulas desviadas con un 
detector apropiado para particulas a. 

positivas y negativas tenderian a compensarse. Rutherford arguyo que la carga 
positiva debe estar separada de algun modo de la negativa y como modelo ato- 
mico adopto el constituido por un nucleo muy pequeno y masivo, cargado posi- 
tivamente y rodeado por los electrones atomicos. La fuerza electrica en el exte¬ 
rior del atomo era muy debil, pero en su interior, en el interior de la corteza de 
electrones, la fuerza era muy grande. A continuacion Rutherford paso a cal- 
cular la ley de la dispersion que podia esperarse de este modelo atomico. 

Se supuso que la fuerza ejercida entre el nucleo de oro y la particula a estaba 
descrita correctamente por la ley de Coulomb. En realidad, ni la ley de Coulomb 
ni la Mecanica newtoniana se habia comprobado que fueran validas a las distan¬ 
ces tan pequenas que intervienen en este problema, pero estas hipotesis eran 
las mas razonables. Estudios posteriores han demostrado que la ley de Coulomb 
es valida a distancias atomicas, si bien la Mecanica newtoniana no lo es. Por 
casualidad, la dispersion de Rutherford es uno de los pocos procesos atomicos 
que pueden tratarse correctamente con la Mecanica newtoniana. 

Recordemos que la fuerza electrica de Coulomb es del tipo (K/r 2 ) y que para 
particulas de carga electrica de igual signo es repulsiva. El problema resulta ser 
enteramente analogo al del movimiento planetario estudiado en el apartado 10-5. 
Ahora, sin embargo, la energia mecanica total de la particula a es siempre posi¬ 
tiva y esta describe una trayectoria hiperbolica en vez de ellptica. Podriamos 
aplicar a este problema los resultados de nuestro sistema planetario, pero sera 
mas sencillo e ilustrativo realizar un estudio directo. 

Evidentemente, la desviacion de la particula a depende de lo lejos que pase 
del nucleo. Si pasa lejos del nucleo, el angulo de dispersion sera pequeno y. si 
pasa muy cerca del nucleo, el angulo de dispersion sera grande. Intentaremos, 
pues, establecer una relacion entre el angulo de dispersion y el parametro de 
impacto o distancia caracteristica a, segun se indica en la figura 10-10. Supon- 
dremos que el nucleo dispersor tiene una masa mucho mayor que la de la parti¬ 
cula a y, segun vimos, en estas condiciones el nucleo adquiere solamente una can- 
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Fig. 10-10. Si no estuviera cargada la particula a, pasarla a una distancia a del 
nucleo. La particula a esta cargada y, por tanto, es repelida por el nucleo y desviada 
un dngulo 6. La trayectoria es simdtrica respecto a la recta OA. A la distancia a se le 
llama pardmetro de impacto. • * 

tidad muy pequena de energia cinetica. P.odemos considerar, por tanto, que la 
energia cinetica de la particula a es la misma despues del choque que antes de 
el? Ademds, como la fuerza que se ejerce entre el nucleo y la particula a es una 
fuerza central, el momento cinetico del sistema debe permanecer constante y 
como hemos tornado la masa del nucleo mucho mayor que la de la particula a, 
puede considerarse constante el momento cinetico de la particula a respecto al 
nucleo. Al acercarse la particula a al nucleo desde la izquierda, la fuerza que se 
ejerce sobre ella, que es siempre radial y dirigida en el sentido de alejamiento del 
nucleo, se hace cada vez mayor. La particula a pierde continuamente energia 
cinetica ganando energia potencial, pero el momento cinetico se mantiene cons¬ 
tante, Cuando se aleje del mlcleo la particula a, recuperard su energia cinetica 
inicial. Las cantidades de movimiento inicial y final de la particula a seran igua- 
les, pues, en magnitud y el efecto resultante del encuentro con el nucleo es un 
cambio de direction de la particular. El impulso J = p 2 — pj tiene una mag¬ 
nitud / =±= 2p sen0/2. El impulso J se debe ala componente de la fuerza coulom- 
biana segun la direction OA, ya que las contribuciones al impulso de las otras 
componentes, se destruyen entre si. La componente segun OA de la fuerza es 

F a = F cos 4> = CQS ^ 

r i 

donde q a y q n son las cargas de la particula a y del nucleo, respectivamente. 
El impulso es la integral de F a dt extendida desde mucho antes hasta despuds 
del instante del encuentro nuclear: 

J = J cos * dt 


(10-20) 
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Esta integral no se puede calcular directamente, porque r y <f> varian ambos con 
el tiempo en forma desconocida hasta ahora. En cambio, sabemos que el mo- 
mento cinetico l = pa = mr 2 u, es constante. Como podemos escribir / en la 
forma m a r 2 ( d<f>/dt ), tenemos 



/. 


( r -«)/2 


l 


m a cos 4 > d4> 


( 10 - 21 ) 


Podemps realizar ahora la integracion anterior, porque solo cos ^ depende de 
<f). Los limites de integracion corresponden a <f> mucho antes y <f> mucho despu6s 
del choque. Cuando se realiza la integracion indicada, hallamos que 


J = 


2Kq a q n 

m a va 


e 

m a cos - 


(10-22) 


donde m a va es el momenta cinetico constante de la particula a. Como sabemos 
que J puede escribirse en la forma J — 2p sen 0/2, tenemos 


tg 


6 __ Kq a g n 
2 m a v 2 a 


(10-23) 


donde v = p/m a es la velocidad de las particulas a. Esta es la relacion buscada 
entre el angulo de dispersion y la distancia a. Cuando a es grande el dngulo de 
dispersion es pequeno, porque la fuerza que se ejerce sobre la particula a es pe- 
quena al pasar ante el nucleo. 

La relacidn (10-23) no se puede comparar directamente con los resultados 
experimentales porque cuando una particula a incide, por ejemplo, sobre una hoja 
de oro, no hay manera de conocer de antemano la distancia a que caracterizara 
su choque. No podemos «apuntar» las particulas a hacia un nucleo particular, 
sino que lo, que se hace es bombardear uniformemente con ellas una cierta area. 
A de la hoja. Supongamos que en este drea solo hubiera un nucleo de oro. Si la 
hoja fuera bombardeada uniformemente con 1000 particulas a, podriamos es- 
perar que pasaranl0007ra 2 /^4 a una distancia del nucleo de oro no superior 
ala distancia a. Andlogamente, podriamos esperar que pasaran 1000 • 2 ira da/A a 
distancias del nucleo de oro comprendidas entre a y a+da. Si en el drea A de la 
hoja hubieran N piicleos de oro, podriamos esperar que pasaran a distancias com¬ 
prendidas entre ay a A-da de algun nucleode oro 1000A^2Ta da/A= 1000n2xa da 
particulas a . En esta expresidn n = N/A es el numero de nucleos de oro 
por unidad de superficie de la hoja. En otras palabras, 2ma da es la fraccion 
del numero total de particulas .a que nos interesa, es decir, el numero de parti¬ 
culas a que pasan a distancias comprendidas entre a y a + da de algun nucleo 
de la hoja, expresado en tanto por uno del numero total de particulas-tx lanzadas. 
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EJEMPLOS DE FUERZAS Y MOVIM1ENTO — 111 


La expresion (10-23) nos permite predecir el valor 6 del dngulo de dispersidn 
correspondiente a un parametro de impacto a. Analogamente, podemos predecir 
el angulo de dispersidn 6 -f dd correspondiente a un parametro de impacto a + 
da. Todas las particulas a con parametros de impacto comprendidos entre a y 
a + da tendran angulos de dispersidn comprendidos entre 6 y 6 + dd. Por tanto, 
como 27rna da es el numero (expresado en tanto por uno del numero total de 
particulas a lanzadas) de particulas a cuyo parametro de impacto esta compren- 
dido entre ay a -j- da, 2ima da expresado en fpncion de d y dd, en vez de en fun- 
cion de a y da, representara la fraccion del niimero total de particulas a, que se 
dispersa segun un angulo comprendido entre 6 y 6 + dd. Podemos suponer que 
la hoja es tan delgada que sea despreciable la probabilidad de que una particula 
a sea dispersada por mas de un nucleo segun un angulo apreciable. Para la frac- 
cion /tendremos, entonces, 


/= ^ ( Kq a q n \ 2 cos 6/2 
* " V m a v 2 ) sen 3 d/2 


dd 


(10-24) 


En la practica se utilizaba un detector de particulas a que cubria un angulo 
sdlido dado. Como el elemento de angulo solido es 2xsen d dd = dO, la fraction 
/ del numero total de particulas a, dispersada segun el angulo d por el interior 
del angulo solido dft es 


_ W / KQ a Qn \ d£l 

* ~ 4 \ m a v 2 ) sen 4 d/2 


(10-25) 


Esta es la expresion hallada por Rutherford y con ella comparo sus resultados 
experimentales. La manera de depender / del angulo de dispersion d, el numero n 
de atomos por unidad de superficie de la hoja y la velocidad v de las particulas a 
fueron medidos todos experimentalmente y se vio que los valores concordaban 
con los previstos. Como depende / de la carga nuclear q n no. se pudo comprobar 
directamente, por no existir, en aquel tiempo, medidas de la carga nuclear que 
fueran independientes. Sin embargo, se utilizaron hojas de distintos elementos 
y se encontro que la carga nuclear (medida en cargas electroniCas), deducida del 
experimento y de las predicciones (10-25) del modelo atomico supuesto, era apro- 
ximadamente igual a la mitad de la masa atomica. Recordemos que ya existia 
alguna evidencia de que el numero de electrones deun atomo era aproximadamente 
igual a la mitad de la masa atomica. Pocos anos despues se vio que la carga nu¬ 
clear y el numero de electrones de un atomo eran iguales al numero atomico 
que, para la mayoria de los atomos, es aproximadamente igual a la mitad de 
la masa atomica. 

Otra deduction de la maxima importancia, obtenida de los resultados expe¬ 
rimentales y del modelo propuesto se referia al tamano del nucleo (vease el 
prob. 10-19). 
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Problemas 


10-1. Partiendo del valor de la 
constante G de la gravitacion, de la ace- 
leracion g de la gravedad local, y del radio 
de la Tierria, determinar la densidad media 
de esta. 

10-2. iCon que precision habria 
que medir el periodo de nn pendulo si 
si se quisiera poner de manifiesto una 
variation de g entre dos estaciones sepa- 
radas 10 m en altura? 

10-3. Indicar, al menos en prin- 
cipio, como podria «pesarse» la Tierra 
comparando el periodo de un pendulo 
. cuando se coloca al lado de una montana 
de masa conocida, con el periodo que 
tiene cuando se coloca en la cumbre. Este 
metodo se empled por los primeros inves- 
tigadores para determinar la constante G 
de la Gravitacion. 

10-4. Jupiter tiene doce lunas co- 
nocidas, cuatro de las cuales fueron des- 
cubiertas por Galileo y la ultima se des- 
cubrio en 1951. Consignamos a conti¬ 
nuation los radios de las orbitas y los 
periodos de las cuatro primeras. 


r, kilometros 

T, dias 

180 000 

0,498 

422 000 

1,769 

671 000 

3,551 

1 072 000 

7,155 


(a) iObedecen estos cuatro satelites a la 
tercera ley de Kepler? (b) Con los datos 
anteriores y el valor de G, hallar la masa 
de Jupiter, (c) El diametro de Jupiter 
es de 142 900 km. iCual es su densidad 
media ? 

10-5. Dos esferas de plomo, de 1 m 
de radio, estan en contacto. (a) iCual es 
su fuerza atractiva mutua? (b) iCual es 


su energia potencial? (c) iQu6 velocidad 
tendrian en el instante de contacto si. 
partieran de posiciones muy separadas 
en el espacio y «cayeran» una contra 
otra? 

10-6. Demostrar que el periodo 
de un sattiite que se mueva alrededor de 
un planeta y muy prdximo a su superficie, 
s61o depende de la densidad del planeta 
y no de su radio. iCudl es su periodo si 
q — 5 g/cm 3 ? 

10-7. Un satelite artificial debe re- 
correr una trayectoria circular 320 km 
por encima de la superficie terrestre. iCuii 
debe ser su Velocidad? iCon que fre- 
cuencia girara alrededor de la Tierra? 
Si pasa por encima de nosotros, £cuan- 
to tardara en desaparecer bajo el hori- 
zonte? 

10-8. iEn que punto situado entre 
la Tierra y el Sol se compensan las fuer- 
zas gravitatorias debidas a estos dos 
cuerpos? iExiste algun punto en que las 
energias potenciales sean iguales? £Se 
contrarrestaran en algun punto las energias 
potenciales gravitatorias? 

10-9. El perigeo, punto mas pro¬ 
ximo de la 6rbita de un satelite, se halla 
a 320 km de la superficie terrestre, y el 
apogeo o punto mas alejado, a 2400 km. 
(a) iCual es el semieje mayor de la orbita 
del satelite? (b) iCual es la excentricidad 
de su orbita ? (c) Si el satelite tiene una 
masa de 15 kg, £cual es su energia total? 

(d) iCual es su velocidad en el apogeo ? 

(e) iCual es su velocidad en el perigeo? 

(f) iCu&l es su momento cinetico ? 

10-10. Algunos cometas forman par¬ 
te del sistema solar y tienen periodos 
de unos 100 afios. En general, los cometas 
tienen orbitas relativamente excentricas. 
Dibujese una orbita de cometa de excen- 
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tricidad 0,8 e incltiyanse las drbitas apro- 
ximadas de los planetas. iPor qud suele 
ser muy diflcil predecir exactamente cuAn- 
do dicho cometa pasara a la minima dis- 
tancia de la Tierra? 

10-11. Hacemos referenda a lo visto 
en el apartado 10 — 3. Imaginemos un 
tunel recto exento de rozamientos, que 
pase por el centro de la Tierra y una dos 
puptos de su superficie. Consideremos 
un cuerpo que se haya soltado partiendo 
del reposo desde uno de los extremos del 
tunel. Demostrar que el movimiento 
del cuerpo es armdnico y que elperiodoserA 
el mismo en cualquier tunel, independien- 
temente de cuAl sea la posicidn de sus ex¬ 
tremos. En el caso de un tunel que pase 
por el centro de la Tierra, determinar la 
velocidad del cuerpo cuando pasa por el 
centro. 

10r-12. Los primeros investigadores 
intentaron determinar la constante G de 
la Gravitacidn comparando los periodos 
de dos pAndulos exactamente iguales, 
uno en la superficie terrestre y otro en el 
fondo de una mina de profundidad cono- 
cida. Indicar c6mo se procederia para 
hallar la constante G. lQu6 otros datos 
serian necesarios? 

10-13. Las drbitas de dos satAlites 
terrestres Ay B son elipticas, siendo R y 
4 R, respectivamente, sus ejes mayores 
(a) iCuAl es el cociente entre sus energias 
mecanicas totales? (b) iCuAl es el co¬ 
ciente entre sus periodos? (c) £Qu6 puede 
decirse acerca del cociente entre sus mo- 
mentos cinAticos? 

10-14. iDepende la velocidad de 
escape de una particula de la direcci6n en 
que sea lanzada desde la Tierra? Razonar 
la respuesta. 

10—15. Consideremos un proyectil 
a una distancia r = 2R del centro de la 
Tierra (J? = radio terrestre). Se lanza el 
proyectil perpendicularmente al radio. 


Indicar esquemdticamente la naturaleza 
de las drbitas que se obtienen al hacer 
variar la velocidad inicial desde cero hasta 
infinito. Indicar los dominios de veloci- 
dades que son caracteristicos de las tra- 
yectorias elipticas, parabdlicas e hiper- 
bdlicas. 

10-16. Realizar el mismo anilisis 
del problema anterior, pero tdmese im 
dngulo de 120° entre v y r. 

10-i7. Un sateiite artificial recorre 
una 6rbita circular a una altura de 320 km 
sobre la superficie terrestre. Imagfnese 
que se lanza otro satdlite igual desde la 
misma posicidn y con igual celeridad, 
pero segun im dngulo que se desvia 20° 
hacia afuera de la 6rbita circular dada 
(el Angulo entre v y r es de 70°). De¬ 
terminar esta drbita y sus ejes mayor 
y menor. Hallar las posiciones del apo- 
geo y del perigeo respecto al punto 
de partida. Cada satdlite tiene una masa 
de 100 kg. 

10-18. iPor qud, en la dispersidn de 

Rutherford, la trayectoria de la par¬ 
ticula a es simdtrica respecto a la 
recta OA1 

10-19. Algunos de los primeros ex- 
perimentos de Rutherford se realizaron 
con hojas de oro y particulas a de energia 
4 MeV (4 millones de electron-volt). (Una 
energia de un electrdn-volt equivale a 
1,6*10 — 19 J). De la observacion de que 
algunas particulas a rebotaban hacia atrAs 
(8 = 180°), hallar un limite superior del 
radio del nucleo de oro. iQue evidencia 
existe de que esta dispersidn de gran An¬ 
gulo no se deba a un nuevo tipo de fuerza 
no electrica? (En el Philosophical Ma¬ 
gazine 6, 21, 1911, puede hallarse uno 
de los articulos originales de Ruther¬ 
ford.) 

10-20. En la dispersidn de Ruther¬ 
ford y en el movimiento planetario in- 
terviene el movimiento de particulas so- 
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metidas a fuerzas inversamente propor- 
cionales al cuadrado de la distancia. Puede 
e&perarse que el movimiento de los elec¬ 
trodes alrededor del nucleo atomico sea 
analogo al movimiento de los planetas al¬ 
rededor del Sol. i,Cual seria la energia de 
un electron que se hallara a 10— 8 cm del 
nucleo de un dtomo de hidrogeno 7 


10-21. (a) iCu&l debe ser el pard- 
metro de impacto para que una particula a 
de 4 MeV sea dispersada a 90° pot un 
nucleo de oro? (b) iCudntos niicleos de- 
berian haber por centimetro cuadrado de 
hoja, para que una particula entre 10 4 se 
disperse mds de 90° 7 lQu6 espesor tiene 
esta hoja, en cm 7 



CAPITULO 11 


SISTEMAS mOyiles de coordenadas y fuerzas de inercia 

Resumen. Muchos fen6menos fisicos se describen y analizan mejor 
refiritiidolos a un sistema de coordenadas en movimiento. Como 
ejemplo importante del empleo de im sistema de coordenadas en movi¬ 
miento a velocidad constante, se estudia la interaction de dos cuerpos 
referida al sistema de coordenadas del centro de masa. Las relaciones 
entre fuerzas de interaccion y movimiento (las leyes ordinarias del mo¬ 
vimiento), que hemos obtenido y estudiado hasta ahora en un sistema 
de coordenadas en reposo, tambien son aplicables a sistemas de coor¬ 
denadas que se muevan con velocidades constantes (sistemas inercia- 
les de referenda). En cambio, en un sistema de coordenadas acelerado 
o en rotacidn, deberan introducirse fuerzas de inercia que hagan com¬ 
patibles los resultados obtenidos con los de los sistemas inerciales de 
referencia. Se ilustra la ufilizacidn de las fuerzas de inercia con varios 
ejemplos entre los que se cuentan los movimientos de los planetas, de 
la Luna y de las mareas. Se trata brevemente el principio de Einstein 
de la equivalencia. 

Hemos visto que el primer principio de la Mecanica era el enunciado por Ga¬ 
lileo que decia que cuando un cuerpo no ejerce interacciones con otros, se mueve 
con velocidad constante (o nula). A partir de este principio vimos como se des- 
arrollan los diversos principios de conservation y el concepto de fuerza. En todas 
nuestras consideraciones suponiamos implicitamente que nosotros, como obser- 
vadores, y nuestros sistemas de coordenadas estdbamos en reposo. Existen mu¬ 
chos casos en la Naturaleza en los que es mas natural y mas facil desde el punto de 
vista conceptual y de calculo, considerar un problema desde el punto de vista 
de un sistema de coordenadas en movimiento. En particular, cuando se mueve 
un sistema de coordenadas con la velocidad del centro de masa de un grupo de 
cuerpos en interaccion, el problema resulta mucho menos complicado que cuan¬ 
do el sistema de coordenadas se halla en reposo. 

En cambio, consideremos ahora la situation alterada que se obtiene cuando 
se describe y analiza el movimiento en un sistema de coordenadas acelerado. 
Solo necesitamos imaginar unos cuantos experimentos sencillos realizados en un 
coche que acelera, en un coche que corra por una carretera ondulada o en un coche 
de atraccion de feria que gire rapidamente, para damos cuenta de que los prin- 
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cipios fundamentals de la Mecanica precisan de una revision cuando se describe 
el movimiento con referencia a sistemas de coordenadas acelerados o en rotacidn. 

Una bola situada sobre el suelo horizontal de un coche que se mueve con velo- 
cidad constante permanece en reposo (en un sistema de coordenadas solidario 
al coche) pero de pronto rueda hacia adelante (cuando el coche frena) o hacia 
atras (cuando el coche acelera) o empieza a botar (cuando el coche tropieza con 
una irregularidad de la carretera). 

Un disco que deslice sin rozamiento sobre una plataforma giratoria, se mueve 
en linea recta respecto al sistema S de coordenadas solidario a tierra. Pero res- 
pecto al sistema S’ de coordenadas que gira solidario a la plataforma, el disco 
recorre una trayectoria en espiral. Ademas, hallamos que, incluso en el caso de 
que el disco se halle en reposo respecto a S’, habra que aplicarle una fuerza 
de interaction resultante dirigida hacia el centro de la plataforma giratoria. Este 
hecho no es compatible con las leyes del movimiento que conocemos para siste¬ 
mas de coordenadas en reposo, en los cuales la fuerza de interaction resultante 
que se ejerce sobre un euerpo en reposo debe ser nula. 

Por tanto, los principios de la Mecanica formulados en funcion de las fuerzas 
de interaction no pueden utilizarse directamente en sus formas originales al apli- 
carlos a sistemas de coordenadas acelerados o en rotation. Podriamos pregun- 
tarnos: ^Por que preocuparnos de lo raros que puedan parecernos estos fenome- 
nos referidos a sistemas de coordenadas acelerados o en rotation, mientras po- 
damos predecir con toda confianza los resultados de los experimentos cuando 
los referimos a un sistema de coordenadas en reposo? Solo recordaremos que la 
Tierra gira alrededor de su eje y tiene su movimiento de traslacion alrededor del 
Sol el cual, a su vez, gira alrededor del centro de la galaxia junto con las otras 
10 11 estrellas que la constituyen. Tanto si nos gusta como si no, nos hallamos 


/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 




<^T = 1 dla 
T = 27,3 dias 


+ 

Centro de ]a galaxia 


T ~ 200 millones de afios 


Fig. 11-1. Un sistema de coordenadas fijo a la superficie terrestre no se halla 
en reposo en modo alguno. (El Sol se halla a unos 30 000 anos-luz del centro de la 
galaxia.) 
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en uno de los sistemas de coordeniadas en rotacion mas complicados (fig. 11-1) 
y veremos que existen consecuencias observables muy importantes. Esto plantea 
la delicada cuestidn de qu6 queriamos significar, en nuestro anterior estudio, al 
decir alegremente que los observadores situados en la Tierra podlamos suponer- 
los en reposo. Cuando consideramos todas estas rotaciones, £es posible que un 
observador se halle en reposo? Si es asi, icon relacion a que lo esti? 

Las respuestas a estas preguntas no se conocen, o al menos no han tenido 
aceptacidn general. En la practica, no obstante, los efectos de dichas rotaciones 
suelen ser pequenos. Por ejemplo, para los fines de nuestros experimentos de 
choque con discos y carritos, el efecto de la rotacion terrestre tiene consecuen¬ 
cias que no pueden apreciarse por lo pequenas que son. De dichos experimentos 
dedujimos las leyes de Newton de la Mecdnica y estudiamos las propiedades 
de diversas fuerzas de interaccion. Si pueden aplicarse estas leyes para la pqedic- 
cidn correcta del movimiento en otro sistema de coordenadas, sin introducir 
jnds fuerzas que las de interaccion, a este sistema de coordenadas se le da el nom- 
bre de sistema inercial de referenda. Por ejemplo, un sistema de coordenadas 
que gire con la Tierra es un sistema inercial a efectos de los experimentos de choque 
antes mencionados, pero no lo es si queremos basar en el un estudio del mo¬ 
vimiento de la Luna o de un satelite. (Recuerdese que la Luna da una vuelta 
a la Tierra en 27,3 dias y sale cada 24 horas aproximadamente a causa del movi¬ 
miento de rotacion de la Tierra.) Para tales consideraciones, pues, podriamos 
tomar un sistema de coordenadas centrado en la Tierra y cuyos ejes fueran 
fijos respecto a las estrellas. Pero ni siquiera este sistema seria inercial para el 
estudio del movimiento planetario, ya que el origen del sistema da una vuelta 
alrededor del Sol cada ano. Luego, para el movimiento planetario encon- 
tramos que el sistema inercial deberia estar centrado en el Sol. Tal vez, el ultimo 
sistema inercial este fijo respecto al centro de masa de todas las estrellas del 
Universo. 

11-1 Movimiento respecto a un sistema de coordenadas que se mueve con 
veloddad constante. Un sistema S de coordenadas se halla en reposo y otro 
sistema S' se mueve con veiocidad constante respecto a S. £Cual sera la relacion 
existente entre las descripciones del movimiento de un cuerpo respecto a <S y £' ? 
Concretando, imaginemos que se marca el sistema de coordenadas S en un gran 
bloque de vidrio y que el sistema S' se marca sobre el carrito que puede moverse 
bajo el vidrio. Para evitar complicaciones inutiles, supongamos que los ejes de 
coordenadas de S y de S' son paralelos, que la veiocidad V x de S' esta dirigida 
a lo largo del eje x de S y que en el instante t — 0 coinciden los dos sistemas de 
coordenadas. De la figura 11-2 tenemos, para las coordenadas de un punto P 

y' = y 


= x — V.l, 


(11-D 
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MOVIMIENTO RESPECTO A UN SISTEMA INERCIAL 

Si P se mueve con una velocidad v (componentes v x y v y ) respecto a S, las com- 
ponentes de la velocidad respecto a S' son 

V% - V x Vy - - Vy (il-2) 

Luego las cantidades de movimiento de una particula de masa m, asignadas por 
los dos sistemas de coordenadas, estan relacionadas por 

Px = Px — mV s , Py = p y (11-3) 

(Hemos supuesto tacitamente que las medidas de la masa, longitud y tiempo 
no se hallan afectadas por el movimiento de S'. Esta hipdtesis no estd justificada 
cuando V x es muy grande y, en realidad, estamos suponiendo que V x es mucho 
menor que la velocidad de la luz.) A las relaciones (11-1) y (11-2) se les da el nom- 
bre de transformaciones de Galileo, por haber sido este flsico uno de los prime- 
ros, si no el primero, que describio correctamente el movimiento visto desde un 
sistema movil de coordenadas. 



Fig. 11-2. El sistema S de .coordenadas est4 en reposo y el sistema S' se mueve 
a lo largo de x con velocidad V x . En el instante 1 = 0 coinciden los ejes; pero en el 
instante t, S' ha recorrido xma distancia X = V x t a lo largo de x. 

Basandonos en la ecuacion (11-3), icnil es la relation entre las fuerzas me¬ 
didas respecto a S y a S' ? De acuerdo con S, la fuerza es, desde luego, dpjdt y, 
correspondientemente, de acuerdo con S' es dp*j,dt. Pero, segun (11-3), vemos que 
dp'x/di y dp x /dt son iguales, ya que my V x spn ambas constantes. Ademds, dp’ v /dt 
y dpy/dt son iguales y sacamos, por tanto, la conclusidn de que las fuerzas res¬ 
pecto a S y S' son las mismas: 

F'y=Fy 


F’x = Fx, 


(11-4) 
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Si S es un sistema inercial de referenda, todos los sistemas de coordenadas que 
se muevan con velocidad constante respecto a S son tambien sistemas inerciales 
de referencia. 

Ejemplo 1. Uno de los ejemplos de Galileo que tambien nos resulta instructivo 
a nosotros, se refiere al movimiento de un cuerpo que se deja caer desde lo alto del 
mastil de una embarcacibn en movimiento. Para un observador situado sobre la em- 
barcacion, el objeto cae en linea recta y va a parar a la base del mastil. Se halla en un 
sistema inercial (suponiendo que la velocidad de la emb&rcacion sea una constante vq 
y que no haya giro ni balanceo) y la velocidad del objeto en la direction x' es nula en 
la parte alta del mastil y nula tambien durante la cafda. En cambio, un observador 
situado en la orilla dirla que el objeto se soltb desde una embarcacion en movimiento 
y que, por tanto, tenia una velocidad inicial Vo dirigida segun x. La trayectoria del 
cuerpo sera, pues, una paribola (y — h — gt 2 j2, x = Vq t) y el que el cuerpo vaya a 
parar a la base del mastil no es sino una consecuencia del hecho de que tanto la em¬ 
barcacion como el cuerpo tienen la misma velocidad v 0 segun x. 

Ejemplo. 2. Sobre un tren que se mueve hacia el norte por una via recta horizon¬ 
tal se monta un canon, tal como se indica en la figura 11-3. La velocidad de salida 
de los disparos realizados por el canbn es v. Si se coloca este formando vm dngulo 0' 
con la direccion de la via, £cual sera la direccion de la trayectoria de un proyectil dis- 
parado horizontalmente por el canon ? 

Las componentes de la velocidad respecto al sistema de coordenadas movil son 
v' x = v cos .6' y v'y = v sen S', respectivamente. Las componentes correspondientes 
de la velocidad respecto al sistema fijo son v x = vcos 6' + Vq y v v = v' v = t;sen d\ 
En otras palabras, el dngulo 6 que forma la trayectoria con el eje x se obtendra de 

. _ Vy _ v sen 6‘ _ sen#' 

^ v x : v cos 0' -f- Vq cos 0' + j3 


donde p es Vo/v. 

11-2 Movimiento respecto al centro de masa. En el apartado anterior 
hemos llegado a la conclusion de que la fuerza que se ejerce sobre un cuerpo 
referida a un sistema de coordenadas que se mueve a velocidad constante es igual 
que la fuerza medida desde un sistema de coordenadas en reposo. Ademas, hemos 
•visto como estan relacionadas las coordenadas, velocidades y cantidades de mo¬ 
vimiento en uno y otro sistema. En el presente apartado estudiaremos el impor- 
tante caso particular en que el sistema S' se mueva con la velocidad constante 
del centro de masa de un grupo de particulas que solo se ejercen interacciones 
Cntre ellas. Al sistema de coordenadas que se mueve con el centro de masa, con 
su origen en el centro de masa, se le suele llamar sistema del centro de masa (sis¬ 
tema C) y al sistema de coordenadas en reposo se le llama sistema del labora¬ 
tory (sistema L). 
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Cantidad de movimiento total respecto al centro de masa. Consideraremos 
solamente dos particulas que se ejerzan interacciones mutuas. La extensidn a 
sistemas de mayor numero de particulas es inmediata. 

Por lo visto anteriormente sabemos que la coordenada y velocidad del centro 
de masa son 


X = 


m a Xa + mbXb 
m a + mb 


y 


V x 


m a v 

ax + rribVbx 

m a + mb 


(H-5) 


Las coordenadas x* y x* de A y B, respecto al sistema C son, pues, x* = x a — X 
y xl — Xb — X, La coordenada del centro de masa en el sistema C es, eviden- 
temente, X* = 0 y tenemos 


m a xt + rtibxt = 0 (ll-5a) 

Analogamente, tenemos V* = 0 y 


m a vtx + rribVbx = 0. (11—5b) 

Para las components y y z se obtienen expresiones enteramente analogas. Tam- 
bien podemos obtener la ecuacion (11-5b) de la manera siguiente: Respecto al 
sistema C, el cuerpo A tendra una velocidad v* x = v ax — V x y el cuerpo B ten- 
dra una velocidad v\ x = Vb X — V x . La cantidad de movimiento total respecto al 
sistema C es, pues, 


ptx + Pbx = m a (vax — v x ) + m(vbx — v x ) 


= maVax + nibVbx — («a + ^b) V x — 0 
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y* 



porque el ultimo termino, en virtud de (11-5), es igual a la suma de los dos pri- 
meros. Para las componentes y y z existen relaciones enteramente analogas y 
sacamos la conclusidn de que la cantidad de movimiento total respecto al centro 
de masa es nula. Es decir, 

P* = pi + pt = 0 (11-6) 

Las cantidades de movimiento individuates p* y p* son siempre iguales y opues- 
tas y si chocan los cuerpos, se irdn aproximando uno a otro. a lo largo de una 
misma recta, cuando se observan desde el centro de masa. Andlogamente, des- 



Fig. 11-5. Cuando se observa desde el centro de masa el choque de dos cuerpos, 
&tos tienen cantidades de movimiento iguales y opuestas p* = - p£ . El movimiento 
tiene lugar a lo largo de las rectas que unen los cuerpos. 
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piles de chocar los cuerpos deberdn abandonar el centro de choque siguiendo 
una linea recta. En general, estas rectas die antes y despues del choque no coin- 
cidiran, segun puede verse en la figura 11-5. 

Energia cinetica total: La energia cinetica total respecto al sistema C es, 
desde luego, E* = m a v* 2 /2 + m&vj 2 /2. /.Como esta relacionada E *con la ener¬ 
gia cinetica en el sistema L, E=m a vl /2 + m&i; 2 /2?Vamos aconsiderar, de nuevo, 
solo dos particulas puesto que la extension a tres o mds no lleva consigo nada 
que sea esencialmente diferente. Para las componentes x de la velocidad, tenemos 

irn a Vax + imtPbx = im a (vt x + V x ) 2 + imiytx + V x ) 2 

= + V x + 2v* ax V x ) + ifn b (v* b ? + V 2 + 2v* bx V x ) 

= (&m a v’£ + lm b v* 2 ) + i(m a + m b )V 2 + V x {m a v* ax + m b v bx ) 

Segun la ecuadion (11-5b), el ultimo termino es nulo. 

Para las componentes y y z de la velocidad se obtienen expresiories analogas 
y por adicion, aplicando v 2 = v\ + + v 2 , obtenenaos 

E = %MV 2 .+ E* (11-7) 

donde M = m a + m b es la masa total del sistema. §En otras palabras, para el 
sistema L la energia cinetica no es mas que la suma de|a energia cinetica de tras- 
lacion MV 2 /2 del centro de masa mas la energia cineticd E* respecto al sistema C. 
El resultado de la ecuacion (11-7) es aplicable a un numero cualquiera de parti¬ 
culas, segun puede demostrarse de manera totalmente analoga a la utilizada 
en la deduccion anterior para dos particulas (vease el prob. 11-9). 

En un choque perfectamente e\astico x la energia cinetica total del sistema antes 
del choque es igual a la energia cinetica total despues del choque. De la conserva¬ 
tion de la cantidad de movimiento del sistema, se deduce que la velocidad del 
centro de masa permanece constante, y, por tanto, tampoco varia AfF 2 /2.Por 
consiguiente, en el choque perfectamente elastico, la energia cinetica respecto al 
centro de masa tambien sera la misma antes y despues del choque E* = E*'. 
En el caso de dos particulas A y B que choquen, la energia cinetica respecto al 
centro de masa es E* = (p* 2 /2m a ) + (p* 2 /2m b ),y como tenemos p* 2 ’= p* 2 esta 
energia puede expresarse en la formal* = p* 2 /2p, donde p =m a m b /(m a -\-‘m b ) 
es la masa reducida del sistema. Entonces, como E* = E*', se deduce que la 
magnitud de la cantidad de movimiento de la particula A respecto al sistema C 
es la misma antes que despues del choque, p* — p*J. Andlogamente se obtiene 
P* — pV- E n otras palabras, en un choque perfectamente elastico de dos parti¬ 
culas descrito respecto al sistema C, la magnitud de la cantidad de movimiento 
y de la velocidad de cada particula, es la misma antes que despues del choque. 
El efecto total del choque perfectamente elastico en el sistema C es, pues, un 
simple cambio de direction del movimiento de las particulas en colisidn. 
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En cambio, en un choque totalmente inelastico, las particulas quedan unidas 
despues del choque, con lo que es nula la energia cinetica respecto al centro de 
masa, E* f = 0. Sin embargo, la velocidad del centro de masa y en consecuencia 
la energia cinetica de traslacion MV 2 /2, despues del choque, es la misma 
que antes. Luego, en un choque totalmente inelastico la energia cinetica inicial 
E =(MV 2 /2) + E* se reduce a E' — MV 2 /2; es decir, en el choque se pierde la 
energia cinetica inicial respecto al centro de masa. Queda claro, no obstante, 
que 'en ningun choque se podra reducir la energia cinetica en el sistema L a un- 
valor inferior a MV 2 / 2. 

La velocidad relativa entre dos particulas Ay B que se mueven en el espacio 
es v a — Vj,. Si introducimos la velocidad V del centro de masa de la$ particulas, 
tenemos v* = v 0 — V y v£ = v& — V. Se deduce que la velocidad relativa 
7* — v* en el sistema L es la misma que la velocidad relativa en el sistema C: 

Vo — v 6 = vj — vj 


Segun hemos visto, en un choque perfectamente elastico las magnitudes de las 
velocidades relativas en el sistema C son las mismas antes y despues del choque 
(el choque no hace mds que variar la direction del movimiento rectilineo de las 
particulas que chocan, pero no altera las magnitudes de las velocidades). En 
consecuencia, en un choque perfectamente elastico, las magnitudes de las velo¬ 
cidades relativas tambien se mantienen constantes respecto al sistema L y 

It. - t»| = It: - vfl. 


Ejemplo. Un cuerpo A de 2 kg se aproxima al origen con una velocidad de 3 m/s 
dirigida en el sentido negativo de las y, mientras que otro cuerpo B de 4 kg se apro¬ 
xima al origen con una velocidad de 2 m/s dirigida en el sentido negativo de las x. 
Chocan los cuerpos en el origen y a consecuencia del choque se reduce a la mitad su 
velocidad relativa. Para un sistema de coordenadas en reposo, i,cual es la energia ci¬ 
netica total final? 

Las dos componentes y la magnitud de la velocidad del centro de masa estan da- 
das por 


V x = 


2-0 — 4-2 
2 + 4 


-f m/s, 




-2-3 + 4-0 
2+4 


= — 1 m/s, 


|V| = V V\ + V 2 v = | m/s 


Las velocidades, respecto al sistema C, serdn pues, 

v *x — 0 — (—■f) = 3 tn/s, v* x — — 2 — (—§) = —f m/s, 

— — 3 — (—1) = —2 m/s, v% = 0 — (—1) = 1 m/s, 

|vj| = m/s, | v* | = V^m/s 
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La energia cinetica en el sistema del centro de masa es, antes del choque, 

E* - im a v* 2 + 2 m bV* 2 - ^ joules 

A consecuencia del choque se reduce a la mitad la magnitud de la velocidad relativa 
asi como las magnitudes de las velocidades en el sistema C de cada uno de los cuerpos. 
Por tanto, la energia cinetica en el sistema C se reducira a la cuarta parte: 

E*' = Y joules 

La energia cinetica en el sistema L vendra dada, pues, por 


E = iMV 2 4 ~ E* = \ • 6 • 23- + ^ = 17 joules (antes) 

E' = \MY 2 + E*' = ^ • 6 • 2JL -j- = 10;5 joules (despu6s) 

Podriamos haber obtenido la energia cinetica E = m q v\(2 4- nib v b /2 = 17 J 
directamente, y res tar le MK 2 /2 = 25/3 J para obtener E* — 26/3 J. Entonces, sabiendo 
que la energia cinetica segun el observador movil se reduce a la cuarta parte, obten- 
driamos E*' = 13/6 J y E' = MV*/2 + £*' = 10,5 J. 

11-3 MoYimiento respecto a un sistema de coordenadas acelerado. Del apartado 
anterior podemos sacar la conclusion de que cuando consid eramos_elinovimiento 
relativo a un sjstema^e__coardenadas que se mueye con velocidad constante y 
no surge "nada esencialmente -nuevo. JLQS-cuerpos -que-se mueven-con-yeloeidad- 
constante respecto a un sistema de coordenadas en reposo, se mueven con velo- 

en movimient o. Ademas, las variaciones de cantidad d e m ovimiento y las fuerzas 
son las mismas en uno v otro sistema. 

No obstante, cuando el sistema movil de coordenadas esta acelerado surgen 
caracteristicas esencialmente nuevas. El razonamiento siguiente nos indica que 
asi debe ociirrir. Cuando un cuerpo tiene una velocidad v respecto a un sistem a. 
de coordenadas S en reposo^ ti ene una velocidad v' = v — V respecto a un 
sistema S'de coordenadas que se mueva con velocidad V. La cantidad de mo¬ 
vimiento respecto a S' e s, pues, mV = mv — mV. Si V vari a_ (si S' estd acele- 
jado), la can tidad de movimiento del cuerpo variara de acuerdo con S' y, por 
tanto, debera ejerc erse una fuerza sobre el cuerpo; e n cambio, de acuerdo con 
S solo se ejerce una f uerza sobre el cu erpo cuando varia su cantidad de mov i¬ 
miento respecto a S. Desde luego, esta cantidad de movimiento mv no tiene nada 
que ver con la aceleracion de S'. 

Consideremos un caso 'sencillo en que la aceleracion de S'tenga la direccion 

De la figura 11-2 y de su estudio, tenemos para las cantidades de movimiento 
respecto a S'y S, 


Px = ?x — mV x , p' y = p y 


( 11 - 8 ) 


Ingard —■ 21 
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Como antes, la relation entre las fuerzas en ambos sistemas, por definition; son 
las velotidades de variation de las cantidades de movimiento. Como ahora no 
es constante V x tenemos 

F' x = F x - mA x , F' v = F v (11-9) 

donde A x = dVJdt es la aceleracion del sistema de coordenadas S'. Recorde- 
mos ahora que la componente x de la fuerza en el sistema S de coordenada s 
dv^/dt = F x , e s una fuerza atribuible a la presentia de algun otro cuerpo. La 
fuerza puede ser de contacto, gravitatoria, el6ctrica, etc., y es una fuerza d e 
interaction. En cambio, la fuerza F' x = dp' x /dt correspondiente a )S / ) consta de dos 
partes , la primera de las cuales es la misma fuerza de interacti on observada 
jpor S, y la segunda es F ix = —mA x . 

Este nuevo tipo de fuerza no es una fuerza de interaction. Recibe el nombre 
de fuerza de inercia y aparece a causa de la aceleracidn del sistema S' de coor- 
denadas. Un sistema de coordenadas acelerado no e s un sistema .inertial . Las 
fuerzas delnercia s6 k> aparecen en los sistemas de coordenadas acelerados y 
en rot acidn, nun ca e n los sistemas inerciales. Tenemos, pues 

F' x = F x + F ix (11-10)- 

Fj x = —mA x (11-11) 

Es decir, si queremos predecir correctamente el movimiento de un cuerpo res- 
pecto a un observador situado en un sistema de coordenadas acelerado S', de- 
beran introducirse no solo las fuerzas de interaction (gravedad, contacto, etc.) 
sino tambien la fuerza de inercia P t - S = —mA x S61o entonces seran compati¬ 
bles las variaciones observadas de cantidad de movimiento con las fuerzas cono- 
tidas. Desde luego, debera conocerse la aceleracion A x del sistema jS'de coor¬ 
denadas. 

En general, las fuerzas de inercia se diferencian claramente de las de inter- 
accidn, en que 6stas aparecen por parejas; es decir, siempre existe una fuerza 
de reaction que se ejerce sobre algurr otro cuerpo. Esto no ocurre con las fuer¬ 
zas de inercia. 

Antes de estudiar algunos ejemplos de movimiento y fuerzas en sistemas de 
coordenadas acelerados, extendamos nuestras consideraciones unidimensionales 
al caso mds general en el que la maguitud y aceleracion de S' no sean necesa- 
riamente constantes. 

La position r' de P, respecto a<S',es r' = r — R. Las velocidades en los 
dos sistemas de coordenadas estdn; pues, relacionadas por v' = v — V, con 16 
que, para la cantidad de movimiento, tenemos 

p' = p — mV 


( 11 - 12 ) 




MOVIMIENTO EN UN SISTEMA DE COORDENADAS ACELERADO 323 

Como antes, la fuerza asignada por S' se obtiene por la velocidad de variacion 
de la cantidad de movimiento y, al igual que en nuestro estudio anterior, tenemos 

\ F' = F + Ff (11-13) 

donde'Fi = —mA y A es el vector aceleracion del sistema de coordenadas S'. 
Observese que A es la aceleracion de traslacidn del sistema de coordenadas; e s 
decir, los ejes de coordenadas de S' son siempre paralelos a lo s de S. La rota- 
cion de S' introduce fuerzaa -de inercia adi cionales, se g un vere mos. Como A no 
es necesariamente constante, la fuerza de inercia F t - — —mk podra va riar co n 
el tiempo. 


Ejemplo 1. En el interior de un ascensor se halla un muchacho que sostiene una 
maleta. El ascensor tiene una aceleracidn A que puede estar dirigida hacia arriba (A 
positiva) o hacia abajo (A negativa). iQui fuerza ejerce la maleta sobre la mano? 
Consideremos el problema desde dos puntos de vista. 


De acuerdo con S: Respecto al sistema S de coordenadas solidario a tierra, la ma¬ 
leta, asi como el muchacho y el ascensor, esta acelerada, y por tanto, la fuerza resul- 
tante de interaccion F — mg (contacto y gravedad) debe ser igual a la velocidad de 
variacion de la cantidad de movimiento observada mA; es decir, 

F — mg — m A o sea F = m(g -f A) 


Si es positiva A ( ascensor acelerado hacia arriba ) . la fuerza de contacto que e ierce la 
. mano .sobreiajamkfa,es mayor que el peso de feta, y p arecera mds pesada. En cambio, 
•e u a ndo . 4 -es-negati va (ascensor acelerado hacia abaiolla maleta p a rece mas ligera. y 



' Fig. 11-6. Los ejes de los sistemas de coordenadas S y S' son siempre paralelos, 
pero el origen de S' tiene una aceleracidn A. 






324 


SISTEMAS MdVILES DE COORDENADAS. FUERZAS DE INERCIA 


A A 



Fig. 11-7. Respecto a uri sistema de coordenadas en reposo, la velocidad de va- 
riacidn de la cantidad de movimiento de la maleta es mA , por to que sobre ella se ejer- 
cefa una fuerza resultan te F — mp — mA . Respecto a un sistema de coordenadas del 
. ascensor, la maleta se halla en equilibrio bajo la accion de tres fuerzas, las dos de inter- 
accid n F v mg y la fuerza de inercia F { = — mA. 

si A fuera igual a —g, la maleta no ejerceria fuerza alguna sobre la mano. El ascensor, 
el muchacho y la maleta tendrfan todos el movimiento' de calda li bre. 

De acuerdo con S': Respecto a un sistema de coordenadas solidarlo al ascensor, 
la maleta se halla en reposo relativo a dicho sistema y, por tanto, se saca TaTconclusion 
de que la maleta se halla en equilibrio. P ero se halla en equilibrio bajo l a influenci a 
de las dos fuerzas de interaccion ( fuerza F ejercida por la mano y pes o mg) y de la 
.fuerza de inercia F t - = —mA. C omo la aceleracidn respecto a S' es nula, tenemos 

F — mg — mA = 0 o sea F j= m(g + A) 

En otras palabras, el peso aparente de un cuerpo en un ascensor acelerado es m(g + A) 
y para u n observador situado en el sistema de coordenadas del ascensor, no hay manera 
de rtistinpuir sj el peso aparente de los cuerpos se debe a la fuerza gravitatoria o a una 
aceleracion uniforme del sistema de coordenadas. 



Fig. 11-8. En el interior de un coche acelerado pende del techo una pesa de 
masa m. Para S , la masa esta acelerada hacia la derecha , por lo que debera eiercerse 
sobre ella una fuerza resultan te. Para S ', l a masa no esta aceler ada, por lo qu e debera 
estar en equilibrio bajo la accion de las fuerzas mg. T v de la fuerza de inercia — mA. 
Desde luego, tanto S como S' predicen el mismo angulo 0.. 




325 


MO VIMIENTO EN UN SISTEMA DE COORDENADAS ACELERADO 


Ejemplo 2. Del techo de un coche acelerado pende una pesa mediante un hilo. 
oCual sera el angulo de equilibrio de la pesa colgante? 


_ S: El observadorjque describe el movimiento respecto a tierra 

razona que ia masa m se^Ralla en equifibno en la direction y. acelerandose en la direc¬ 


tion x bajo l a ac tion de dos fuerzas de interaccio n: la tension de la cuerda rep resenta- 
da por T y ef peso mg. Por tanto, 

mg 


T cos 8 — mg = 0, T — 


cos 6 


T sen 6 — mA. 


Para el angulo 6 tendremos, pues, 


tg 6 


A 

9 


La masa debera hallarSe a la izquierda del centro del coche, ya que s61o en este caso 
tendra T una componente segun el semieje + x. 

De acuerdo con S' : Una persona en reposo en el sistema S' de coordenadas del 
cn chft riirfa que la masa estaba en equilibri o, ya que gsta en reposo respecto a ella^ 
Supondremos que la persona situada en S' sabe que ella y su coche estan acelerados. 
Las fuerzas de interaccion son la tension del hilo y el peso, como antes, y la fuerza 
de inercia es —mA. Por tanto, de acuerdo con S', 


T cos 6 — mg = 0, —mA + T sen 6 = 0 


y para el angulo 6 queda, como antes, 


tg 6 = 


A. 

9 


El lector debe darse cuenta de que, aon^cuando los pasos algebraicos utilizados 
en ambos metodos de analisis parecen ser analogos, e 1 razonamiento es totalmente 
diferente. 


Hemos visto que en el analisis del movimiento respecto a un sistema de coor¬ 
denadas acelerado, podemos tener en cuenta esta aceleracion y considerar en re¬ 
poso el sistema de coordenadas introduciendo una fuerza de inercia —mA apli- 
cada a un cuerpo de masa m cuyo movimiento queremos estudiar. Si es A una 
aceleracion constante, la fuerza de inercia es proporcional a la masa inerte de l 
cuerpo que se estudia, que es lo que ocurre en el caso de una fuerza gravitatoria 
local (suponiendo iguales las masas inerte y pesante). Este hecho importantisi- 
mo se estudiara mas adelante. De momento, observemos que cuando un sistema 
de coordenadas tiene una aceleracion constante, la fuerza de inercia —mA, por 
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ser analoga a la fuerza de la gravedad, puede tratarse de igual manera. En otras 
palabras, todos los metodos conocidos como, por ejemplo, el teorema de las 
fuerzas vivas y el concepto de energia potencial, pueden utilizarse sin alteracion 
alguna. 

Ejemplo. Se monta una varilla ligera de longitud 2r sobre un eje vertical que, 
a su vez, esta montado sobre un carrito que tiene una aceleracion constante A dirigida 
hacia la derecha, segun se indica en la figura 11-9. La varilla lleva un encaje en su cen- 
tro que le permite girar libremente en un piano horizontal. A los extremos de la vari- 
Ua se fijan dos masas my M, en la forma indicada. iCual es el movimiento de la varilla 
respecto a un sistema mdvil de coordenadas solidario al carrito? 

Las: fuerzas de la gravedad no intervienen por tratarse de un movimiento en un 
piano horizontal. Sin embargo, las dos masas est&n sometidas a fuerzas de inercia 
mA y MA, dirigidas hacia la izquierda. Si son iguales las masas m y M, la varilla no 
tiene tendencia a girar. Si son desiguales las masas, la mayor se movera hacia la iz¬ 
quierda (hacia las x negativas). 



Mas generalmente, la varilla oscila como un pendulo en torno al semieje negativo 
de las x. Cuando la varilla forma un angulo 0 con este semieje, habra un momento 
r = —(M — m)Ar sen 0, o bien —( M — m ) ArO para valores pequenos de 6. Este 
momento debe ser igual a la velocidad de variacion del momento cinetico; es decir, 
Iod 2 6/dt 2 — —(M — m)Ard, y como Iq — Mr 2 — mr 2 , la varilla oscilard en torno a 
la posicion 0 = 0 con un periodo 


T = 


2t 


4 


Mr 2 -j- mr 2 
(M — m)rA 
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El sistema tiene una energia potential (M — m)Ar( 1 — cos 0) y si se suelta desde 
0 O , la energia cintiica en 6 — 0 sera 

M — (M — m)Ar(l — cos 0o) 


11-4 Fuerzas de inertia en los raovimientos planetario y lunar. Fuerza gra - 
vitatoria ejercida sobre la Luna. Si bien la Luna se halla del Sol a una distancia 
390 veces mayor que de la Tierra, la masa de esta solo es 1/330 000 de la de aquel. 
En consecuencia, la fuerza gravitatoria que el Sol ejerce sobre la Luna es 2,2 ve¬ 
ces mayor que la que le ejerce la Tierra. £Por que, en estas condiciones, no cae 
la Luna sobre el Sol? 

Un, observador situado en un sistema S de coordenadas fijo respecto. al Sol 
y cuyos ejes tienen direcciones fijas respecto a las estrellas, ve caer la Luna hacia 
el Sol, en el mismo sentido que ve caer la Tierra. Es decir, un observador situado 
en el Sol ve que la Luna, al igual que la Tierra, recorre una trayectoria aproxi- 
madamente circular alrededor del Sol y que la fuerza gravitatoria que este ejerce 
sobre la Luna es la precisa para mantenerla en su orbita circular. En la trayecto¬ 
ria de la Luna se aprecia un pequenisimo culebreo debido al movimiento de la 
Luna alrededor de la Tierra, pero el movimiento global de la Luna es, muy apro- 
ximadamente, el mismo que el de la Tierra. 

Un observador situado en un sistema' de coordenadas S' fijo respecto a la 
Tierra y tal que las direcciones de sus ejes sigan siendo fijas respecto a las estre¬ 
llas, ve las cosas de manera diferente. Para el, el movimiento global de la Luna 
es el que le hace recorrer la orbita en tomo, a la Tierra cada 27,3 dlas. En el ca- 
pitulo 10 vimos que puede predecirse correctamente el comportamiento de la 
Luna ignorando la gran fuerza que le ejerce el Sol. £Comd puede <ser esto? 

En el estudio del movimiento lunar que realizamos anteriormente, ignoraba- 
mos la fuerza que ejerce el Sol sobre la Luna y el hecho de que el sistema de coor¬ 
denadas solidario a la Tierra esta acelerado. Habria que haber incluido las fuer¬ 
zas de inertia. Aparentemente, las dos fuerzas que se ignoraron se contrarrestan, 
segun vamos a ver. 
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Fig. 11-10. La Luna se mueve alrededor del Sol siguiendo una 6rbita casi coin- 
cidente con la de la Tierra. La distancia Tierra-Luna s61o es un 0,4 % de la distancia 
Tierra-Sol y en la figura se Ha exagerado mucho el culebreo de la Luna en su orbita. 
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Fig. 11-11. Un sistema de coordenadas S' solidario a la Tierra no es un sistema 
inertial, ya que la Tierra esta acelerada hacia el Sol continuamente. (Tengase en cuenta 
que los ejes de S y S' se mantienen paralelos. Es el origen de S' el que esta acelerado). 




i 6rbita de la Tierra 
. alrededor del Sol 


Fig. 11-12. La aceleracion A esta dirigida desde el centro de la Tierra hacia el 
Sol, y, por tanto, la fuerza de inertia—A que se ejerce sobre la Luna esta dirigida 
casi radialmente en el sentido de alejamiento del Sol. 


La Tierra esta acelerada continuamente hacia el Sol. Si es A esta aceleracion, 
deberemos suponer que existe una fuerza de inercia F t - = — m t A que se ejerce 
sobre la Luna, siendo A la aceleracion del sistema de coordenadas en el centro 
de la Tierra. Esta aceleracion esta dirigida a lo largo de la recta Tierra-Sol. 
La fuerza de inercia F x - sobre la Luna no esta dirigida exactamente radial y en 
el sentido de alejamiento del Sol porque, salvo durante un eclipse, el Sol, la Tie¬ 
rra y la Luna no estan alineados. Desde luego, la fuerza de inercia que actua 
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sobre la Luna es casi radial porque la distancia Tierra-Sol es mucho mayor que 
la distancia Tierra-Luna. La magnitud de la fuerza de inercia es mj o) 2 R, donde'cu 
es la velocidad angular de la Tierra alrededor del Sol y R es la distancia Tierra- 
Sol. Hemos supuesto circular la orbita de la Tierra. 

Sobre la Luna se ejercen dos fuerzas de interaction: la fuerza gravitatoria del 
Sol y la fuerza gravitatoria de la Tierra. La fuerza gravitatoria solar esta difi- 
gida hacia el Sol. Si despreciamos la pequena diferencia existente entre las dis¬ 
tances Luna-Sol y Tierra-Sol, la fuerza gravitatoria solar es 

S. _ Gmi m s 

La fuerza de inercia m l u 2 R y la fuerza atractiva del Sol son, muy aproximada- 
mente, de igual magnitud y direction, pero de sentidos contrarios. Por tanto, 
en la ecuacion de fuerzas de S', 


F = F„ + F„ + F< 
estos dos terminos se destruyen y tenemos 

p/ — q m i m ‘ 

j* 2 

donde la fuerza esta dirigida hacia la Tierra. En otras palabras, un sistema de 
coordenadas fijo respecto a la Tierra, pero con ejes de direcciones fijas respecto 
a las estrellas constituye, con muy buena aproximacion, un sistema inercial para 
el estudio del movimiento lunar, ya que la fuerza gravitatoria que ejerce el Sol 
sobre la Luna contrarresta casi exactamente a la fuerza de inercia resultante de 
la aceleracion de la Tierra hacia el Sol. 

Mareas. El origen de las mareas, al igual que tantos fenomenos «mecanicos» 
de la Naturaleza, fue explicado por Newton. Enunciados brevemente, los hechos 
observados en las mareas son: 

(1) El nivel de la superficie de los oceanos se eleva y desciende periodicamente. 

(2) Por termino medio, existen dos mareas altas y dos mareas bajas cada 
dia y el tiempo medio transcurrido entre dos pleamares (mareas altas) es de 
12 horas y 25 minutos. 

(3) Las magnitudes de las mareas varlan sobre la superficie terrestre y 
tambien con el tiempo. En muchos lugares se alternan las magnitudes de las 
mareas. Una pleamar sera algo mas alta que la que le sigue. Ocasionalmente, 
existen mareas especialmente altas (vivas) y especialmente bajas (muertas). 

. Desde hace tiempo se sospechaba que la Luna influye en las mareas, porque 
el perlodo medio de revolucion de la Luna en su movimiento aparente alrededor 
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de la Tierra se vela que era de 24 horas y 50 minutos, exactamente igual que el 
tiempo que transcurre entre pleamares alternas (vease fig. 11-13). Ademds, se 
sabia que las mareas vivas se producian en el tiempo de luna nueva y luna llena, 
mientras que las mareas muertas tenian lugar durante los cuartos creciente y... 
menguante. Esta sospecha ha resultado totalmente valida, asi como la conjetura 
popular de que la fuerza gravitatoria que ejerce la Luna «tira hacia arriba» del 
agua de un lago de la Tierra. La dificultad, el hecho que queda por explicar, es 
que hay dos pleamares cada dia. Evidentemente, el agua de los lados de la Tierra 
se halla sometida a «apilamientos» hacia la Luna y en el sentido opuesto. Existe 
un «apilamiento» adicional del agua atribuible al Sol, pero de momento sdlo 
consideraremos las mareas debidas a la Luna y el sistema Tierra-Luna. 

Con el razonamiento cualitativo siguiente podremos ver la causa fundamen¬ 
tal de los dos «apilamientos» del dgua. Segun nuestras hipotesis, la Luna cae 
libremente hacia la Tierra y esta cae libremente hacia la Luna. Desde el punto 
de vista de un observador en reposo, el hecho de que Tierra y Luna recorran 
orbitas una alrededor de la otra, carece de importancia. Las fuerzas de interac- 



Fig. 11-13. La Luna gira alrededor de la Tierra una vez cada 27,3 dias y la Tierra 
gira alrededor de su eje una vez cada dia. En el instante representado, un observador en 
A ve la Luna en el meridiano. En 24 horas, el observador habri girado con la Tierra 
y vuelto a A, pero la Luna se habra movido a M'. Cincuenta minutos mas tarde, el 
observador encontrara a la Luna en M\ la cual vuelve a hallarse en su meridiano. (El 
meridiano es un gran circulo en la esfera celeste, que pasa por los polos Norte y Sur 
y por el c&iit del observador.) 



Fig. 11-14. Si la Tierra cayera hacia la Luna en un campo gravitatorio uniforme, 
el agua mantendrfa una forma esferica. Pero como el campo gravitatorio lunar disminuye 
al crecer la distancia, la esfera mencionada se deforma. 
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cion no dependen de la velocidad y para un observador en reposo no hay fuer- 
zas de inercia. Si fuera uniforme el campo gravitatorio en el que cae la Tierra, 
todos los elementos de masa, incluyendo las aguas superficiales de la Tierra, 
estarian sometidos a la misma fuerza exterior y caerlan con la misma aceleracion, 
con lo que el agua de la superficie terrestre mantendrla la forma esferica. Sin 
embargo, el campo gravitatorio lunar no es uniforme, ejerciendose sobre los 
elementos de agua mas proximos a la Luna una fuerza algo mayor y sobre los 
mas alejados una fuerza algo menor. Damos a continuation un estudio mds 
detallado de los dos apilamientos de agua. 


Aun cuando ordinariamente decimos que la Luna gira alrededor de la Tierra, es 
mds correcto decir que la Tierra y la Luna giran alrededor de su centro de masa co- 
mun. La masa m, de la Tierra es unas 81 veces mayor que la masa m de la Luna. Lue- 
go el centro de masa se halla a una distancia r\ = rm t l(m l -f m t ) ~ rj 82 del centro 
de la Tierra, siendo r la distancia Tierra-Luna. Como la distancia a laXuna es-.de unos 
60 radios terrestres, el centro de masa se halla en el interior de la Tierra a s61o 3R./4 
del centro. En la mayorla de los estudios cualitativos, este desplazamiento del centro 
de masa respecto al centro de la Tierra carece de importancia. En cambio, en el estu¬ 
dio del movimiento de las mareas, este desplazamiento es de importancia primordial, 
puesto que la Tierra gira en realidad alrededor del centro de masa. As! pues, un siste- 
ma de cordenadas solidario a la Tierra, aunque tenga los ejes de direcciones fijas en el 
espacio, esta acelerado y, por tanto, no es un sistema inercial. Para mayo r claridad, 
hemos representado en la figura 11-15 a la Tierra y un sistema de coordenadas solida¬ 
rio que giran alrededor de un punto P exterior. Observese que no tenemos en cuenta 
aqul el movimiento de rotation de la Tierra en torno a su eje. El sistema de coordena¬ 
das tiene ejes de direcciones fijas en el espacio, con el eje y', por ejemplo, dirigido 
siempre hacia una estrella lejana. Este sistema de coordenadas esta acelerado hacia 
el punto P y la magnitud de la aceleracidn es 

A — w 2 ri 

donde el radio r\ de la circunferencia que recorre el sistema de coordenadas es la dis¬ 
tancia del centro de la Tierra al centro de masa situado en P. La cantidad co = 2n/T 
es la velocidad angular de la Luna y de la Tierra alrededor de su centro de masa y T 
es igual a 27,3 dias. A consecuencia de la aceleracion existe una fuerza de inercia 
F, = — mA que se ejerce sobre toda masa cuyo movimiento estudiemos respecto a 
este sistema de coordenadas acelerado. En el cehtro de masa de la Tierra, esta fuerza 
queda compensada totalmente por la fuerza gravitatoria de la Luna, pero en los demds 
puntos esta compensation no es total. Por ejemplo, el punto C de la figura 11-16 esta 
algo mas cerca de la Luna que el centro O de la Tierra y, por tanto, la fuerza gravita¬ 
toria F; que se ejerce sobre una masa m situada en aquel punto sera algo mayor que 
la fuerza de inercia F<. En cambio, el punto D esta algo m£s alejado de la Lima que 
el punto O y por tanto la fuerza de inercia sera la mayor de las dos. En otros puntos 
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Fig. 11-15. Un sistema de coordenadas solidario a la Tierra y con ejes de direc- 
ciones fijas en el espacio, esta acelerado. La aceleracion esta dirigida hacia P y tiene 
por magnitud An 2 r%jT 2 = . En el caso del sistema Tierra-Luna, el punto P se halla 

en el interior de la Tierra y en el caso del sistema Tierra-Sol, P se halla mucho mas 
lejos de la Tierra de lo que pudiera representarse en el dibujo. 



Fig. 11-16. Origen de la fuerza lunar de las mareas. La fuerza gravitatoria de 
la Luna es Fj y F t - es la fuerza de inercia restiltante de la rotation de la Tierra en tomo 
al centro de masa del sistema Luna-Tierra. Estas dos fuerzas s61o se contrarrestan 
en el centro de la Tierra. En otros puntos, F,- y Fj tienen una resultante f. 


de la superficie terrestre ocurre lo mismo, pero en ellos las fuerzas de inercia y gravita¬ 
toria no tieneq la misma direction. Resumiendo; la fuerza resultante f de las dos fuer¬ 
zas Fj y F; solo es nula en el centro de la Tierra. En el lado de la Tierra situado frente 
a la Luna, la resultante tiende a estar dirigida hacia esta, mientras que en el lado 
opuesto de la Tierra tiende a estar dirigida en el sentido de alejamiento de la Luna. 
Un fluido en equilibrio presenta una superficie que forma una superficie equipoten- 
cial. Luego, la superficie del agua en un cubo es un piano horizontal y la superficie 
de los oceanos, prescindiendo de los efectos de las mareas, es esferica. Acabamos de 
ver que la fuerza resultante (incluida la fuerza gravitatoria terrestre) que se ejerce so- 
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Fig. 11-17. Los dos apilamientos de agua (muy exagerados) se deben a la fuerza 
gravitatoria lunar y a la rotacion de la Luna alrededor de la Tierra. En el instante re- 
presentado, habrian mareas altas en PyP'. Unas 12 horas despues (12 horas 25 minutos) 
P habra avanzado a consecuencia de la rotacion terrestre hasta P' donde habra una 
pleamar algo mas alta. 


bre una masa de 1 g en el pun to C o D es algo menor que en A y en B (vease fig. 11-17). 
Una superficie equipotencial estara, pues, mis apartada del centro de la Tierra en C 
y D que en Ay B. Como la superficie del agua coincide con una superficie equipoten¬ 
cial, habra un apilamiento de agua en C y tambidn en D. A1 girar la Tierra alrededor 
de su eje, en realidad gira bajo esos apilamientos de agua y por ello en un punto dado 
de la superficie terrestre se producen diariamente dos mareas altas. Observese tambien 
que, por no ser perpendicular el eje de la Tierra el piano de la orbita lunar, las dos ma¬ 
reas no son de igual magnitud. 

Aun cuando la fuerza que ejerce el Sol sobre la Tierra es unas 180 veces mayor 
que la que ejerce la Luna, la fuerza elevadora de las mareas que ejerce el Sol solo es la 
mitad de la que ejerce la Luna. Esto se debe a que el Sol esta mucho mas lejos que 
la Luna y la diferencia entre las fuerzas solares en distintos puntos de la superficie te¬ 
rrestre es menor que la de las fuerzas lunares. Cuando hay novilunio o plenilunio, 
la Tierra, el Sol y la Luna se hallan, mas o menos, en linea recta. (En el novilunio, la 
Luna se halla entre la Tierra y el Sol, y en el plenilunio es la Tierra la que se encuentra 
entre el Sol y la Luna.) Por tanto, en tales casos, las mareas producidas por el Sol y 
la Luna estan en fase y se ayudan para dar origen a una marea especialmente alta 
(mareas vivas). En cambio, cuando la Lima se halla en cuarto creciente o menguante, 
se halla sobre una recta mas o menos perpendicular a la recta Tierra-Sol y, en estos 
casos, las mareas originadas por el Sol y la Luna estan en oposicion dando lugar a 
mareas muertas. 

El comportamiento detallado de las mareas es enormemente complicado a causa 
de la inercia del agua y del hecho de que las aguas oceanicas deben fluir sobre el fondo 
del mar por entre los continentes y rodeando las masas de tierra. Por tanto, las mareas 
altas no se mantienen coincidentes con la posicion de las fuerzas elevadoras de las 
mareas, sino que van retrasadas tiempos que pueden ser de varias horas. 
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Principio de la equivalencia. En nuestros estudios anteriores hemos observa- 
do que el efecto de una aceleracion constante es igual, en todos los aspectos, 
al de un campo gravitatorio uniforme. Esta observation casi incidental resulta 
tener consecuencias muy interesantes. 

Antes de estudiar mas a fondo esta cuestion, recalcaremos que la masa que 
interviene en el termino —mA de la fuerza de inercia es la masa inerte , masa 
que, en principio, surge de experimentos tales como los de los cheques de carritos 
y de discos, en los cuales se comparan las inertias de los cuerpos. La masa que 
interviene en la fuerza gravitatoria es, en cambio, la masa pesante, la cual surge, 
en principio, de experimentos tales como medidas de pesos en las que se compa¬ 
ran fuerzas gravitatorias que se ejercen sobre cuerpos. Segun se vio en el capl- 
tulo 3, las escalas de masas que evolucionan a partir de estos conceptos tan di- 
ferentes de la masa, son equivalentes, al menos dentro de los limites de precision 
de los experimentos realizados acerca del particular. El Baron Roland Eotvos, 
flsico hungaro que estudio diversos aspectos de la fuerza gravitatoria terrestre, 
realizo alrededor de 1909 una serie de experimentos de precision que pusieron 
de manifiesto que la razon de la masa pesante a la inerte era la misma para to- 
das las sustancias ensayadas, con un error inferior a uno entre 10 8 . 

En la Teoria de la Relatividad Generalizada, postulaba Einstein que las ma¬ 
sas pesante e inerte son estrictamente proporcionales. Por ejemplo, un observador 
situado en el ascensor de la figura 11-7 no podria, segun el postulado de Einstein, 
ni siquiera en principio decir si el peso aparente de su maleta se debia a un campo 
gravitatorio uniforme, a una aceleracion uniforme, o a una combination de am- 
bas causas. Segun el postulado de Einstein de la equivalencia, el observador 
hipotetico podria realizar libremente cualquier tipo de medida fisica que el pre- 
firiera, con todo y no poder determinar nfnguna diferencia entre los efectos de la 
gravedad y de la aceleracion uniforme. En su medida podrfan intervenir fend- 
menos mecanicos, electricos, magneticos, nucleares o de cualquier otro tipo. 
(Desde luego, un observador que pueda mirar al exterior por una ventana, no 
esta en el espiritu del postulado.) 

El postulado de la equivalencia, sugerido por los resultados de experimentos 
de Mecdnica, conduce a la sorprendente prediction de que la luz debe curvarse 
en un campo gravitatorio. El razonamiento no es dificil y vamos a estudiarlo 
a causa de su importancia y tambien porque constituye un bello ejemplo de la 
delicada conexiOn entre dos ramas diferentes del saber. 

Imaginemos en primer lugar un ascensor aislado que se mueva con velocidad 
constanteF 0 en el sentido indicado en la figura 11-18. Un observador exterior 
al ascensor ve que un rayo de luz penetra porPien el ascensor y sale de el por 
P 2 .Durante el tiempo Lt que tarda el frente del haz luminoso en atravesar el 
ascensor, este habra recorrido una distancia Vq At. En cambio, un observador 
situado en el ascensor saca correctamente la conclusion de que, segun el, el haz 
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Fig. 11-18. El ascensor se mueve hacia arriba con velocidad constante. De acuerdo 
con S y S', el haz luminoso sigue un camino rectilineo. 
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Fig. 11-19. El ascensor estd acelerado hacia arriba, pero tiene velocidad nula 
cuando penetra el haz luminoso en el ascensor. Un observador situado en el ascensor 
ve el haz luminoso curvado hacia abajo. 



luminoso ha recorrido una trayectoria inclinada y que, por tanto,PiyP 2 >que 
son los puntos de entrada y salida, se hallan a diferentes distancias sobre el suelo. 
A pesar de todo, la luz ha recorrido una ’trayectoria rectilinea segun ambos ob- 
servadores. 

Imaginemos ahora acelerado el ascensor, pero que siga aislado en el espacio. 
Sea cero la velocidad del ascensor cuando penetra en el el frente del haz luminoso. 
Cuando saiga 6ste del ascensor, 6ste habra recorrido una distanda A(At) 2 /2 
El observador exterior al ascensor sigue viendo que el haz luminoso se mueve ho- 
rizontalmente, pero el observador situado en el ascensor ve ahora que el haz 
luminoso se curva hacia el suelo. El haz luminoso, segun el observador acelera- 
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do, ya no se mueve en linea recta, sino que se curva. Recordemos que, segun 
el postulado de la equivalence, el’ observador situado en el ascensor no podria, 
ni siquiera en principio, distinguir entre una aceleracion uniforme y un campo 
gravitatorio independientemente del tipo de fenomeno o experimento que se 
trate. Luego, si un haz luminoso «cae» en un ascensor acelerado aislado, tambien 
debera caer en un ascensor en reposo, en presencia de un campo gravitatorio. 

Desde luego, este razonamiento no prueba que los campos gravitatorios cur- 
ven a los rayos luminosos. Pero si pudiera demostrarse experimentalmente que 
los rayos luminosos no se curvan, se habria demostrado la falsedad del pos¬ 
tulado de Einstein antes enunciado. En el campo gravitatorio terrestre, un rayo 
luminoso «caerla» de igual manera que un objeto material cualquiera, siendo 
gt 2 /2 la distancia caida en un tiempo r. pn este sentido, la luz tendria masa. Pero 



Fig. 11-20. La luz de una estrella resulta desviada un angulo a por el campo 
gravitatorio solar. Para un observador situado en la Tierra la estrella esta aparente- 
mente desviada un angulo a. El valor de Einstein para a es IGmJRc 2 , donde G es la 
constante de la Gravitacion, m, la masa del sol, R la distancia minima al centro del 
Sol, y c la velocidad de la luz en el vacio. 

la Yelocjdad de la luz es tan grande (3 • 10 8 m/s) y los tiempos de recorrido tan 
pequenos, que no se ha podido medir nunca esta curvatura de la luz originada 
por la Tierra. En una de sus primeras publicaciones acerca de Relatividad, Eins¬ 
tein predijo cual debia ser la curvatura sufrida por la luz procedente de una estre¬ 
lla al pasar cerca del Sol. Incluso en este caso es muy pequena la curvatura y 
durante muchos anos se han sentido atraidos los astrohomos a medirla con 
precision. Las medidas deben realizarse durante un eclipse de Sol y en el lugar 
en que pueda apreciarse como tal, ya que de otra manera no pueden verse ni 
fotografiarse las estrellas a causa de la luz solar que se difunde en la atmosfera 
terrestre. Debe realizarse un conjunto de medidas analogas (varios meses despues), 
por la noche, con las mismas estrellas. Se comparan despues los dos conjuntos de 
medidas. Segun el postulado de la equivalencia (Relatividad Generalizada) la posi- 
cion angular de las estrellas deberia haber variado 0,87 segundos de arco. Hasta 
ahora, las medidas (realizadas en 1922,1929 y 1951) concuerdan satisfactoriamente 
con el postulado, si bien no podemos considerarlo definitivamente establecido. 
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11-5 MoYimiento respecto a un sistema de coordenadas eo rotation, iiasta 
ahora hemos evitado los sistemas de coordenadas cuyos ej es giren. En varios ejem- 
plos, los sistemas de coordenadas estaban animados de movimiento de trasla - 
cion que seguia una trayectoria circular, pero las direcciones de los ejes eran 
siem pre fijas . En realidad, todo sistema de coordenadas solidario a la superficie 
terrestre gira, ya que lo hace la Tierra. Por ejemplo, la direction de un borde 
de esta pagina apunta ahora hacia un lugar fijo de la esfera celeste, pero dentro 
de diez minutos (aunque no hayamos tocado el libro) su direction habra variado 
Para la mayoria de los fines, segun veremos, el efecto de la rotation terres¬ 
tre sobre los experimentos de laboratorio es muy pequeiio. 

Con un experimento imaginario sencillo podemos ver que cuando gira un 
sistema de coordenadas, surgen complicaciones esenciales. Imaginemos una pla- 




(b) 


(C) 


(d) 


Fig. 11-21. Un cuerpo que se mueva en tinea recta con celerid ad constante res¬ 
pecto a u n sisjtema de coordenadas fijo, traz a trayectorias curvas como las indicadas 
en (a) y (bj c uan do gira el sistema de coordenadas. Cuando aumenta la veldcidad a n¬ 
gular (a de la plataform a, l a trayectoria adopta la forma indic ada en (c); y cuand o au¬ 
menta aun mas, la trayectoria adopta la forma de (d). 


lnganJ - - 22 
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tafnrma f riratoria sobre la que se haya montado una via horizontal, segun se indi- 
ca en la figura 11-21. Se fija un estilete inscriptor a un carrito que recorra la via 
con la celeridad constanteF 0 respecto a un sistema fijo de coordenadas. A1 girar 
la plataforma en sentido contrario al de las agujas del reloj con velocidad angu¬ 
lar co, el estilete traza.una curva de la forma indicada en las partes (a) y (b) de la 
figura. Cuando aumentaco, la trayectoria adopta la forma representada en(c) 
y cuando aumenta aiin mas, la representada en (d). Observese que las trayectorias' 
son un tanto complicadas y que la velocidad segun S ', segun indican las separa¬ 
tions entre puntos, no es constante ni en magnitud ni en direction. En el siste- 
_ma jle coordenadas<S',enT 0 taci 6 n, llegamos a la conclusion de que sobre el ob- 
jeto de ben eiercerse fuerzas de in ertia. Nuestro propdsito actual es determinar 
cuales son estas. 

Velocidad segun S’ y S. Como primer paso hacia nuestra meta de determinar 
las fuerzas de inertia que intervienen en nuestro experim ento i maginario, veam os 
como estan relacionadas las velocidades segun S y segun S'. Un cuerpo en rep o- 
so en S’ a una distancia r' del centro recorrera una circunferencia de radio r‘ 
con u na celeridad c or' segun S. S i consideramos co como cantidad vectorial (co esta 
dirigido hacia afuera del papel en la fig. 11 - 22 ) podemos expresar_esta velocidad 
s egun S' en forma concisa mediante v = co X r 7 , d onde r' e s el vector de posicion 



(b) 

Fig. 11-22. Eh (a) se tiene un cuerpo en reposo en el sistema de coordenadas S' 
y por tanto tiene una velocidad oi x r' en el sistema de coordenadas S. En (b) el cuerpo 
tiene una velocidad v' en el sistema de coordenadas S'. 
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septin S'. Un objeto en reposo segun S' tiene una velocidad u x r' segun S, y si 
un obieto tiene una veiocidad v' segun S'. su velocidad se gun S esu_simplemente. 

v = v' + w X r' (11-14) 

Esto puede verse de la rnanera siguiente. Haciendo referenda a la figural 1-22(b), 
durante un tiempo At. el cuemo recorrev' At segun S' . Pero, tambien durante 
At, el sistema S' de coordenadas ha girado un dneulo co A t con lo que. d„ve_cLor._ 
desplazamiento v A t segun S es el vector suma v' At 4- (u X r x ) At. L a veloddad 
segun S sera, pues, la dada anteriormente por la expresion (11-14). De otrama- 
nera, la velocidad segun S' es 


v' = v — u X r' (11—15) 

ya que, sobre un cuerpo en reposo en el sistem a S de coordenada s, .el efecto de 
una rotacion es originar un movimiento en el sentido de las aeuias del reloi ( cuan- 
do u> tiene el sentido contrario) segun S'. 

. Podemos obtener de otra manera la i mportante relacion ex istente entre las 
velocidade s v v v'. Im aginemos los dos sistemas de c oordenadas S y S' en el ins- 
tante en que S' h aya girado un uneulo 6 = ut. _ Un punt o P q ue tenga las coor¬ 
denadas (x, y) en S , t iene las co orde na das (x\ y') en S', e stando dada s x' e V po r 

x' = x cos 6 + y sen 6 y y' = y cos 8 — x sen 8 (11-16) 

Estas expresiones, que resultan evidentes en la_figuraJ_U2Vse pueden derivar res- 
pecto al tiempo t. El angulo 6 d ebe cons iderarse va r iab le y d d jdt e s u. Realizadas 
estas derivaciones, se obtiene 

v' x = v x cos 8 -1- v v sen 8 + uy' y v' y = v y cos 8 — v x sen 8 — cox' 

... 

para las dos componentes del vector velocidad v ; . Es evidente que las expresiones 
anterio res concuerdan con (11-1 5 ) porq ue v x cos 8 + ^sen 6 e s la co mponente 
x 1 del vector v v ojv' es la componente x' del vector — u X r'. A nalogamente, 
v y cos 8 — v x sen 6 es la componente y' del vector v y — ax' es la componente y' 
del vector — a X r'. Los detalles de esta demostracidn se presentardn como prO- 
blema al final de este capitulo. 

Ejemplo. Con referenda a la figura 11-21, supongamos que el carrito cruza la 
plataforma en 8 s y sea el diametro de esta 29,3 m. La velocidad segun S serd, pues, 
29,3/8 = 3,7 m/s dirigida a lb largo del eje y. La plataforma da una vuelta cada 8 s. 
con lo que su velocidad angular es to = 2»/8 = (»/4) rad/s dirigida segun el eje 2 
(hacia afuera del papel). iCudl es la veiocidad del carrito segun S' en el instante / = 0 
y en el / = 1 s? 
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La velocidad segun S' es v'.= v — u X r'.Segtin se indica en la figura 11-24, 
en el instante / = 0, v esta dirigida a lo largo del eje y' y tiene una magnitud de 3,7 m/$. 
El vector de position r' se extiende desde el origen hasta el punto Po y tiene una magni¬ 
tud de 14,65 m, que es el radio de la plataforma. Por tanto, el vector u> X r- tiene la 
direction indicada y una magnitud de (^/4)14,65 = 3,7 n m/s. La velocidad v' = 
v — w X r'tiene una magnitud de 

«/ = V3,72 +(3,7tt) 2 = 3,7 Vi + * 2 =12,2 m/s 
y el angulo d 0 viene dado por 

tg0o=rf> ^0 = 17,7° 

3,7 n 

En el instante t — 1 s, el carrito se ha desplazado al punto Pi que se halla a 14,65 — 
3,7 = 11,0 m del origen y r' se extiende desde el origen hasta Pi, habiendo girado el sis- 



Fig. 11-23. El sistema S' de coordenadas ha girado un dngulo 6 = <ot. 




Fig. 11-24. La velocidad v' segun S' en los instantes / = 0yr = ls para el. 
movimiento que se ilustra en la figura 11 -21. 
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tema de coordenadas 45°. La velocidad y sigue teniendo por magnitud 3,7 m/s, pero 
ahora esta dirigida siguiendo la llnea de trazos de la figura. El vector —w X r' tiene 
por modulo (?r/4)l 1 = 2,15n m/s y es perpendicular a la llnea de trazos. La velocidad 
segun S' tendra, pues, uria magnitud de 

v 1 = \/3,7 2 + (2,75?r ) 2 = 9,40 m/s 
y el angulo 6 1 Yiene dado por 


-ifer- e > - 230 

Aceleracion segun S' y segun S. H a quedado bien claro que cuando se des¬ 
cribe el movimiento de un cuerpo respecto al sistema de coordenadas S 1 en ro¬ 
tation, esta origina variaciones de la velocidad y de la cantidad de movimiento 
del cuerpo. Como consecuencia aparecen fuerzas de inertia sobre el cuerpo en 
S'. Podremos determinar estas fuerzas de inertia si encontramos la manera en 
qu e estan relacionadas las aceleraciones .en Jos dos sistemas de c oordenadas 
v S'. EJ producto ma de la masa por la aceler a cion se gun S, debe ser igual_a la 
fuerza de interac cidn-resultante..mientras que e l producto ma' segun S' debe ser 
igual a la resultante de las fuerzas de inte raction y d e in e rcia. 

La relati on existente entre las aceleraciones. se puede haliar facilmente. a par? 
, tir de las expr esiones que hemos desarrollado para relacionar las componentes 
de la velocidad . Luego, si no hacemos mas que derivar y reagrupar terminos en 
las dos expresiones (11-17), obtenemos 

a' x — a x cos 9 + a v sen 8 + 2uv' y + cj 2 x' 

a' y = a y cos 6 — a x sen 8 — 2uv' x + 

para las dos componentes de la aceleracion a' segun S'. Los dos primeros ter¬ 
minos del segundo miembro de la ecuacion (11-18a) constituyen la componente 
x' del vector a, mientras que + 2 cot>' es la componente x' del vector — 2 wX v\ 
El ultimo termino ojV, es la componente x' del vector coV.Analogamente, los 
dos primeros terminos de (11-18b) constituyen la componente y' del vector a' 
— 2cot>' es la componente y' de— 2u X v', mientras que J-w^'es la componente/ 
del vector coV. Las expresiones (11-18a y b) pueden escribirse, pues, en la forma 
■vectorial_ 

a ; = a - 2a X v' + u 2 r' (11-19) 

Esta deduction se ha llevado a cabo para el movimiento en el piano xv. Cu ando 
el movimie nto tiene tambien component e z, observamos que v' g y a' son parale- 
las al eje de rotation y po r tanto no estan infiuidas por esta. La e cuacion ( 11 J 9 ) 
sera, pues, aplicabl e a un mo vimiento arbitrario^ si sustituimos en el tercer ter- 


(ll-18a) 
(11—18b) 
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mino r' por la componente del vector en el piano xy . La magnitud de esta compo- 
nente es r sen <j>, siendo <f> el angulo que forman r' y w. Por tanto, obtendremos 
la direccion, sentido y magnitud correctas si sustituimos wVpor— u X (w X r'). 
Es decir. la relacion general existente entre a v a' es 

a' = a — 2« X v' — u X (« X r') (ll-19a) 


Antes de pasar a estudiar las fuerzas de inercia, consideremos un metodo algo mas 
fisico para llegar a la relacion existente entre las aceleraciones a y a'. 

Consideremos un vector arbitrario A en el piano xy. A puede ser un vector de po¬ 
sition, un vector desplazamiento, un vector velocidad, etc. Si A es constante con re¬ 
lacion a S', no lo sera con relacion a S porque la direccion de A con relacion a S’ variara 
continuamente (fig. 11-25). Si los ejes de coordenadas giran un angulo .10 = <nAt, la 
direccion de A habra variado un angulo /10 con relation a S, aun cuando no haya va- 
riado de direction con relacion a S'. Por haber variado la direccion de A con relacion 
a 5, el mismo A habra variado en una cantidad \A\(aA /, estando dirigida esta varia¬ 
tion perpendicularmente a A. Para S, parecera que A tiene una derivada respecto al 
tiempo (d\/dt) s = u X A. Para S\ desde luego, (dA/dt) s , es nula, si mantenemos 
nuestra hipotesis inicial. 

Si durante el interyalo de tiempo At varla A con relacion a S' en una cantidad ^A, 
la variation de A con relacion a S sera AA + u X A A t (fig. 11-26). La velocidad de 
variation es, pues, 

(f), = (t)y + “ x A 

con relacion a S. En otras palabras, el vector A varia respecto a S por dos razones. 
Primero, varia de direccion aunque sea constante en el sistema en rotation. Este es 

w X A A t 


y' V 



A 

Ad 


Fig. 11-25. Cuando el sistema S' de coordenadas gira un angulo .10, un vector 
constante en el sistema S' gira un angulo A 0 con relacion a S. 
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V 



Fig. 11-26. Cuando A varfa en AN con relacibn a S', varia en AN + w X A At 
con relacion a S. 


el origen del terminow X A.Segundo, si es nula to (sistema S' de coordenadas no gira), 
S y S' deben concordar en la velocidad de variacion de A. Esta es la esencia del ter- 
mino ( dN/dt) s , 

Podemos aplicar esta util relacion al vector de posicibn r = r 7 de una particula. 
Tendremos entonces v = V + wXr',en concordancia con lo hallado anteriormente. 
Por lo que se refiere a la aceleracion, s61o tenemos que aplicar nuevamente la relacion 
a la velocidad t = V -f a x r', Obtendremos cuatro terminos, ya que debemos de- 
rivar V + u X r 7 para obtener a 7 + w X v 7 , y luego anadir 00 X v para obtener 
u X y/ + W X (wXr 7 ). Cuando sumamos los dos terminos iguales tenemos a = 
a' -f 2w X v' -f w X (o) X r'),y esto tambien concuerda con lo hallado anteriormente. 


J’uerzas de Jnercig. Ahora que hemos hallado como estan relacionadas las 
aceleraciones a y a (con relacion a S y S', respectivamente), podemos pasar a 
hallar las fuerzas. de inercia. Si multiplicamos la expresion (11-19) por la masa 
del cuerpo que queremos cohsiderar. tenemos 

ma = ma' + 2 m(u X v 7 ) + mto X (a X r 7 ) 

y trasponiendo 

F 7 = F — 2m (a> X v') — mu X (u X r 7 ) (11-20) 

En el primer miembro tenemos F 7 = ma 7 = dp '/dt, que es la fuerzaque rhediria 
un observador S' situado en un sistema de coordenadas enTot acion. Fn cl spgim- 
do miembro tenemos F que es la fuerza q u e medir i a un observador en re poso 
S3— ua sistema jnerci aL_Esta. ultima fuerza hemos insistido que es una fuerza de 
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interaction o una resultante de fuerzas de interaccion. Los dos restantes terminos 
de 11-20) son las fuerzas de inercia: 


F'i = -2m(w X v') — mu X (w X r') (11—21) 


Evidentemente, cuandowes nula, S' no g ira y S’ y S deberan concordar en l as 
fuerzas. Que as! ocurre resulta inmediato en (11-20) porque la s dos fuerzas de 
inercia se anulan cuando se anu la u. 

El segund o de los terminps de las fuerzas de inercia, — mu X (w X r') (que 
puede escribirse en la forma wuoV cuando el movimiento esta confinado a un 
piano normal aw), tiene un significado sencillo y de facil comprension. Con re¬ 
lation a un observador en reposo, un cuerpo en reposo sobre una plataforma 
giratoria sigue una trayectoria circular y, por tanto, esta acelerado hacia el cen- 
tro de la circunferencia (fig. 11-27). La fuerza que origina esta aceleracion puede 
ejercerla un bloque fijo a la plataforma, un- hilo tenso o cualquier otra fuerza 
de interaccion. Esta fuerza de interaction uebe ser igual a mu 2 / y dirigida hacia 


el interior, ya q ue la a celeracion esta dirig ida hacia el centro de la circunferencia . 

En cambio, l a masa esta en reposo respecto al sistema de co ordenadas en 
rotatio n y, por tanto, es fa en equilibrio . JLa_ fuerza resultante F' debera, pues, 
ser nula. El primer terming de las fuerzas de jnercja es nulo porque v’= 0 . El 
jeeundo terming de las fuerzas de inercia —mu X ( u X r'), t iene por modu lo 
mcuV y e sta d irigido hacia afuera. Por tanto, para que el c uerpo se halle en equi¬ 
librio en S', deber a existir una fuerza de interac cion de magnitud mco Vdirigida 
hacia el interior. Yemos, pues, que las fuerzas de interaccion concuerdan en S 


ys\ 

La fuerza de inercia — raw X (w X r'), que para el movimiento piano es mcuV, 
existe solam ente en S ' v recibe el nombre de fuerza centrifuga, Esta sie mp.re__dl-- . 
rigida hacia a fuera, es siempre perpendicular al eje de rotation y ds proporcional 
a co 2 y a la distancia al eje. 

Mientras la fuerza centrifuga —mu X (w X r') d epende de la p osicion r' 
pero no de la velocidad v', el primer termino de las f uerzas de inerc ia en (11-21), 

—2mw 2< v'Jlamado fuerza de Coriolis, depende de la velocidad en S', pero no 
de la posic ion. Recordemos nuestro estudio de la trayectoria del carrito que 
recorre la via situada sobre la plataforma gira toria. Con relation al sistema de 
coordenadas S. la trayectoria de_una masa sobre la q ue no se eiercen fuerz as 
ha de ser rectilinea . Pero con relation al sistema de coordenad as S' d e la plata¬ 
forma giratoria, la trayectoria es curva. La fuerza de Coriolis es perpendicular 
a w y a v' v e n el caso representado en la figura 11-28, tiende a curvar la trayec to- 
ria hacia la derecha. Sobre la superficie de la plataforma, la fuerza de Coriolis 
tiende siempre a desviar hacia la derecha a la masa movil, es decir, en el sentido 
de las agujas del reloj. 
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(0 



Fig. 11-27. La masa m esta en reposo con relacion a S'y la fuerza centrifuga 
esta dirigida hacia afuera. 


(0 



Fig. 11-28. La fuerza de Coriolis es perpendicular a icyav, 

Es importante que el lector se de cuenta de que la trayectoria curva, vista des- 
de un sistema de coordenadas en reposo, surge por razones purame.nte geometri- 
cas. Un lapiz que se mueva a velocidad constante sobre una hoja de papel en re¬ 
poso, trazara una recta. Pero si el papel gira, la linea sera curva. Las fuerzas de 
inercia, centrifuga y de Coriolis, sdlo se aplican en la description del movimiento 

respecto a sistemas de coordenad as en rotacion. . r-- : - —.-... (/ 

.. V Ftp t .■ ;/ -c 

Ejemplo 1. -Un cuerno esta en reposo con r elacion a S. Con relacion a S', que 
es un sistema de coordenadas en rotacion, el mismo cuerpo gira con velocidad an gu¬ 
lar cu y tiene una celeridad wr' . Como la.aceleracjon de un cuerpo q ue recorre una 
travectoria circular es o) 2 r' y esta dirigida hacia el centro de rotacion, sobre eLcuerpo 
debera ejercerse un a fuerza resu ltante_ma>V dirigida hacia el centro, Para ver que esta 
conclusion es compatible con las expresiones de las fuerzas de inercia en S', obserye- 
mos que la fuerza centrifuga es mco 2 r' dirigida en el sentido de alejamiento del centro, 

r-J- f 

f -r- A- •’/••• 

p • f ‘ . — rr.- f i. — (Tt'V 
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y la fuerza de Coriolis es Imofir' diri gida hacia el centro. La fuerza de inercia total, 
centrifuga m&s Coriolis, serd, pue^ 

Fj - —2 m(u X vO — mu X (u X O 

= —2 mwV + mwV = —maV 


El producto de la masa por la aceleracion, segun *5", debe ser igual a la fuerza resul- 
tante, es decir, fuerzas de interaccidn mas fuerzas de inercia. El producto de la masa 
por la aceleracidn es — moik' y como las fuerzas de inercia dan por si solas —maPr', 
no se precisaran fuerzas de interaccidn. Esta misma conclusion se deduce en S, puesto 
que el cuerpo esta en reposo respecto a S. 

Ejemplo 2. Una varilla de longitud L nuede girar alrededor de uno de sus extre- 
mos sobre una sunerficie horizontal exenta de rozamiento s, empujando una particul a 
de masa m. La varilla gira con velocidad angular co constante y la particula se halla 
inicialmente.en reposo muy prdxima al eje de rotacidn. iCudl es la fuerza de contac- 
to F que ejerce la varilla sobre la particula, y cual es la energia cindtica de la particu^ 
cuando abandona el extremo de la varilla? (Supdngase que desliza sin rozamiento,) 

Tomemos el eje x' & lo largo de la varilla, segun seindica en la figura 11-29. C ofa 
relacidn al sistema S' de coordenadas que se mueve con la varilla, la fuerza centrifu¬ 
ga es mu ty dirigida hacia afuera, y la fuerza de Coriolis es 2muv' x perpendicular a 
la varilla, segun se indica. Con relacidn a S', la particula estd en equilibrio en la di- 
reccidn v'. c on lo que la fuerza resultante en la direccidn y' debe ser nula. Por tanto, 
si es Fla fuerza de contacto due se elerce sobre la particula. tenem os F — 2muv' x = 0 
o sea,F = 2wv'. 

En el andIMs~cdn relacidn al sistema de coordenad as S en repos o. se razona de la 
manere siguiente. La dist anci a x' mide la distancia radial de la masa al eje . El momen- 
to cinetico serd . por tanto / = mx' 2 <o. El momento resultante, o velocidad de vari a- 
cidn de la cantidad de movimiento, es 


r = — 2mxW, 

_ __ (it -- 

pero como el momento debe se r t = Fx\ la fuerz a F debe se r igual a 2 muvl . Concuer- 
dan las, fuerzas de interaccidn en S y S' . 

La fuerza centrifuga es mu 2 x' y esti dirigida hacia afuera, por lo oue al moverse 
la particula de x' — 0 a x' = L, e l trabajo realizado sobre ella es 

rL 2 

TTT / 2 7 J / Ttilj 2 

W = / mu x ax — —— u 
— Jo 2 

Luego, l a energia cindtica c on rel acidn a S' es mU-oP-H. Como la en ergia rin^rira pg 
tambidn mv' x 2 /2, o btenemos v' x — uL en x' = L. 
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Con relaridn a S , vL uL es una velocidad radial y la masa tiene, ademas, una 


velocidad transversa i guaTa~Ta velocidad del extremo de la varilla. Esta velocidad trans- 
_versa tambidn vale aL, con lo cual la celerida d.de la ^masa respecto a S es coL\/2, y 
laenergia cindtica con relacidn a S es maAL?. En los problemas de este tipo, el movi- 


miento en S' es, frecuentemente, mds sencillo que en S. 

En el ejemplo actual, la trayectoria de la partfcula es rectilinea en S', mientras que 
en S es una espir al celativamente complicada. E n el ejemplo siguiente se insistird so- 
bre esta cuestidn ’ 

Ejemplo 3. Una experiencia interesante acerca del movimiento en un sistema 
de coordenadas en rotacion es la siguiente. Sobre una via recta montada sobre una 


mesa horizontal que puede girar alrededor de un eje vertical, se mueve im carrito. 


Este esta sujeto al punto medio de un resorte que se mantiene tenso entre los dos ex- 


tremos de la via , segun se indica en la figura 11-30. La posicidn de equilibrio del ca¬ 
rrito se halla en el eje de rotacidn. Cuando no gira la mesa , el p eriodo de oscilacion 
del carrito es Tq. iCual serd el periodo de oscilacion cuando la mesa gire con veloc i¬ 
dad angular a>? 





Mr * 


2ma»x 






Figura 11-29 


Figura 11-30 


Estudiemos el movimiento respecto a un sistema de coordenad as S' solidario a la 
_mesa giratoria. A una distancia x' de la posicion de equilibrio tendremos dos fuerzas 
actuando sobre el carrito: la de in ter acrid n del resorte —Kx' y la de inercia (centrf- 


fuga) mco 2 x', donde K es la constante del resorte y m la masa del carrito. La ecuacidn 
de l movimiento es. pues, 

,2 , 

m — —Kx + mu> 2 x f = —(K — mu> 2 )x' 


En otras palabras, la fuerza centrffuga hace disminuir a la fuerza restauradora y la 


constante del resorte eficaz es K — mco 2. El periodo de oscilacidn es. 



2 


2 
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dond e a)n = VK/m. O ueda claro qu e cuando cu > <d 0 el carrito no oscila ra sino ou e 
tendra en todo momento una aceleracion positiva y se movera alejandose del eje de 
rotation. _ 

Efecto de la rotacidn terrestre. Hemos visto que en un sistema de coorde- 
nadas en rotacidn surgen dos fuerzas de inercia. La fuerza de Coriolis depende 
de la velocidad del cuerpo pero no de su position, mientras que la fuerza centri- 
fuga depende de la position del cuerpo, pero no de. su velocidad. La fuerza cen- 
trifuga tiene sobre el movimiento de los cuerpos eii la superficie terrestre un efec¬ 
to facil de calcular, por lo que vamos a considerarlo primeramente. 

La fuerza centrifuga tiene por magnitud mo>V, donde r' es la distancia de la 
masa m al eje de rotacidn; esta dirigida en el sentido de alejamiento del eje de 
rotacidn. Por tanto, a una latitud X, donde r' — R cosX , la fuerza centrifuga 
es mu 2 R cos X. Ademas de la fuerza centrifuga existe la fuerza gravitatoria que, 
suponiendo que la Tierra es una esfera uniforme, estara dirigida hacia su centro 
geometrico. Cuando se mide el peso de un cuerpo, contribuyen las fuerzas gra¬ 
vitatoria y centrifuga y el peso total es su suma vectorial. En el ecuador, don¬ 
de cos X — 1, la aceleracion centripeta es c o 2 R = (7,3 • 10 -5 ) 2 (6,4 ■ 10 6 ) = 0,034 
m/s 2 o sea un 0,35 % de g. A otras latitudes, la contribution centrifuga es aun 
menor. En la figura 11-31 podemos ver que la g medida es 

g~g’ - u 2 R cos 2 X (11-22) 

donde g' es la contribucion de la fuerza gravitatoria exclusivamente. Los valo- 
res de g medidos sobre la superficie terrestre varlan con la latitud. Sin embargo, 


(0 




Fig. 11-31. El peso de un cuerpo y la direction de la plomada estan afectados 
por la fuerza centrifuga. 
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existe otra -variation atribuible al h?cho de que la Tierra no es esferica, sino que 
esta algo achatada por los polos. 

La fuerza centrifuga tambien hace que la plomada no indique la vertical «ver- 
dadera». La plomada tiene la direction de mgy no la de mg' y el angulo de des- 
viacion, que tiene su valor maximo a X = 45°, esta dado por 


X' - X ~ 


moo 2 R cos X sen X J o) 2 R sen 2X 


mg 


2 g 


(11-23) 


La desviacion maxima es, aproximadamente, 0,1°. 

La fuerza centrifuga crece con la distancia a la Tierra; y en el piano ecua- 
torial a unos 42 000 km del centro de la Tierra, se hace igual a la fuerza de la gra- 
vedad Gm t m/r 2 . A esta distancia, un satelite estarla en equilibrio bajo la action 
de las fuerzas centrifuga y gravitatoria y, para un observador situado en el ecua- 
dor, permanecerla siempre en la misma posicion sobre el. (No habria fuerza de 
Coriolis porque para un sistema de eoordenadas solidario a la Tierra, el sate¬ 
lite no tendrla velocidad.) Visto desde un sistema de eoordenadas que no gira 
con la Tierra, el satelite se hallaria en una orbita ordinaria que estarla en el pla- 
i no ecuatorial. El tiempo que emplearla en dar una vuelta a la Tierra, serla un dla. 
Ordinariamente, los calculos astronomicos se realizan para un sistema de coor- 
denadas S fijo en el espacio y a fines de observation, se transforman posterior- 
mente los resultados a un sistema de eoordenadas S' que gire con la Tierra. Este 
procedimiento suele ser menos engorroso y complicado que el de resolver los pro- 
blemas para S', donde habria que introducir las fuerzas centrifuga y de Coriolis. 

El efecto de la fuerza de Coriolis sobre el movimiento de los objetos en la 
superficie terrestre suele ser muy pequeno. Como la velocidad angular de la Tie¬ 
rra es w = 2ir/T = 7,3 • 10~ 5 rad/s, la velocidad de un cuerpo debe serai menos 
v = g/ 2co = 1,4 • 10 5 m/s para que la aceleracion de Coriolis sea igual a g. En 
cambio, cuando son largos los tiempos de recorrido, como ocurre con los pro- 
yectiles de largo alcance y los vientos, incluso estas aceleraciones relativamente 
pequenas pueden originar desviaciones grandes. 

Consideremos el movimiento en un piano horizontal a una cierta latitud 
del Hemisferio Norte. El vector velocidad angular <a esta dirigido hacia el exte¬ 
rior del suelo y, segun se indica en la figura 11-32, la fuerza de Coriolis desviara 
siempre hacia la derecha a todo cuerpo que se mueva en el piano horizontal. 
En el Hemisferio Sur, el vector velocidad angular esta dirigido hacia el interior 
de la Tierra y la fuerza de Coriolis desviara al cuerpo hacia la izquierda. En ge¬ 
neral, la fuerza de Coriolis tambien tendra componentes normales al piano hori¬ 
zontal. En efecto, la fuerza de Coriolis que se ejerce sobre una partlcula que se 
mueve sobre el ecuador es totalmente normal al piano horizontal, estando diri- 
gida hacia arriba cuando la particula se mueve de oeste a este, y hacia abajo cuan- 
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do se mueve en sentido contrario. Una particula que se mueva verticalmente 
sobre el ecuador no se halla sometida a fuerza de Coriolis alguna porque enton- 
ces uyv' son paralelos y « X v' es nulo. 

Ejemplo. Se deja caer una masa m desde una altura h sobre la superficie terrestre 
en rotacibn. Si la Tierra no girara, la masa caerfa a lo largo de la direccibn de la ploma- 
da. Sin embargo, la Tierra gira y por ello la fuerza de Coriolis desviari ligeramente 
al cuerpo. Para simplificar nuestras consideraciones, consideremos im cuerpo que se 
deje caer desde un punto sobre el ecuador. Supondremos que en el valor que empleemos 
de g esti ya incluido el efecto de la fuerza centrifuga. 

La fuerza de Coriolis, segiin se indica en la figura 11-33, esta dirigida hacia el Este 
y para un cuerpo que caiga verticalmente con velocidad v, vale 2mcov. La fuerza de 
Coriolis es aqui muy pequena y su efecto sobre la velocidad es tan debil que podemos 
calcular la desviacibn de la manera siguiente. La velocidad v pafa un cuerpo que cae 
desde una altura h es gt. La fuerza de Coriolis seri por tanto F = 2 mugt. La acele- 
racibn hacia el Este dv e /dt, es 


do e « , 

y para la velocidad hacia el este v», tenemos 

.2 dx .2 

v» — o )gt o sea — = «gt 

at 

La desviacibn hacia el Este en un tiempo t es, pues, 


x = 


6 >gt c 


Como el tiempo de caida es t — V2h/g, tenemos para la desviacibn 

-»@r 

Para un cuerpo que se suelte desde una altura h = 100 m en el ecuador, x sblo vale 
6 cm. Esta desviacibn es aun menor a mayores latitudes y es nula en los Polos. 

Tambi&i puede resolverse el problema desde el punto de vista de un observador 
situado en un sistema fijo de coordenadas (prob. 11-37). Cualitativamente, la desvia¬ 
cibn hacia el Este de un cuerpo que cae se debe, en este caso, al hecho de que un cuer-. 
po que se deja caer, por ejemplo, desde lo alto de un poste en el ecuador tiene la mis- 
ma velocidad angular que la base del poste, pero tiene una velocidad hacia el Este 
ligeramente superior. El extremo mis elevado del poste se halla mas lejos del centre 
de la Tierra que la base de dicho poste. 
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Fig. 11-32. En el hemisferio Norte, la fuerza de Coriolis desvia hacia la derecha 
a las particulas que se mueven en un piano horizontal. En el hemisferio Sur, la des- 
viacidn correspondiente es hacia la izquierda. Observese que en cada caso s61o se indica 
la componente de la fuerza de Coriolis en el piano x'y’. 



Fig. 11-33. La Tierra vista desde el Polo Norte. Se deja caer un cuerpo desde 
una altura h sObre el ecuador. La velocidad angular de la Tierra esta dirigida hacia 
afuera del papel y la fuerza de Coriolis desvia hacia el Este al cuerpo que cae. 
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Fig. 11-34. En un sistema de coordenadas que gira con la tierra, el piano de 
un pendulo de Foucault gira 360° en un dia. 

Pendulo de Foucault . El pendulo de Foucault proporciona una de las pocas 
experiencias de laboratorio que ponen de manifiesto la rotation de la Tierra. 
Imaginemos un pendulo suspendido sobre el Polo Norte terrestre (fig. 11-34). 
Si se ha disenado y preparado adecuadamente la suspension del pendulo, al po- 
ner este en marcha seguira oscilando en un piano fijo respecto a las estrellas. 
La Tierra da una vuelta bajo el pendulo una vez cada dia y por eso el piano de 
movimiento del pendulo, visto por un observador situado en la Tierra, parece 
girar. A latitudes diferentes de ±90° (los Polos) gira el piano del pendulo de 
Foucault, pero la velocidad angular no es co, como en los Polos. Solo es co sen X, 
donde w es la velocidad angular de la Tierra y X la latitud. A una latitud de 30°, 
el piano da una vuelta cada 48 horas y en Barcelona (X ~ 41°) el piano da una 
vuelta cada 36 horas aproximadamente. 
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11—1. El origen de un sistema de 
coordenadas S' se mueve con velocidad 
constante V — 2 m/s a lo largo del eje x 
de un sistema de coordenadas S. En 
t — 0, coinciden los origenes de S y S'. 
iCuales son las coordenadas (x' } y') en 
S' de un punto r'=4mj=5men.S ) 
en los instantes / = lsy/ = 3s? 

11-2. Un muchacho anda de un lado 
al otro de un tren que se mueve lenta- 
mente, tardando 3 s en. cruzarlo. La an- 
chura del tren es de 3 m y se rtiueve a lo 
largo de una via pcta horizontal a 2 m/s. 
(a) Dibujar un esquema de la trayectoria 
del muchacho respecto al suelo. (b) <,Que 
distancia recorrera el muchacho? iCual 
era su velocidad relativa a tierra? 

11-3. Con referenda al- problema 
11-2. Si el muchacho pesa 44 kg, £cual 
es su energia cinetica relativa al sistema 
de coordenadas S' solidario al tren y re¬ 
lativa al sistema de coordenadas S soli¬ 
dario a tierra, cuando el muchacho anda 
con velocidad de 1 m/s (a) a traves del 
tren? (b) hacia adelante? (c) hacia atras? 
(d) iCon que velocidad y en que direc¬ 
tion y sentido deberia moverse el mu¬ 
chacho para que su energia cinetica res¬ 
pecto a S fuera nula ? 

11-4. En nuestro estudio del movi- 
miento de proyectiles (cap. 4), vimos que 
para lograr el alcance inaximo, habla que 
disparar el proyectil en una direction que 
forme un angulo de 45° con la horizontal. 
Supongamos que se dispara un proyectil 
(celeridad initial vq) desde la parte tra- 
sera de un tren rapido (celeridad Vq) hacia 
la maquina. Un observador A dice que 
el movimiento del tren no influye; el an¬ 
gulo de tiro correspondiente a -alcance 
maximo sigue siendo 45°. El observador 
B dice que ©so es falso; hay que consi- 


derar la velocidad del tren y el angulo de 
tiro ha de ser mayor que 45°. <,Quidn 
tiene razon y por qu6? 

11-5. Un cuerpo se mueve a 200 m/s 
en una direccidn que forma un Angulo de 
30° con el eje a; de un sistema fijo. £Cual 
es el angulo correspondiente medido res¬ 
pecto a un sistema de coordenadas que 
se mueve a 100 m/s en la direction x ? 

11-6. Un ascensor sube con velo¬ 
cidad constante de 3 m/s. Un pasajero deja 
caer una moneda desde una altura de 1 m 
sobre el suelo del ascensor. Hallar el 
tiempo transcurrido hasta que la moneda 
llega al suelo. Resolver el problema pri- 
meramente respecto al sistema de coorde¬ 
nadas que se mueve con el ascensor y des¬ 
pues respecto al sistema de coordenadas 
solidario al edificio. 

11-7. Un cuerpo de masa m a se 
mueve en linea recta sobre una superficie 
sin rozamiento con una velocidad v a . Rea- 
liza un choque perfectamente elastico 
con un cuerpo de masa m b inicialmente 
en reposo. Supongase el choque uni¬ 
dimensional. (a) iCual es la velocidad del 
centro de masa? (b) iCuales son las ve- 
locidades iniciales y las cantidades de 
movimiento de los cuerpos m a y m b para 
el sistema S' que se mueve con la velo¬ 
cidad del centro de masa? (c) iCuales 
son las velocidades finales para S"i (d) 
iCuales son las velocidades finales para el 
sistema S en reposo ? (e) iCuales son las 
energias cintiicas finales de cada uno 
de los cuerpos segun S' y segun SI 

11-8. Un cuerpo A de masa m a — 10 
kilogramos se mueve en el sentido posi- 
tivo de las x con una velocidad v a — 5 m/s. 
Otro cuerpo B de masa m b = 20 kg re- 
corre una recta que forma un angulo de 
45° con el semieje positivo de las x, con 


Ingard — 23 
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una velocidad v b = 5 m/s. (a) Indicar 
en un diagrama vectorial, trazado a es- 
cala, el vector cantidad de niovimiento 
total y los vectores cantidad de movi- 
miento P* y P* de los cuerpos respecto al 
centro de masa. Comprobar que estos 
vectores tienen igual magnitud y direc- 
cidn, pero sentidos contrarios. (b) De- 
terminar analiticamente la magnitud, di- 
reccidn y sentido de la cantidad de movi- 
miento total, la velocidad del centro de 
masa, y las cantidades de movimiento 
y velocidades de Ay B respecto al centro 
de masa. (c) iCudl es la energia cindtica 
total del sistema respecto al centro de 
masa y cual es la energia cindtica respecto 
al sistema del laboratorio? 

11-9. Con referenda al problema 
11—8. Supongamos que los cuerpos A 
y B chocan en el orfgen y que el choque 
es totalmente ineldstico. iCual seri la 
energia perdida en el choque? 

11-10. En el texto se ha obtenido 
la relacion energdtica E = MV 2 /2 + E* 
para el caso particular de dos puntos ma- 
teriales. Extender el andlisis del texto y 
demostrar que esta relacion energdtica 
es aplicable a un numero cualquiera de 
puntos materiales. 

11—11. Un cuerpo B de masa m se 
halla inicialmente en reposo y puede mo- 
verse libremente en un piano exento de 
rozamientos. Otro cuerpo A, tambien 
de masa m, choca con B. Despuds del 
choque, el. movimiento de los cuerpos no 
tiene lugar a lo largo de la misma recta 
que antes. Demostrar, analitica y geomd- 
tricamente con ayuda de un diagrama 
vectorial que, si el choque es perfecta- 
mente elastico,' las trayectorias de los 
dos cuerpos .despuds del choque son 
perpendiculares. 

11-12. Consideremos nuevamente el 
choque perfectamente elastico del pro¬ 
blema anterior, pero siendo ahora di- 


ferentes las masas My m. (M estd inicial¬ 
mente en reposo.) Demostrar que si la- 
masa incidente se desvia un angulo de 
valor <f> medido en el sistema del centro 
de masa, la magnitud de su velocidad 
despuds del choque en el sistema del 
laboratorio es 

. \/ M 2 + m 2 + 2 Mm, cos <j> 

v ~ -i —TF - v \ 

m + M 


donde v es la velocidad antes del choque. 

11-13. En el problema anterior se 
media el dngulo <f> en el sistema C. Si es 
6 el dngulo correspondiente en el sistema 
L, demostrar que en un choque perfecta¬ 
mente elastico 


ctg 6 = 


cos <f> + m/M 
sen $ 


11-14. Un ascensor sube con. una 
aceleracidn constante de 3 m/s 2 . Tres se- 
gundos despuds de haber partido del re¬ 
poso, un pasajero deja caer una moneda 
desde una altura de 1 m sobre el suelo 
del ascensor. Hallar el tiempo transcu- 
rrido hasta que la moneda alcance el suelo. 
Resolver el problema primeramente desde 
el punto de vista de un observador en un 
sistema de coordenadas en reposo, y des¬ 
puds desde el punto de vista de un pasa¬ 
jero en el sistema de coordenadas soli- 
dario al ascensor. 

11-15. Un tren parte del reposo y 
acelera a 3 m/s 2 en la direccion y sentido 
-del semieje + x. Tres segundos despuds 
de arrancar el tren, un pasajero deja caer 
una moneda desde una altura de 1 m §obre 
el piso del tren. (a) En el sistema de coor¬ 
denadas S' solidario al tren, £cual es la 
direccidn y sentido de la fuerza de inercia 
que se ejerce sobre la moneda? (b) Uti- 
lizando el sistema de coordenadas S', 
hallar el tiempo que emplea la moneda 
en alcanzar el piso y hallar qud distancia 
recorfe la moneda hacia la parte delan- 



tera o trasjera del tren durante su caIda. 

'f 

(c) Resolver el problema desde el puiltjb 
de vista de un observador situado en ijfc 
sistema de coordenadas solidario a tier^. 

11-16. Un ascensor que baja a 3 rt^s 
se detiene en una distancia de 15 cm. Ljpfc 
persona situada sobre una bascula de lp- 
sorte en el interior del ascensor obseiw 
que la indicacion de la bdscula vat®, 
durante el periodo de freno. Si la d<es- 
aceleracibn aparsnte es constante, £en 
qu6 factor ba variado la indicacion del 
peso por la bascula? 

11—17. Una masa m situada sobre 
una plataforma horizontal exenta de ro- 
zamientos estd sujeta a un extremo de un 
resorte de la manera indicada en la fi- 
gura 11 — 35. La constante del resorte 
es K. Se pone en movimiento la plata¬ 
forma con una aceleracion constante a 
en la direction horizontal, (a) En el sis¬ 
tema de coordenadas S' solidario a la 


plataforma, icuales son las fuerzas de 
interaccidn y las fuerzas de inertia que 
se ejercen sobre m? (b) £Cual es la com- 
presion mdxima del resorte originada 
por la aceleracion? (c) iCudl es el mo¬ 
vimiento subsiguiente de m respecto a 
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la plataforma? (d) Si tambten es m la 
masa de la plataforma, determinar la 
fuerza necesaria para mantener la acele- 
racidn constante de la plataforma. 

11-18. Una barra horizontal de lon- 
gitud L y peso despreciable puede girar 
alrededor de un eje vertical que pasa por 
su punto medio, en la forma que se in- 
dica en la figura 11 — 36. El cojinete del 
eje mantiene siempre horizontal la barra. 
En los extremos de 6sta se sujetan dos 
bolas de masas m y 3m. Inicialmente, la 
barra y la plataforma que soporta al eje 
se hallan ambas en reposo. Se da entonces 
a la plataforma una aceleracidn horizon¬ 
tal constante a normal a la barra, segun 
se indica. (a) Determinar las magnitudes, 
direcciones y sentidos de las fuerzas de 
inertia que se ejercen sobre las dos bolas. 
(b) i,Cual es la aceleracion angular initial 
de la barra, originada por el movimien¬ 
to de la plataforma? (c) iCudl es la velo- 
cidad angular de la barra cuando ha gi- 
rado un angulo de 30° ? (d) iCual es el 
periodo de oscilacidn pequena de las 
masas alrededor de su posicidn de equi- 
librio ? 

11-19. Del techo de un coche pende 
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una ploniada de longitud / y aquel puede 
deslizar libtemente hacia la parte infe- 
ferior de un piano inclinado exento de 
rozamientos. El angulo de inclinacion del 
piano es 6. (a) Indicar en nn diagrama 
todas las fuerzas de interaction y de iner- 
cia que se ejercen sobre la plomada (en 
el sistema de coordenadas S' que se 
mueve con el coche). (b) Si se supone que 
el pendulo forma un dngulo a con la 
normal al piano, icudles son las com- 
ponentes de todas las fuerzas que se 
ejercen sobre el piano? (c) iCual es el 
angulo de equilibrio del pendulo? (d) 
iCual es la tension del hilo ? (e) Si se suelta 
el coche partiendo del reposo con el 
pendulo coigando vertical, £cual sera 
el movimiento subsiguiente del pendulo? 
(f) iCual sera el periodo de las oscila- 
ciones (supuestas pequenas) del pendulo 
y la amplitud de oscilacion? 

11-20. £En cuanto variara la fuerza 
que ejerce la Luna sobre una masa m 
de la superficie terrestre, con la position 
de m sobre la Tierra? 

11-21. Imaginemos un satelite te¬ 
rrestre consistente en dos masas iguales 
montadas en los extremos opuestos de 
una varilla sin masa de longitud /. Si el 
satelite sigue una orbita circular de radio R 
y si el eje de la varilla forma un angulo 0 
con una recta que vaya al centro de la 
Tierra, £cual es el momenta que actua so¬ 
bre el satelite? iCual es el periodo del mo¬ 
vimiento armonico simple de pequena am¬ 
plitud? Comparese este periodo con el de 
rotation del satelite alrededor de la Tierra. 

11-22. iCuanto caera la luz al atra- 
vesar la longitud de un estadio deportivo ? 

11-23. Estimar el orden de mag- 
nitud de la desviacion de un rayo lumi- 
noso que pase rozando el Sol, utilizando 
valores groseramente aproximados para g 
y para el tiempo que permanece la luz 
proxima al Sol. 


11-24. £Es posible que la luz pueda, 
como lo hace un planeta o satelite, rodear 
una estrella muy masiva? iQu6 propi^- 
dades deberia tener dicha estrella? 

11-25. Un satelite terrestre recorre 
una trayectoria circular a una altura h 
por encima de la superficie terrestre. 
(a) lC util es la fuerza gravitatoria te¬ 
rrestre que se ejerce sobre un objeto de 
masa m, interior al satelite? (b) iCual es 
la fuerza de inercia que se ejerce sobre 
el objeto? (c) Deben ser siempre iguales 
y directamente opuestas estas dos fuerzas ? 

11-26. Sobre la parte trasera de un 
camion que lleva una velocidad Vq por 
una carretera' recta, se monta una plata- 
forma • giraioria horizontal. Cuando la 
plataforma gira con una velocidad angu¬ 
lar (a pequena, un nino situado sobre la 
plataforma a una distancia R de su centro 
se mueve en uno y otro sentido siguiendo 
un camino parecido a una sinusoide res- 
pecto al sistema de coordenadas fijo a la 
carretera. Cuando la velocidad angular 
de la plataforma es muy grande, el nino 
parece recorrer una trayectoria que se 
cierra sobre si misma. (a) lA que valor 
de a) dejar & de producirse este cierre 
sobre si misma de la trayectoria ? (b) iCudl 
es la velocidad del nino cuando cruza la 
linea central del camion? 

11-27. Se incrusta una piedra en la 
pastilla de un neumatico de 60 cm de 
diametro de un camion que va a 90 km/h. 
Trazar un diagrama vectorial en el que 
figure el valor inicial de la velocidad de la 
piedra si saltara del neumatico en cada 
uno de ocho puntos del neumatico igual- 
mente espaciados. 

11-28. Una .plataforma giratoria de 
16 m de radio da una vuelta cada 8 s. 
Sobre su superficie exenta de rozamientos 
desliza un cuerpo a 4 m/s con relacion 
a un sistema de coordenadas en reposo 
y pasa a menos de 4 m del centro. Dibu- 
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jar la trayectoria del objeto con relation 
a S'. Incluir las trayectorias para los casos 
en que la plataforma diera una vuelta 
cada 16 s y una vuelta cada segundo. 

11-29. iA qud velocidad deberla gi- 
rar alrededor de su eje un vehiculo es- 
pacial cillndrico de 12 m de diametro, para 
que un pasajero tenga su peso normal? 

11-30. Referente a la deduction de 
la aceleracion a' en el sistema de coor- 
denadas en rotacion. (a) Deducir las 
expresiones para x' e y' a partir de la 
figura 11—23. (b) Derivar una vez las 
expresiones d ex' ey' para obtener las ex¬ 
presiones de o' y o'. Comprobar los re- 
sultados con la formula vectorial v' = 
v — co x r. (c) Derivar o' y v' y , y obtener 
las expresiones de s,' x y a'. Comprobar 
los resultados con la expresidn vectorial 
a' = a — 2co x y' - to x (co x r'). 

11-31. iQue velocidad debe tener 
im cuerpo en el ecuador para que sean 
iguales su peso y la fuerza de Coriolis? 

11-32. Si la fuerza centrlfuga en el 
ecuador fuera igual a mg, £cual seria la 
duration correspondiente de un «dla»? 
iComo variarian con la latitud los pesos 
aparentes de los objetos? 

11-33. £En que condiciones tendran 
magnitudes comparables las fuerzas cen- 
trifuga y de Coriolis ? 

11-34. iCual es la fuerza centri- 
fuga resultante de la rotacion de la Tierra 
alrededor del Sol? Comparese con la 
fuerza centrlfuga resultante de la rota¬ 
cion de la Tierra alrededor de su eje. 

11-35. Una locomotora de 50 tone- 
ladas se mueve hacia el norte en Barce¬ 
lona siguiendo una via recta a una velo¬ 
cidad de 144 km/h. iCual es el empuje 
lateral que ejerce la via sobre la locomo- 
tord a causa de la rotacion de la Tierra? 

11-36. Utilicese la fuerza de Co¬ 
riolis para determinar la desviacion ha¬ 
cia el Este de un cuerpo que se deja 


caer a una latitud arbitraria desde una 
altura h. 

11-37. Se deja caer un cuerpo desde 
una altura h sobre el ecuador terrestre. 
iCuanto se desvla hacia el Este el cuerpo ? 
Resolver el problema respecto a un sis¬ 
tema de coordenadas fijo (no giratorio). 
(Sugerencia. El momento cindtico debe 
conservarse.) 



Figura 11-37 


11-38. Una pista circular de radio R 
gira alrededor de su eje vertical con una 
velocidad angular constante co (fig. 11 — 
37). Una particiila de masa m puede desli- 
zar sin rozamiento sobre la pista. Cuando 
la velocidad angular co es inferior a un 
valor critico aq, es posible que la par- 
ticula describa oscilaciones alrededor del 
punto mas bajo de la pista. (a) Deter¬ 
minar esta velocidad angular critica. (b) Si 
co > coi, describir la naturaleza del mo- 
vimiento y las posibles posiciones. de 
equilibrio. 

11-39. En el capltulo 10 conside- 
rabamos un ejemplo en el cual se movia 
una particula bajo la accion de la grave- 
dad en un tunel imaginario exento de 
rozamientos que pasaba por el centro de 
la Tierra. Entonces no considerabamos 
el efecto del movimiento de rotacion 
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terrestre. Vamos a incluir ahora el efecto 
de la rotacidn sobre el movimiento de 
la partlcula. Consideremos el tunel en el 
piano ecuatorial y determinemos el mo- 
vimiento de la partlcula respecto a im 
sistema de coordenadas solidario a la 
Tierra. (a) iCudl es la componente, en 
la direccidn del tunel, de la fuerza total 


(fuerza de interaccidn y de inercia) que 
se ejerce sobre la partlcula? iCu41 es la 
naturaleza del movimiento resultante ? 

(b) lQu€ tiempo invertird la partlcula 
en ir de un extremo del tunel al otro? 

(c) Determinar el valor mdximo y la 
direccidn de la fuerza que ejerce la pared 
lateral del tunel sobre la partlcula. 



CAPITULO 12 


EJEMPLOS DE FUERZAS Y MOVIMIENTO — IV 

Resumen. En este capitulo. se aplican las ecuaciones del movimien¬ 
to de un sistema de particulas al estudio del movimiento de un cuerpo 
rigido. Este movimiento puede describirse como el resultado de la su- 
perposicidn de una traslacidn y una rotacion. La especificacidn univoca 
del movimiento requiere, en general, seis coordenadas independientes 
que expresen, por ejemplo, la posicidn del centro de masa y la orienta- 
ci6n del cuerpo respecto al centro de masa. Se deducen ecuaciones in¬ 
dependientes que relacionan el movimiento del centro de masa y la 
rotacion en tomo a 61 con la fuerza y momento exteriores que se ejer- 
cen sobre el cuerpo. Se estudian estas ecuaciones y se demuestra que 
un sistema cualquiera de fuerzas puede reducirse a una fuerza resultan- 
te (que actue sobre el centro de masa) y a un par de fuerzas. En el es¬ 
tudio cuantitativo detallado de ejemplos especfficos siguiente, s61o con- 
sideraremos movimiento en un piano. Se estudia el teorema de las 
fuerzas vivas y se aplica a algunos problemas especfficos, entre los 
cuales estudiamos la influencia de los impulsos sobre los cuerpos rigidos, 
choques, rodadura y la rotacidn de un cuerpo alred(edor de un eje fijo. 
Finalmente, se dan algunos ejemplos de Estdtica. 


En los capitulos anteriores hemos estudiado, de vez en cuando, ejemplos de 
movimiento de cuerpos rigidos con el fin de ilustrar las leyes del movimiento apli- 
cadas a un sistema de particulas. Por ejemplo, hemos considerado el movimiento de 
traslacion y ciertos aspectos de la rotation de un cuerpo rigido. En este capitulo 
vamos a estudiar el movimiento de un cuerpo rigido de manera mis sistemitica. 

Podemos definir el cuerpo rigido como un conjunto de particulas que mantie- 
nen invariables sus distancias reciprocas. En rigor, no existen los cuerpos rigi¬ 
dos, ya que todos los materiales reales son compresibles y siempre se deforman, 
mis o menos, bajo la action de las fuerzas. En realidad, aun cuando sobre 
el cuerpo no se ejerza fuerza alguna, los atomos y moleculas que constituyen el 
cuerpo no ocupan positiones fijas que mantengan invariables sus distancias mu* 
tuas, sino que se hallan continuamente en movimiento de agitacidn termica. A 
pesar de todo, por lo que respecta al movimiento «global» del cuerpo, la hipo- 
tesis de cuerpo rigido es satisfactoria para muchos fines. 
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12-1 Cinematica de un cuerpo rigido. 
La descripcidn completa del movimiento 
de un sistema arbitrario de particulas exi- 
ge que se especifique en funcion del tiempo 
la position de cada particula del sistema. 
En el caso particular de un cuerpo rigido, 
en el cual se mantienen invariables las 
distancias entre las particulas , solo habra 
que considerar las posiciones de tres pup- 
tos no alineados. Si especificamos la si¬ 
tuation de uno solo de los puntos, por 
ejemplo el Pi de la figura 12-1, el cuerpo 
podra girar libremente alrededor de dicho punto y, por tanto, no tendremos 
establecida la orientation. del cuerpo. Si especificamos dos puntos, tales como 
Pi y P 2 , ti cuerpo seguira puuiendo girar libremente en torno a la recta 
definida por dichos puntos. En cambio, si especificamos un tercer punto q } 3 no 
alineado con los anteriores, se elimina toda ambigiiedad y queda determinada 
tanto la pbsicidn como la orientacion del cuerpo rigido y en consecuencia la po¬ 
sition de todas las particulas del cuerpo. Podria parecer que, como para deter- 
minar la position de un punto se necesitan tres numeros (las tres coordenadas 
x, y, z ), para determinar la posicion y orientacion de un cuerpo rigido se preci- 
saran nueve coordenadas. Sin embargo, esas nueve coordenadas no son inde- 
pendientes sino que estan relaeionadas por tres ecuaciones de la forma 

(xi — x 2 ) 2 + {yi — y^) 2 + (zi — z 2 ) 2 = d\ 2 

donde d\ 2 t s la distancia constante que separaPideP 2 - Por tanto, solo se preci- 
saran seis numeros para espetificar la situacion y orientacion de un cuerpo 
rigido. A estos seis numeros se les suele llamar los-seis grados de libertad del 
cuerpo. No tienen por que ser seis coordenadas cartesianas rectangulares; corrien- 
temente, son las tres. coordenadas cartesianas rectangulares que determinan la 
posicion del centro de masa y tres angulos. Por ejemplo, dos de los angulos 
determinan la direction de un eje tal como el P 1 P 2 > y el tercer angulo deter- 
mina la orientacion respecto a este eje. 

Si los angulos son constantes, de manera que la orientacion del cuerpo per- 
manece la misma, el movimiento es de traslacion. Todos los puntos del cuerpo 
siguen trayectorias paralelas, tal como se indica esquematicamente en la figura 
12-2. En cambio, en una rotacion pura las coordenadas del centro de masa (o de 
otro punto) son constantes y solo varian con el tiempo los angulos. Estos dos tipos 
de movimiento son fundamentales, ya que todo movimiento de un cuerpo rigi¬ 
do puede obtenerse por superposition de una traslacion y una rotacion. Por ejem- 
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Fig. 12-2. Traslacion de un cuerpo rigido. 


plo, si queremos llevar un cuerpo de una position y orientation iniciales a otra 
posicion y orientacion finales, podemos trasladar el cuerpo hasta que el centro 
de masa alcance su posicion final y luego girar el cuerpo alrededor del cen¬ 
tro de masa hasta darle la orientacion final. 


12-2 Ecuaciones del movimiento. El problema general del movimiento de 
un cuerpo rigido es determinar la situation y orientacion de un cuerpo como 
funtiones del tiempo, relacionandolas con las fuerzas exteriores al cuerpo. En el 
caso general; habran seis coordenadas incognitas y se precisaran seis ecuaciones 
del movimiento para resolver el problema. Estas ecuaciones se obtienen formal- 
mente de las ecuaciones para las velocidades de variation de la cantidad de movi¬ 
miento y del momento cintiico totales del cuerpo. Al igual que en el caso del 
movimiento de un sistema de particulas (veanse caps. 4 y 9) obtenemos, para 
el movimiento de un cuerpo rigido, las ecuaciones vectoriales 


dP 

dt 


F 


( 12 - 1 ) 


y 


dL* 

dt 


(12-2) 


donde P = MY es la cantidad de movimiento total expresada como producto 
de la masa total M por la velotidad V del centro de masa, F es la resultante de 
las fuerzas exteriores que se ejercen sobre el cuerpo, L* es el momento tinetico 
de spin y r*es el momento resultante respecto al centro de masa. Cada una de 
estas ecuaciones vectoriales representa tres ecuaciones correspondientes a las 
componentes de los vectores que intervienen, M dV x /dt = F x , dLt/dt = r*, 
etc., y tenemos entonces las seis ecuaciones requeridas para la solucion del pro¬ 
blema del movimiento del cuerpo rigido. La solucion general de estas ecuaciones es 
dificil de obtener y solo se conocen casos particulares del movimiento del cuerpo 
rigido. 
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No obstante, de las ecuaciones fundamentales (12-1) y (12-2) surgen inmedia- 
tamente ciertas caracteristicas generales. De la primera ecuacion se deduce que 
el movimiento del centro de masa del cuerpo sdlo depende de la magnitud y direc¬ 
tion de la resultante de las fuerzas exteriores, pero no de los puntos de aplicatidn 
de dichas fuerzas. De la segunda ecuacidn vemos, por ejemplo, que si las fuerzas 
exteriores equivalen a una fuerza linica que pase por el centro de masa, lo cual 
significaque r* = 0, elmomento cinetico de spin del cuerpo permanece constante. 
La fuerza gravitatoria (uniforme) es un ejemplo tipico de este caso. 

En la figura 12-3 se ilustra esquemdticamente estos resultados. En ella puede 
verse una barra que desliza sobre un piano horizontal exento de rozamientos 
bajo la accidn de una fuerza constanteF 0 . En (a)la fuerza estd aplicada al centro 
de masa, su momento respecto al centro de masa es, entonces, nulo; cuando 
el momento tindtico sea inicialmente nulo, seguird si£ndolo. La barra adquiere 



Fig. 12-3. Movimiento de una barra bajo la accidn de una fuerza constante. 
El centro de masa se mueve en linea recta y su movimiento es independiente del punto 
de aplicacidn de la fuerza. 



Fig. 12-4. El centro de masa de un cuerpo rfgido sometido exclusivamente a la 
accidn de la gravedad sigue la conocida trayectoria parabdlica y el momento cin&ico 
respecto al centro de masa permanece constante, por ser nulo el momento de la fuerza 
de la gravedad respecto al centro de masa. 
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un movimiento de traslatidn pura con aceleracion constante. En (b), la fuerza 
esta aplicada a un extremo de la barra. El movimiento del centro de masa es el 
mismo de antes. En cambio, ahora la barra esta animada de rotation y traslacion. 
Cuando se inicia el movimiento, el brazo de palanca respecto al centro de masa 
es d/2, siendo d la longitud de la barra. Al girar la barra, el brazo de palanca 
disminuye y se hace evehtualmente nulo. La inercia de la barra hace que pase 
de esta position cero y el momento invierte su signo. Elio, a su vez, da a la barra 
una aceleracion angular en sentido contrario. En otras palabras, el movimiento 
es como el de un pendulo. 

En el tjemplo de la figura 12-4, un bate de pelota-base se mueve por el aire 
bajo la infiuencia de la fuerza gravitatoria. El centro de gravedad, pues, descri- 
bira la conocida trayectoria parabolica caracteristica del movimiento de proyec- 
tiles. La fuerza de la gravedad resultante (en un campo uniforme) pasa por el cen¬ 
tro deanasa del cuerpo, por lo que el momento resultante exterior es .nulo respec¬ 
to al iSentro de masa. En consecuencia, el momento cinetico de spin del bate se 
mant&dra constante durante el movimiento. 

Efyuivalencia de sistemas de fuerza. Si intentamos determinar las fuerzas que 
se ejercen sobre un cuerpo rigido a partir del movimiento conocido, encontrare- 
mos que existen muchas combinaciones diferentes de fuerzas exteriores que pro- 
ducen el mismo movimiento. El movimiento del centro de masa (vease cap. 4) 
sdlo depende de la magnitud, direccidn y sentido de la resultante de las fuerzas 
exteriores, pero no del punto de aplicacion de las mismas. Analogamente, pueden 
producirse las mismas velocidades de variation del momento cinetico mediante 
muchas combinaciones de fuerzas que tengan momentqs resultantes iguales. 
Para producir velpcidades de variation dadas, tanto de fa cantidad de movi¬ 
miento como del momento cinetico, mediante sistemas de fuerzas diferentes, es- 
tos sistemas deben tener la misma resultante y el mismo momento resultante. 
Si sdlo hay una fuerza exterior, observamos que podemos mover su punto de 
aplicacion a lo largo de la linea de accidn o recta soporte de la fuerza, sin que 
varfen ni la resultante ni el momento. Andlogamente, cuando sobre un cuerpo 
rigido se ejercen varias fuerzas exteriores, dstas podran deslizarse a lo largo de 
sus lineas de accidn y si estas se cortan, podran sustituirse las fuerzas por una 
fuerza unica que sea su resultante y pase por el punto de interseccidn, segun se 
indica en la figura 12-5. La resultante aplicada en dicho punto sera equivalente al 
sistema de fuerzas tanto eh sus efectos de traslacion como de rotacidn. Asi pues, 
si la resultante obtenida de esta inanera pasa por el centro de masa del cuerpo, 
el sistema de fuerzas sdlo comunicard al cuerpo un movimiento de traslacion. 

Dos fuerzas iguales y opuestas aplicadas a un cuerpo originan una resultan¬ 
te nula y el centro de masa del cuerpo no se acelerard. No obstante, si no coin- 
tiden las lineas de accidn de las fuerzas, se origina un momento y el cuerpo re- 
cibe una aceleracion angular. El sistema de fuerzas de este tipo recibe el nombre 
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Fig. 12-5. La resultante F = Fi + F 2 aplicada al punto de interseccidn de las 
lineas de accidn de Fi y F 2 , produce el mismo movimiento inicial que el sistema de 
fuerzas original Fi, F 2 . 





•s^ A 

-i 



Fig. 12-6. Par de fuerzas. La magnitud del momento del par es f(a + d)—fa = fd . 


de par de fuerzas. En la figura 12-6 se han representado las fuerzas del par por 
f y — f, y d es la distancia que separa las lineas de action de las fuerzas. Si son 
r 2 y f]los vectores de position de los puntos de aplicacion de las fuerzas, el mo¬ 
mento respecto al origen, producido por el par es r = r 2 X f — rj x f = (r 2 - 
— Ti) X f. El vector r 2 — ri se halla en el piano definido por el par de fuerzas 
y la magnitud der = (r 2 — x f no es mas que fd. La direction de r es per¬ 
pendicular al piano del par de fuerzas. En la figura 12-6 puede verse un caso en 
que el punto de referenda se halla en el piano del par de fuerzas. 

Cuando un cuerpo rigido se halla sometido a un sistema de fuerzas exteriores, 
hemos visto que se producen dos efectos esenciales. Por una parte, el vector F 
suma de las fuerzas comunica una aceleracion al centro de masa y por otra, la 
suma vectorial de los momentos de las fuerzas respecto al centro de masa pro¬ 
duce una velocidad de variation del momento cinetico de spin. 
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Si los momentos de las fuerzas exteriores respecto al centro de masa dan una 
suma nula, podremos sustituir dichas fuerzas por una fuerza unica que pase 
por el centro de masa. Desde luego, esta fuerza debe ser igual a la suma vecto¬ 
rial de las fuerzas exteriores. 

En cambio, si la suma vectorial de las fuerzas exteriores es nula, pero no el 
momento resultante, el sistema de fuerzas exteriores podra sustituirse por un 
par. Analogamente, un sistema arbitrario de fuerzas que tenga resultante de 
las fuerzas y momento resultante no nulos, tambien podra sustituirse por un 
sistema equivalente. En este, la fuerza resultante pasara por el centro de masa 
y existira un par cuyo momento sea igual al momento resultante de las fuerzas 
exteriores, respecto al centro de masa. La fuerza unica comunicara al centro de 
masa la aceleracion requerida, pero no tendra efecto alguno sobre el momento ci- 
netico de spin; el par origina la velocidad de variation requerida del momento 
cinetico de spin, pero no tiene efecto alguno sobre la aceleracion del centro de 
masa. 



Figura 12-7 

Ejemplo. Una placa cuadrada de 4 cm de lado esta sometida a las fuerzas que se 
indican en la figura 12-7. Reducir este sistema de fuerzas a una fuerza unica que 
pase ppr el centro de masa y a un par de fuerzas. 

Las componentes x e y de la fuerza resultante son 

F x = 0 + 5 cos 30° -f- 10 cos 45° 11,40 dynas 

F y = 8+5 sen 30° — 10 sen 45° ^ 3,43 dynas 

El momento resultante respecto al centro de masa es 

T * = -2 • 8 - 2 • 5 cos 30° + 2 • 5 sen 30° 

+ 2-10 cos 45° +2-10 sen 45° 

~ 8,58 dyna-cm 
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La fuerza requerida qiieda determinada por las componentes F x y F v . Cualquier 
par que tenga un momento de 8,58 dyna*cm sera suficiente. En la figura 12-7 puede 
verse dicho par, donde cada una de las fuerzas es de 8,58 dynas y su separation es 
de 1 cm. 


12-3 Movimiento en un piano. A causa de la complejidad del problema 
general del movimiento del cuerpo rigido, vamos a limitar un estudio mas deta- 
Uado de lasecuaciones del movimiento (12-1) y (12-2) a tipos especiales de mo¬ 
vimiento en un piano. En dicho movimiento, todas las partes de un cuerpo re- 
corren trayectorias paralelas a un piano dado, al que llamaremos piano xy. La 
position y orientation del cuerpo quedan determinadas univocamente por las 
dos coordenadas (X, Y) del centro de masa y un angulo 6 que determina la orien¬ 
tacion del cuerpo en el piano respecto a un eje fijo en el mismo piano. La velo- 
cidad angular del cuerpo es entonces to = ddjdt y, segun vimos en el capitulo 9, 
la componente segun z del momento cinetico de spin es L* = Iqu, donde Iq es 
el momento de inercia respecto al centro de masa. En el capitulo 9 se vio el cdlcu- 
lo del momento de inercia 7 0 = fr 2 dm, habiendose incluido en la figura 12-8 
los resultados de estos calculos. 



Fig. 12-8. Momentos de inercia de' ailgunos ,cuerpos conocidos. 


Las ecuacion'es. del movimiento a partir de las cuales pueden determinarse 
X, Y y 6 son, pues, de las ecuaciones (12-1) y (12-2), 


— = F, 

dt 


dPy 

dt 


F. 


V ) 


T dco ' * 
* = T * 


(12-3) 


donde P x = MV X = M(dX/dt), P y = MV v = M(dY/dt), y to = dd/dt 


Ejemplo. Sobre una superficie horizontal exenta de rozamientos, se tirp. con una 
fuerza F de un disco cilindrico uniforme de radio R y masa M. Se aplica la fuerza me- 
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diante un hilo arrollado en tomo al cilindro, segun se indica en la figura 12-9. Deter- 
rainar el movimiento del disco si parte del reposo en el instante / = 0. 

Se toma el eje x en la direccidn de la fuerza. Las ecuaciones del jmovimiento son, 
entonces, 


y 


dt 


7„|=FB 


donde V x es la velocidad del centro de masa y to su velocidad angular. A partir de 
estas ecuaciones obtenemos 


y 


dX 

dt 



— = = —t 

dt ~ W “ 7 0 1 


F_ t 
M 2 


FR t 2 

9= 772 


dond e X es la .coordenada del centro de masa. 


f v 



Si se mantiene fiio el centro de masa del disco, med iante un eje vertica l , el centro 
de masa permanecera en reposo y s61o se obtendra movimifento de rotacio n. AdemasT 
de la fuerza de la cuerda, en el eje del disco aparecera otra fuerza igual y contraria. 
El momento de esta sera, evidentemente. nulo. nues su linea de _acci6n.corta,al -eie.de 
rotacidn. 


_Energia. cmitica. Como en el caso de un s istema de particulas cualesquiera, 
la ejiergia. cinetica total del cuerp o rigido puede expresarse en la forma • 

/ 

e = mv 2 4- E* 


(12-4) 
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donde M es la masa del cuerpo y V la velocidad de su centro de masa. El primer 
termino esta asociado al movimiento del centro de masa y el segundo con el mo- 
vimiento respecto al centro de masa. En el caso de un cuerpo rigido, este ultimo 
movimiento es una rotacion y si tiene lugar en el piano xy, el eje de rotacion 
tiene la direccion z. La energia cinetica de rotacion puede expresarse en funcion 
del momento de inercia r especto a este eje, de la manera si gui ente. Un elemento 
de masa dm situado a una distancia r d el eje q ue pasa por el centro de masa, 
tiene una velocidad v = to r respecto al centro de 'masa, donde u = dd/dt es la 
velocidad angular del cuerpo. La energia cinetica de este elemento de masa es. 
pues, i(car ) 2 dm , y la energia cinetica total de rotacion es... 

E* = fr 2 Jr 2 dm = a/ 0 co 2 * (12-5) 

donde 7 0 = fr 2 dm e s e l momento de inercia del cuerpo respecto al eje que pasa 
por el centro de m asa y es normal al.piano del. moyimlejita.- 

La energia cinetica total de un cuerpo rigido que se mueve en un piano puede . 
pues, expresarse en la forma 

E = \MV 2 + IJ ogij • (12-6) 

Teorema de las fuerzas vivas. S upongamos que el sistema de fuerzas exterio- 
res se ha reducido a una fuerza resultan te F aplicada al centro de masa y a un par 
que proporciona el momen to res ultante. Cuando se desplaza el centro de masa 
una distancia dR . el trabajo rea lizado por la f uerza resultante es 

En otras palabras, el trabajo de la fuerza F en este desplazamiento del centro 
de masa es igual al incremento de la energia cinetica de traslacion, 


dE t = d(^MV 2 ) = F • <7R = Fr dR (12-7) 

Se comprende que un par de fuerzas no contribuira con ningun trabajo e n 
_una_txaslacL6n..pura...del cuerpo, puesto que las dos fuerzas son de igual magnitud 
v direccion, pero de sentid os qpuestps.. En cambio, si-el cuerpo gira un angulo 
dd en el piano del pa r de fuerzasj la perpendicular comun a las fuerzas tambien 
girara el angulo dQ. En tonces, el trabajo realizado por las fuerzas del par es 
fdi dd + fd 2 dd — (fd) dd = r* dd, donde d x + d 2 = d y r* = fd, segun se 
indica en la figura 12-10. Comor* = / 0 (dcc/dt) [ec. (12-3)], el trabajo realizado 
por el par puede escribirse en la forma t* dd — l 0 (du/dt) dd = Iqoj du = 
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Fig. 12-10. Cuando el cuerpo gira un angulo dd e n el piano del par de fuerzas, 
el trabajo realizado por el par es fdzd6 -f- fd\dd = (fd)dQ = t *dd. 

= d(/ 0 co 2 /2)- En otras palabras, el trabajo realizado por el par de fuerzas es igual 
al incremento de energia cinetica respecto al centro de masa: 

'dE* = d(%I 0 u 2 ) = T*dd (12-8) 

Las variaciones totales de MV 2 /2 e Iq 0) 2 /2 se obtienen por integration de las 
ecuaciones (12-7) y (12-8). 

(£«)> - (E,)i = J*.F s dR y (E*), - (E*)i = j* r* de (12-9) 

La variation de la energia cinetica total sera igual a la suma de las.contr i- 
buciones definidas por l as ecuaciones (12-7) y (12-8). Esta variation de la ener¬ 
gia cinetica total puede expresarse tambien como suma de'las contribuciones 
al trabajo de las diferentes fuerzas que se ejercen sobre el cuerpo rlgido. Consi- 
deremos una de las fuerzas exteriores Fi aplicada en un punto de posicion r* 
respecto al .centro de masa (vease fig. 12-11). Al girar el cuerpo un angulo dd, 
el punto de aplicacion de la fuerza Fi recorre una distancia dsi = r* dd perpen¬ 
dicular a r*. Representaremos este desplazamierito por el vector dr*. Si.se,da, 
ademas, al cuerpo, una traslacion elemental d. R, el desplazamiento resultante 
del punto de aplicacion de F 1 esdr 1 = dR + di*\ El trabajo de FiCs, entonces, 
Fi • dii — Fi • {dR -j- dr*) = F • dR -J- Fi • dr* = Fir dR -f- F$r* ddfdoudQFiR 
es la components de la fuerza segun la direccion del desplazamiento dR y F e es la 
componente perpendicular a r*. Segun hemos visto, la contribucidn Fir dR in- 
cremerita la energia cinetica de traslacion del cuerpo. La segunda contribucion 
Fi $ r* dflpuede expresarse en la forma r* dd, puesto quer* = Fi 9 t*qs el momento 


Ingard — 24 
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respecto al centro de masa y vimos anteriormente que esta parte produce un 
incremento d e E*. As! pues, la contribution de Fi a la energia cinetica total es 
dEi — Fi • r* y cuattdo sumamos las contribuciones homologas de las restan- 
tes fuerzas exteriores, podemos expresar la variation de la energla cinetica total 
del cuerpo en la forma 


dE = dE t + dE* = F x • dr x + F 2 • di 2 H- (12-10) 


En nuestros futuros estudios. aplicaremos estas relaciones entre trabajo y 
energla a numerosos ejerflplos. 


Ejemplo 1. En el ejemplo del movimiento del disco representado enla figura 12-9, 
el trabajo FX se convierte en energla cinetica de traslacion, siendo X el desplazamiento 
del centro de masa y Fla fuerza exterior. Es decir, 


FX 


MV 2 

2 


o sea 



( 12 - 11 ) 


Analogamente, obtenemos para la energla cin6tica de rotation 

t*6 - FR6 ** ^ o sea u = (12-12). 

donde 6 es el angulo total de rotacidn del disco cuando el centro de masa ha recorrido 
una distancia X. , 

Este metodo de cdlculo de la energla cin&ica a partir de la fuerza y mpmento exterio¬ 
res conocidos corresponde a las dos ecuaciones (12-7) y (12-8) del texto. Tambien po- 
demOs calcular la ecuacidn (12-10) . para el calculo de la energla cinetic4 total del cuer¬ 
po. Por tanto, deberemos conocer el desplazamiento total del punto de a plication de 
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tancia y, el trabajo realizado s era Mgy. S i es V l a velocidad del centra de masa e n 
dicho punto, la velocidad angular sera <o — V/r y la energia cindtica total seri 


n I n 


3 MV 2 
2 2 


De aqui obtenemos 3MV 2 /4 — Mgy. 


Influencia de un impulso instantaneo. El movimiento de un cuerpo rigido 
. s ometido a fuerzas que actuan continuamente, puede ser un tanto complicad o. 
Para comprender la e sencia de dicho movimiento convene a menudo conside- 
rar el caso ideal izad o.en que se aplique al cuerpo un im pulso instantaneo en vez 
de una fuerza de accion continua. S abemos que un i mpulso instantaneo comu- 
nica al cuerpo una cantidad de movimiento en un tiempo nu lo. lo cual exige 
que l a fuerza sea infinitamente grande, de manera que el produ cto j = F At sea 
distinto de cero cu anao tienda a ceroAL En este caso ideal, durante el impulso 
no varia la posicion del cuerp o. En consecuencia, el impulso' angular respecto 
a r = 0 es simplement e r x J, d onde r es el vector de posicion del punto de apli- 
cacion del impulso J. % \ 


Ejemplo 1. Una barra recta, en reposo sobre una superficie horizontal exenta 
de rozamientos, recibe un impulso instantaneo J perpendicular a la barra. Determinar 
el momento cinetico y la energia cinetica total cedidos a la barra si se aplica el im¬ 
pulso en (a) el centro de masa de la barra y (b) un extremo de la barra. La masa de 

, la barra es M = 15 kg, su lpngitud d = 2 m y la magnitud del 

J-► n impulso J — 7,5 N-s. 

La velocidad del centro de masa despues del impulso es 


F = i? = if = °’ 5 -”/ s 

_ La velocidad de traslacion es independiente de que se apli que e l 

Figura 12-13 impulso en el extremo de la barra o en su centro de masa. 

(a) Si s e aplica el impulsd eh^er centro delnasarno se cede 
. momento cinetico al guno respecto al. centro d e m asa. El movimiento de la barra des¬ 
pues del impulso ser a, pues, una trasl acion pura y la energia cinetica sera, simple¬ 
mente, 


L . - 


• i 


.. —-r —7 2 \Mj 2 M 8 


(b) Cuando se aplica el impulso a un ex tremo - de la barra, el brazo de palanca re s- 
pecto al centro de masa es dj2 == 1 mi, _y e l momento cinetico respecto al centro de 
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por A. En el caso de una barra uniforme de longitud L, el centro de percusion se halla 
a una distancia L/6 del centro de masa . Si al clavar un clavo, este choca contra el 
centro de percusion del martillo (referido al punto por donde se agarra) la mano no 
sufrira golpe alguno por parte del mango. Para evitar esta reaction, es por lo que se 
disenan los martillos y ejes de manera que el punto de impacto, el centro de masa y 
el radio de giro esten relacionados de acuerdo con las ideas anteriores. 

Choques entre cuerpos rkidos. El impulso que se ejerce sobre un cuerpo 
rigido. co nsiderado en los ejemplos anteriores, se debe.frecuentemente a un cho- 
que. C uando c hocan dos cuerpos rigidos , por ejemplo dos barras rectas, suelen 
intercambiar cantidad de movimiento y momento cinetico. En dicho intercambio , 
se conservan la cantidad de movimiento total y (si es central la fuerza de interac¬ 
tion entre los cuerpos) el momento cinetico total. Cuando calculamos el mome n- 
to cinetico, podemos tomar como punto de referencia un punto cualquiera del 
espacio. 

En el choque podra conservarse. o no. la energia _tinetica—total del . s is=_ 
tema. 


Ejemplo. Una barra de masa M y longitud d se halla inicialmente en movimiento 
de traslacidn con velocidad del centro de masa V. Choca con otra barra exactamente 
igual, inicialmente en reposo, quedando unida a ella, segun se indica en la figura 12-15. 
i Cuil es el movimiento subsiguiente de la barra compuesta? 

Antes del choque, la velocidad del' centro de masa del sistema era V/2 y debera 
quedar invariable. Luego, el centro de masa de la barra compuesta debera movers e 
con una velocidad V' = V/2. _ 

E l momento cinetico antes del choque se debia enteramente a l movimiento de tras- 
lacion de la primera barra. S i se toma respecto al punto P, este m omento cinetico es 


r 



Antes 


Despu6s 




Figura 12-15 
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MVd/2. D es pnes del c hpqu e, el sistema tiene un momento cinetico de rotacidn (spin) 


• a* a 

L = Iou = 2M =- b)' = MV- 
3 2 


puesto que el momento cinetico respecto a P (o cualquier otro punto fijo) debe mante- 
nerse constante. J.a vftlncidad angular v la del centro de masason, por tan to. 


b) 


/ 


3 V 

4 d 


y : 


V' = 


V 

2 


Estas dos relaciones describen por complete el movimiento. 

T.a e.Twp fo cinetica inici al era MV 2 / 2. La energfa ci n&ica final es, en parte, de 
t raslacion ( MWAYv en parte, de rotacidn (7qQ) /2 /2). L a parte de rotacibn es E* = 
O.M A2jV\ y as! la energfa cinetica total despufe del choque es 

7 MV 2/16/ : MjU _ 

^ 

Rodadura. Wna imagen exagerada del mecanismo de la rodadura la presen- 
ta la rodadura de una rueda dentada sobre una cremallera.- Los dientes pueden 
considerarse como una representacion muy ampliada de la superficie de contac- 
to entre el cuerpo y el piano. Si el cuerpo rueda a velocidad constante, no habra 
componente horizontal de la fuerza de contacto entre las superficies en contact’o, 
segun se indica en la figura 12-16(a). En cambio, cuando la rueda esta acelerada, 
los dientes se ejercen presiones mutuas y -puede considerarse que la rueda —0 
cualquier cuerpo en rodadura— recibe un impulso horizontal cada vez que se 
encuentran dos dientes. El sentido de estos impulsos depende de la manera en 
que se accione la rueda. . ' 

Cuando se acciona la rueda con un momento, como en el caso de una rueda 
de automovil [fig. 12-16(b)], la componente horizontal de la fuerza de contacto 
en el suelo proporciona la cesion de cantidad de mov(ftiiento hacia adelante. 
(La fuerza correspondiente que se ejerce sobre el suelo esfa dirigida hacia atras.) 
Esta fuerza de contacto horizontal es la misma que la fuerza de rozamiento es- 



Fig. 12-16. Rodadura. El sentido de la componente horizontal de la fuerza 
de contacto depende de la manera en que se accione la rueda. 
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tatico que estudiamos en el capitulo 4. En consecuencia, la aceleracion maxima 
que puede darse a un cilindro o rueda accionados por un momento es a m -^=ixN/M 
donde p es el coeficiente de rozamiento estatico, N la componente normal de la 
fuerza de contacto y M la masa que hay que acelerar. 

Si la rueda esta accionada por una fuerza dirigida hacia adelante del eje, la 
fuerza de contacto horizontal que se ejerce sobre la rueda estara dirigida hacia 
atras, segun se indica en la figura 12-16(c). La vejiocidad de cesion de cantidad 
de movimiento hacia • adelante es entonces la diferencia entre la fuerza que se 
ejerce sobre el eje y la fuerza de contacto en el suelo. En este caso, la fuerza mo- 
triz en el eje presenta momento nulo respecto al eje de rotacion que pasa por el 
centro. .La cesion a la rueda de momento cinetico respecto al eje de rotacion 
la proporciona la componente horizontal de la fuerza de contacto. 

Cuando no hay ni fuerza ni m omento moto res, la componente horizonta l 
de la fuerza de contacto se anula y el cuerpo r ueda a velocidad constante. En rea- 
lidad, e l cuerpo sera frenado por el llam ado rozamiento por rodadura . La. pe rdida 
de enereia correspondiente se debe a i as deform aciones (pequenas) del cuerpo 
y de la superficie que se producen durante l a ro dad uraT~ Tales~deformaciones 
llevan siempre consigo alguna perdida de energia y el trabajo de deformacion 
correspondiente se toma de la energia cinetica del cuerpo. Observese que el ro¬ 
zamiento por rodadura no corresponde ni al rozamiento por deslizamiento 
estatico ni al cinetico. 

El mecanismo de andar es algo parecido al de la rodadura. Al andar o correr 
sobre un suelo horizontal, nos uceleraremos hacia adelante y recibiremos impul- 
sos hacia adelante a cada paso por parte del suelo, al igual que lo hacen los dientes 
de una rueda (vease fig. 12-17). 

Ejemplo 1 . Se tira hacia adelante de una rueda con una fuerza F\ aplicada a su 
centro de masa. Representemos por F a la componente horizontal de ja fuerza de 



Fig. 12-17. El caminar es algo parecido a la rodadura. 
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contacto. Las ecuaciones que rigen el movimiento del centro de masa y la rotation 
del cuerpo en torno al centro de masa son 


F i 



y 

_ _ T du> , 2 , , rfct) 

FR ~ I0 lt ~ koM It 

donde ko = VIo/M es el radio de giro y R el radio de la rueda. 

Si la rueda gira sin deslizar, la velocidad angular a de la rueda y la velocidad V 
del centro de masa estan relacionadas por 


V = Ra 

Esta relation es inmediata, ya que para cada revolution completa de la rueda, el cen¬ 
tro de masa avanza una distancia 2nR. Si se producen / revoluciones por segundo, 
el centro de masa avanzard en cada segundo una distancia (2 nj) R — a>R, que sera 
la velocidad del centio de masa. 

Eliminando F entre estas relaciones, obtenemos 

dV = Fi 

dt M{ 1 + kl/R 2 ) 

Esta ecuacion indica que el movimiento de traslacion del cuerpo que rueda sera el 
mismo que el de un cuerpo que desliza cuya masa sea M{1 + kl/R 2 ). El incremento 
aparente de masa inerte se debe al movimiento de rotation, as! como al de traslacion 
que hay que dar a la masa de la rueda. 

La energia cinetica total de la rueda es la suma delas energias cineticas de trasla¬ 
cion y de rotation en torno al centro de masa: 

E = \MV 2 + i/ 0 « 2 = W (l + -p) V 2 

Tiene in teres la relation existente entre el incremento de energia cinetica y las fuer- 
zas que se ejercen sobre el cuerpo. Para el incremento de la energia de traslacion tene- 
mos [vease ec. (12-7)] 

T (Fi - F)dx = $MV 2 
Jo 

y para la energia de rotation en torno al centro de masa [vease ec. (12-8)], 

f 9 FRd8 = %I 0 u 2 

Jo 

Sumando estas dos contribuciones y con R dd — dx, tenemos 

\MY 2 + iloa 2 = E m = [ X Fi dx 

Jo 
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En otras palabras, la variacibn de la energia cinitica total del cuerpo es igual al trabajo 
realizado por la fuerza motriz exclusivamente. El trabajo total realizado por la fuerza 
de rozamiento (estatico) F es nulo, ya que la pbrdida de energia de traslacion debida 
a F esti. compensada por la contribucibn de F con una cantidad igual de energia de 
rotacibn. 

Hemos indicado anteriormente que la componente horizontal de la fuerza de con- 
tacto es igual a la fuerza de rozamiento estatico en el caso ideal de que no hubiera 
deformacibn de los ciierpos. Pero la fuerza de rozamiento estatico no puede superar 
a pN, donde p es el coeficiente de rozamiento estatico ,y N s la componente normal de 
la fuerza de contacto. La condicibn para evitar el deslizamiento es F < pN, donde 
N — Mg es la componente normal de la fuerza de contacto. Si se introduce esta con¬ 
dition en la expresion para el movimiento de traslacibn, F\ — F = M(dV/dt), la con¬ 
dition correspondiente que hay que imponer a la fuerza motriz es 


F i < 


1 + kl/R 2 

ko/R 2 


pMg 


La aceleracion m&xima que nuede comunicarse al cilindro antes de que empiece a 
deslizar es ' 



R 2 



Para el casQ x de / un cilindro homogeneo, (dV/dt )maxes 2 pg. 


Ejemplo 2. Se da a un cilindro homogtiie o una velocidad horizontal V\ y una 
velocidad angular en sentido opuesto al de las agujas del reloj oi\ = V\fR en la parte 
exenta de rozamientos de una superficie horizontal. M&s alia del punto A, cambia 
la superficie de manera que a la derecha de A el coeficiente de rozamiento es p ( vba- 
se fig. 12-18). ' 



Masa del cilindro = M 


Liso 


Aspero 


t 


Figura 12-18 

Una vez haya pasado de A el cilindro, deslizard primeramente sobre el piano as- 
perq t pero acabhrd Todando sin deslizar. iEn qu^ punto empezara aS rodar sin 
deslizar el cilindro y cu£l sera la velocidad correspondiente del centro de masa? 

La unica fuerza aue se eierce sobre el cuerpo en la direction del movimiento es 
la fuerza de contacto y en consecuencia, su linea de accidn esti en el piano . Por tanto, 
el momento cinitico del cilindro respecto a un punto de referenda del piano, perm ane - 
cera constante durante todo el movimiento. 
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El momenta cin&ico del cilindro t ornado respecto a un punto cualquiera del piano, 
nor eiefaolo el A. es 

L = MViR - 7q6»i = MV ill (\ - jtj 

que es l a suma del momento cinetico del centro de masa y del momenta cinetico res- 
pecto al centro de masa . Hemos Introducido u>] = V \//?, segun especifican la s con- 
diciones iniciales del problema. “ 

Cuando el cuerpo rueda sin deslizai, la relacidn entre las velocidades angular y 
de traslacion es Vi — ojR, y el momento cinetico es 

V = MV 2 R + loo) = MViR (l + -p) 

Tgualando L y L', tenemos 


Vi 


1 ~ kl/R 2 
1 + kl/R 2 


1/2 


3/2. 


Vi = 47i 


La velocidad final es un tercio de la inicial. 


12-4 Rotacion en torno a un eje fijo. Pendulo. Existen muchos ejemplos 
importantes de movimiento en los cuales el eje de rotacion es fijo. Por tanto, 
estudiaremo$ este problema con cierto detalle. 

Teorema de Steiner. En primer lugar, estudiaremos como dependen el 
momento cinetico y la energia cinetica de un cuerpo rigido, de la situacion 
del eje fijo de rotacion. Si es w, la velocidad angular del cuerpo y el eje de 
rotacion pasa por el centro de masa, hemos visto que el momento cinetico 
es Iqo) y que la energia cinetica es 7 0 co 2 /2, donde/oes el momento de inercia res¬ 
pecto al eje que pasa por el centro de masa. En este caso, el centro de masa ca- 
rece de energia cinetica de traslacion. En cambio, si el cuerpo girase alrededor 
de otro eje paralelo al anterior y separado de el una distancia a, el centro de masa 
tendria una velocidad V = aw (fig. 12-19). El cuerpo giraria tarrtbien con la velo¬ 
cidad angular w, y la energia cinetica total seria . 

E = ^ + h‘j= (h + Ma*) ^ (12-13) 

Analogamente, el momento cinetico total del cuSrpo es la suma del momento 
cinetico de spinL* = /owy del momento cinetico orbital MVa = ilfa 2 w. Lue- 
go, obtenemos 


L = MV a + 1* = (I Q + ilfa 2 )w 


(12-14) 
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Es evidente que el momenta cinetico y la energia cinetica tambien pueden 
expresarse en la forma Zco e Zoj 2 /2 ) donde I = fr 2 dm es el momento de inercia 
respecto al nuevo eje de rotation. Comparando con la expresion dada en las ecua- 
ciones (12-13) y (12-14), vemos que el momenta de inercia respecto a un eje para- 
lelo a otro que pase por el centro de masa y separado de el una distancia a, esta 
relacionado con 1 0 de la manera siguiente: 

I = h + Ma 2 (12-15) 

A esta relacion se la conoce con el nombre de teorema de Steiner. 


<a 



Figura 12-19 


Desde luego, esta misma relacion se habria podido obtener directamente por 
integracion, a partir de la definicion de momento de inercia. En la figura 12-20 
se representa por R la distancia de un elemento de masa dm al eje (normal ai pa- 
pel) que pasa por el centro de masa, y por r la distancia al eje paralelo al anterior 
y que pasa por P. Por definicion, los momenta? de inercia respecto a los ejes pa- 
ralelos que pasan por O y P son, respectivamente, Iq = fR 2 dm e I = fr 2 dm. 
Por el teorema del coseno, r 2 = R 2 + a 2 — 2aR cos 6, y la integral f r 2 dm 
contendra tres terminos 

I = J R 2 dm + a 2 Jdm — 2aJ R cos 6 dm = I 0 + Ma 2 — 0 

El primer termino es el momento de inercia J 0 respecto al eje que pasa por el 
centro de masa. El segundo termino es Ma 2 porque / dm es la masa M del cuer- 
po rigido. Observamos que R cos 6 es la coordenada x de dm respecto al sistema 
de coordenadas de origen en el centro de masay tenemos fx* dm — 0 (cap. 11), 
con lo que / = J 0 + Ma 2 como antes. 
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y* 



Fig. 12-20. Teorema de Steiner: 
/ = Iq + Ma2 



Fig. 12-21. El momento de inercia 
respecto a un eje que pase por un punto 
de la periferia de un disco uniforme de 
radio R y normal a el es I a = %MR 2 . 


Ejemplo. Determinar el momento de inercia de un disco circular de radio R res¬ 
pecto a un eje A normal a 61 y que pase por un punto de su periferia, segun se indica 
en la ngura 12-21. 

El momento de inercia del disco respecto a un eje paralelo al anterior y que pase 
por el centro de masa, es 


Io 


MR 2 

2 


La distancia que separa los dos ejes mencionados es ahora a = R, y obtenemos 
la = Io+Ma 2 = MR 2 = fMfi 2 

£t 

Ejemplo. Determinar el momento de inercia de una varilla delgada, recta y uni¬ 
forme, de longitud L y masa M, respecto a un eje perpendicular a ella y que pase por 
un extremo. 

El momento de inercia respecto a un eje perpendicular a la varilla y que pase por 
su centro de masa es ML 2 /12. El eje considerado esta separado de este otro una dis¬ 
tancia a = L/2. Por tanto tenemos 



Pendulo. El movimiento de un -pendulo constituye un ejemplo conocido de 
movimiento de un c uer po ri gido y en el inter vienen muchas de las caracte risti- 
cas f undamentales estudiadas del movimiento. En el capitulo 8 se estudio el cas o 
ideal del pendulo matematic o, en el cual toda la masa estaba concentrada en 
un punto. Es t udiaremos ahora el pendulo flsico, el cual presenta una distribu- 
cion continua de masa. E n la figura 12-22 puede verse un ejemplo tipico de dicho 
pendulo fisico . El eie fiio de rotacion es horizontal y lo representaremos por A . 
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El centro de masa del pendulo se halla a una distancia a de A. El desplaramient n 
dpi pftnH ulo respecto a su position de equilibrio esta medido po r el an gulo 6. 

JS obre el pendulo se ejercen dos fuerzas exteriores , la de l a gravedad V la de con- 
tacto por parte del eje A. S i consideramos el momento respecto .4, solo contri- 
buye la fuerza de la gravedad y el momento es — Mga sen Q. Si es I a el momento 
de inercia del pendulo respecto al eje A, la velocidad de variation del momento 
cinetico respecto A sera I a (dca /dt) = I a (d 2 d/dt 2 ) y obteneraos 

j2 Q 

Jq = —Mga sen 8 (12-16) 


Como en el caso del pendulo simpl e, limitaremos nuestras consideraciones a 
casos en los que el dngulo 6 sea siempre pequeno . Entonces, podremos sustituir 
sen 6 por 6, y tendremos 



d z 8 

Ml. 


— —Mgad 


Como antes, esta ecuacion describe un movi- 
miento armonico y la solucion tiene la forma 


8 = 8 m sen <a 0 t 

donde la frecuencia caractedstica de osci la- 
cion es 


Fig. 12-22. Pendulo que gira 
_en_tomo-<L jm_eje_horizontal-fijo. 



y el periodo es 



'ga 
hi 


(12-17) 


(12-18) 


Donde k a es el radio de giro del cuerpo rigido respecto al eje A. (Recordemos 
que el radio de giro d e un cuerpo rigido de masa M y momento de inercia I a de-- 
fine la distancia al eie a la cual habrfa que colocar una m asa, puntua LM para que 
tuviera el mismo momento de iner cia I a . El radio de giro esta, pues, definido 
po r Mk% = 7 g .) Observese que para un punto material situado a una distancia 
a del eje fijo* el momento de inercia es I a = Ma 2 y el radio de giro sera, precisa- 
mente, a. 


Ejemplo 1. iCudl es el periodo de oscilacion de una barra uniforme que osc ile 
en tomo a un eje perpendicular a ella y qu e pa se p or su e xtremo superior ? La longitud 
de la barra es L — 1 m. E l mom ento de inercia de la barr a respecto al eje A_esl a — 
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ML 2 /3. La distancia al centro de masa es a — Lf2 = 0,5 m. El periodo es, pues, 


To 




2_ 
3-g-L 


Como 1 = 1 m, obtenemos To ^1,6 s. 



Ejemplo 2. Consideremos el pgndulo del ejemplo anterior . Suponeamos que se _ 
puede variar la posicion del eje de rotacibn. ^Donde deberiamos colocarlo para-aue 
el periodo del pbndulo sea mlnimo ? 

Supongamos el eje de rotacibn A situado a una distancia x del centro del pendu lo, 
segun se indica en la figura 12-23. En este caso, el momento de inercia respecto A sera 


/„ = Io+Mx 2 = M(kp + x 2 ) 


dond e k es el radio de giro r especto a un eje paralelo a A y_que 
pase por el centro de masa . La distancia del centro de masa al eje 
A es x, y el periodo serd, por tanto, 



.4 

c.m. 


To = 2 TT 


2 , 2 
ko + X 


Figura 12-23 


El periodo presenta u n mlnimo cuando (&o+ x 2 )Jx — kl/x + x es mlnimo. L a deri- 
vada de esta funcion es —kplx 2 1, que es nulaTcuando x = ^ kn . El eie de rotation 
para el cual es mlnimo el periodo esta situado a una distancia kp del centro de masa . 


Ejemplo 3. _Longitud equivalente de un pindulo. Sabemos que eLpdndulo simple 
tiene un periodo Tp = 2 rVL/g donde L es la distancia que separa el punto de sus- 
pensibn de la masa puntual. Definiremos la longitud reducid a. o equivalente L„ , 
de un pbndulo fisi co, como la longitud de un pdnjulo simple que tenga igual periodo 
que el pendulo fisico. E l pbndulo fisico estd caracterizado por su radio de giro k a y la 
distancia a del centro de masa al eje. iQue relation existe entre k a , y a? * 

1 El periodo del pendulo fisico es Tp = SirVkP/ga, y la longitud reducida o equiva ¬ 
lente esta definida por Tp — 2t VL^/ g. La longitud" reducida L eq es, pues, 

k 2 

L /Ca 

eq V5 ~ 
a 

o, de otra manera, podemos decir que elTa dio de giro es la media geombtrica de l a 
longitud reducida y la distancia del centro de ma sa al eje . 

' 15i introducimos el radio de giro kp = V/p/ Af, respecto a un eje paralelo al de 

s uspensibn y que p as e po r, el centrcMie masa, por el teorema de Steiner tenemosL, = a 
Ip + Ma z . Luego, k\ = jc 2 -f- q 2 , _y tenemos 


r _ ,k 2 

i-^eq — CL j-- CL -p 0 

__ a ______ 


donde 
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. kl . , ,2 

o = — o sea db = «o 

a 


cantidades representadas en la figura 12-24. La longitud L eq define un punto B que 
se halla a una distanciaft = ko/a del centro de masa. Si se hace oscilar el cuerpo al- 
rededor de un eje que pase pof^ el periodo de oscilacion sera el mis mo que el obte- 
liido para la osciIacT6n"en t6rn6 ITuneje paralelo que~pase por ^. 



Los puntos A y B tienen la interesante propiedad de que la media geometrica d e 
sus distancias al centro de masa es igual al radio de giro respecto al eje que yasa por 
el centro de masa. E l punto B es el centro de percusion del cuerpo rfgido respecto al 
eje A. Correspondientemente 3 el punto A es el centro de percusion respecto al eje B.r 
Asi pues, se ha demostrado que la longitud reducida del pendulo, ya este suspen di- 
do por A o por B, es la distancia entre A y B, L eq = a 4- b~ 


Fuerza en el eje de rotation. En el analisis anterior no ha figurado la f uerza 
que se ejerce sobre el pendulo en el eje de rotation, ya que se ha utilizado el mo- 
mento respecto a dicho ej e. Par a obtener la fuerza de contacto, podremos siem- 
pre utilizar las ecuaciones generates del movimiento que rigen la traslacion del 
centro de masa y la rotacion en tomo al centro de masa. La fuerza de conta cto 
que se ejerce sobre el pendulo en el eje de rotacion, piiede descomp onersejen dos 
componentes, F r y Ft, se gun se indica en la figura 12-25. Cuando consideramos 
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las fuerzas en las direcciones radial y transversa, y las variaciones correspon- 
dient es de cantidad de movimiento en dichas direcciones, l as ecuaciones del nj.o- 
vimie nto del centrcT de masa son 

Ve~— Mg sen 8 = M& = Ma^j- 

y (12-19) 

F r — Mg cos 8 — Maui 2 

puesto que au 2 es la aceleracion radial, del centro de.masa. 

La rotacion en torno al centro de masa esta descrita por la ecuacion 

I °W = ~ f,a ( 12-20) 

Ahora, con to = dd/dt, tenemos tres ecuaciones a partir de las cuales, al menos 
en principio, "podemds determinar las tres caritidades "desconocidas 0, F 9 , y F r 
en funcion del tiempo. 

Ejemplo 1. Como ejemplo sencillo de rotacion alrededor de un eje fijo, consi- 
deremos la placa cuadrada que gira alrededor de un eje vertical A que pasa por un 
vertice de la placa, como se indica en la figura 12-26. La velocidad angular de la placa 
es co, su masa es M y la longitud de su lado d. iQue fuerza ejerce el eje sobre la placa? 

El centro de masa dg la placa r-ecorre una circunferencia de radio d/V 2. En con- 
secuencia, la fuerza resultante que se ejerce sobre la placa esta dirigida hacia e l cefitro 
de la_cjrcun.fereiicia y ja magn itu d de l a fuerza es 

F = Mur = Mu 2 — 

-Vl., 

La fuerz a de contact o que ejerce ej_eje es la unica fuerza horizontal a que esta someti- 
~da la placa en la dire ccion radial, por ta nto esta f u erza debe ser F. 

En relacion con esto, es .interesante estudiar este. problema desde un sistema de 
coordenadas que gire con el piano con velocidad angular co. En este sistema de coor- 
denadas, el piano esta en reposo bajo la accion de la fuerza de interaccion de contacto 
en el eje y de la fuerza de inercia. La fuerza de inercia que se ejerce sobre un element o 
de masa cuyo vector de posicion es r sera co 2 r dm ( vease cap. 11 ) y la fuerza de inercia 
total es, entonces, co 2 fr dm — to 2 ilfR donde R es el vector de posicion del centro de 
masa. A si pues, si es F la fuerza de contacto, tendremos la condicion de equilibrio 

F + Mu 2 R = 0 o sea F = -Mco 2 R 

En el capitulo 13 estudiaremos la rotacion de un cuerpo asimetrico, en la cual no 
o existe una fuerza de inercia, sino tambien un momento de origen inercial. 

Ejemplo 2. Una barra delgada de masa M y longitud L puede girar Hbremente 
en torno a un eje fijo horizontal, tal como se indica en la figura 12-27. Se suelta la 
barra desde una posicion que forma un angulo con la vertical. 


Ingard — 25 
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A 



(a) iCual es la vel ocidad angular de la barra cuando p asa por su posicion mas 
j)aja2. 

- Sobre la barra se eierce n d os fuerzas exter ior es: el peso y la fuerza de cont acto. 

que el desplazamiento vertical del centro de masa es (L/2) (1 — cos Qq). Si es to la velo¬ 
cidad angular de la barra en el punto m&s bajo, la energia cin&ica es 7co2/2, donde 
I es el momento de inercia de la barra respecto al eje de rotacion. Asi pues, tenemos 

la ,, L,, .. 

— - Mg - (1 — cos 0 O ) 

v - -—--- 

El momento de inercia de la barra respecto al eje de rotacion es 1 — ML 2 /3. Intro- 
duciendo este valor en la ecuacion anterior, encontramos que 

a = (1 — cos 0o) 

Si se suelta la barra desde la posicion horizontal (0o = 90°), obtenemos to = V3 g/L. 

(b) iCudl es la fuerza de contacto que eierce el eie sobre la barra cuando pasa 

por la posicion vertical ? N 

JE1 movimiento del centro de masa del cuerno rieido es ex actamente ieual que el 
de un punto material aislado de masa M sobre el que se ejerzan todas las fuerzas ex- 
teriores — en este caso la fuerza de contacto v el peso . El centro de masa r ecorre un 
arco de circunferencia y la aceleracidn del centro de masa en la posicion mas ba ja es 
oi 2 L/2, dirigida haciael e j e. Si represen tamos por N la fuerza de contacto vertical e n 
el eje , tendremos 

N - Mg = Mo, 2 \ 

N = t Mg [1 + f (1 — cos'0pj] 


con lo que 
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12-5 Equilibrio (estatica) de un cuerpo rigido. Si un cuerpo rigido esta 
en equilibrio, la fuerza resultante que se ejerce sobre el cuerpo debe ser nula. 
Si no lo fuera, su centro' de masa estaria acelerado. Analogamente, el momento 
resultante que se ejerce sobre un cuerpo rigido en equilibrio debe ser nulo, pues 
si no variaria el momento cinetico del cuerpo. Evidentemente, el momento debera 
ser nulo respecto a cualquier otro punto en reposo del espacio. En otras pala- 
bras, las condiciones de equilibrio son 


F = 0 o sea F x = 0, F v — 0, F z = 0 
r = 0 o sea r x = 0, r„ = 0, r 2 = 0 


(12-21) 


Cuando tenemos fuerzas y momentos en tres dimensiones, estas condiciones 
de equilibrio representan seis ecuaciones a partir de las cuales es posible deter- 
minar seis cantidades incognitas. Cuando las fuerzas son coplanarias, el numero 
de ecuaciones se reduce a tres, 


F x = 0, F y = 0, y r 2 = 0 

Ejevjelo. Se sostiene una barra uniforme de longitud L y peso mg mediante dos 
apoyos exentos de rozamientos, segun se indica en la figura 12-28. iCuales son las 
fuerzas F\ y Fi que ejercen los apoyos sobre la barra? No existen componentes horizon- 
tales, ya que los apoyos carecen de rozamiento. Para las componentes verticales F\ 
y Fi de las fuerzas, la condicibn de equilibrio de que sea nula la fuerza resultante da 


F\ + Fi — mg = 0 


El momento resultante respecto a un eje cualguiera debe ser nulo. Tomemos como 
eje uno que pase poV el punto de contacto del primer apoyo y sea normal al papel. 
Tenemos 


L , F^iL 

-mg-+— = 0 


Combinando esfas dos relaciones y despejando F x y F v tenemos 


F i = 



F 2 


2 mg 
3 


Supongamos ahora que la barra del ejemplo anterior se apoya en tres puntos, 
hallandose el tercero a una distancia L/4 del primero. Tendremos entonces 


Fi + F 2 + F z — mg = 0 


„ L L . F 2 SL 


= 0 


y 
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- L - 

Figura 12-28 


Tenemos ahora solo dos ecuaciones.y tres incognitas, .F 1; F 2 y.F 3 . El p'roblema 
no puede resolverse con solo' estas ecuaciones. Esto puede verse fisicamente con 
el siguiente razonamiento. Sabemos que los apoyos 1 y 2 soportan la barra.'Si 
suponemos que ahora se introduce un tercer apoyo 3 con un ppnto de contacto 
mullido por un pequeno resorte imaginario o un pedazo. de fieltro, es evidente 
que la carga soportada por 3 dependera de lo duro que sea el apoyo de 3 contra 
la barra. Si es suficientemente uurq, de manera que el apoyo 1 no .soporte carga, 
cada uno de los soportes 2 y 3 soportara mg/2. La carga soportada por 3 podra, 
por tanto, tener un valor cualquiera comprendido entre 0 y mg/ 2 . Los probiemas 
de este tipo se dice que son indeterminados estaticamente o hiperestaticos. 

En la practica, cuando hay mas de dos apoyos, la distribution de la carga 
esta determinada por las propiedades elasticas de la barra. La hipotesis de cuer- 
po rigido ya no es suficiente para la solution del problema y hay que comple- 
mentar las ecuaciones de equilibrio con otras condiciones en las que intervengan 
las propiedades elasticas de la barra. 

Ejemplo 1 . Las ruedas de una vagoneta estan separadas una distancia d y el cen- 
tro de masa se halla a una altura h sobre el suelo. La vagoneta se halla en reposo en una 
pendiente de angulo 6 y el coeficiente de rozamiento estatico entre las ruedas y la su- 
perficie de la pendiente es /x. iCual puede ser la pendiente para que la vagoneta no 
vuelque ni deslice? 

Sobre la vagoneta se ejercen tres fuerzas: el peso y las dos fuerzas de contacto so¬ 
bre las ruedas. Se desconocen tanto las direcciones como las magnitudes de las fuer¬ 
zas de contacto. En consecuencia, tenemos cuatro componentes desconocidas que 
designaremos por Fj, F 2 , f\ y fz en la figura 12-29. Como solo tenemos tres ecuaciones 
de equilibrio, este problema es normalmente hiperestatico en el sentido de que no 
pueden determinarse por separado f\ y fz- Sin embargo, ahora solo nos interesa la con- 
dicion en que la vagoneta esta a punto de volcar o de deslizar. En estos casos, entre 
las variables hay impuestas relaciones adicionales. Cuando la vagoheta esta a punto 
de deslizar, las fuerzas de rozamiento son maximas en ambasjuedas y, segun sabemos, 
estan relacionadas en forma sencilla con.las componentes normales al piano, de las 
fuerzas. Si los simbolos Fj, Fz,f\ y fz representan las fuerzas que se obtienen cuando 
la vagoneta esta a punto de deslizar, tenemos 

fl = pF 1 y fz = fiF 2 
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Si combinamos estas relaciones con las condiciones generales de equilibrio, 

F x = —fi — h + mg senfli = 0 

/ 

F y — F\ 4* F 2 — mg cos0i = 0 - 
obtenemos /x mg cos 0i — mg sen 0 sea 

tg 6 1 = fi 

En otras palabras, para evitar el deslizamiento, debe ser 0 < 0j. 

Cuando esta a punto de volcar la vagoneta, las fuerzas Fi y f\ deben ser nulas, ya 
que se rompe el contacto entre la rueda superior y el piano. Entonces, si consideramos 
el momento respecto al punto de contacto de la rueda inferior, vemos que para que el 
momento resultante sea nulo debe ser nulo el brazo de palanca del peso respecto a 
este punto. Esto ocurrira cuando el angulo de inclination del piano tenga el valor dado 
por 



y se evitara el vuelco si 6 < 62 . Si 0 1 = d 2 , se deduce que el vuelco y el deslizamiento se 
produciran simultaneamente cuando fi = djlh. Si es n menor que d\2h, se producira 
el deslizamiento antes que el vuelco al ir aumentando el angulo 6 . Lo contrario ocu¬ 
rrira si fx es mayor que djlh. 

Ejemplo 2. Como ejemplo de problema en el que las fuerzas no son todas copla- 
narias, consideremos el equilibrio de una barra rigida sometida a la accion de tres 
fuerzas, como se indica en la figura 12-30. La barra esta soportada por su extremo su¬ 
perior A mediante un pasador en torno al cual puede girar libremente. La longitud 
de la barra es L = 2 m. Las fuerzas exteriores que se ejercen sobre la barra son Fi, 
de componentesFi* = 0, F\ v — 3kp y F\ z — 1 kp, aplicada al extremo inferior de 
la barra; F 2 , de componentesF 2 * = —4kp y F 2y = — 2 kp; y F 3 que esta aplicada 
perpendicularmente a la barra en un punto P situado a 1/2 m del extremo superior. 
iCuales seran la magnitud, direccion y sentido de F 3 que mantengan la barra en equi¬ 
librio ? 
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Figura 12-30 


Para que la barra est 6 en equilibrio, debe ser nulo el momento resultante respecto 
a A o a cualquier otro punto fijo. El momento debido a Fi y F 2 tiene por componentes 

r* = 3 • 2 — 2*1 =4 m-kp, r„ = 4*1=4 m-kp 

En consecuencia, las componentes del momento de F 3 deben ser T 3 * = —4 m-kp y 
T 3 y = —4 m-kp. La magnitud del momento es t 3 = 4 \/2 y la magnitud correspon- 
diente de la fuerza serd, pues, 4 = 8 V2kp. Las componentes de la fuerza son 

Fsx = +8 kp y F Sy = —8 kp. La fuerza que se ejerce en A sobre la barra deberd, 
pues, tener por componentes 

F ax - -(0 - 4 + 8 ) - —4kp 

Fay = -(3 - 2 - 8 ) = +7 kp 

F„ - -(1 + 0 + 0 ) = -lkp 

Ejemplo 3. Un carrete, de radio interior r y radio exterior R se halla sobre un 
suelo dspero. Se tira de 61 con una fuerza F mediante un hilo arrollado en tomo a su 
cilindro interior (fig. 12-31). Se mantiene el hilo formando un dngulo 6 .con la hori¬ 
zontal. Se observa que hay un dngulo critico 0<j tal que para 8 < 0 O el carrete rueda 
sin deslizar en el sentido del cual se tira de 61, y para 0 > $o el carrete rueda sin desli- 
zar, en sentido contrario. iCudl es el valor del dngulo critico 0 q? 



Figura 12-31 
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El carrete se halla sometido a tres fuerzas: la tension F del hilo, el peso A/g y la fuer- 
za de contacto F e que tiene componentes horizontal y vertical F cx y F eu . 

Las ecuaciones que expresan el movimiento de traslaciOn del centro ; de masa y la 
rotaciOn en torno a 6ste son 

(a) ZFy = F cv + F sen 6 -Mg = 0 

(b) SFx = F cos 6 + F cx = Ma x = MR ^ 

at 

(c) Ex = —F ex R - Ft I 0 ^ 

, at 

[Nota: En (b) se presupone que <o es positiva en el sentido de las agujas del reloj. 
£C6mo? iPor que los momentos aparecen en (c) con signo menos?] 

\ 

Eliminando la fuerza F cx se tiene 

do) _ p R cos 6 — r 

Jt ~ b T^FmW 

y se deduce que dcojdt > 0 (m ovimiento hacia adelante) cuando cos 9 > rlR. v 
dcoldt <r 0 (m ovimiento hacia atr&s) c uando c os 6 < r/R. E l dngulo critico correspon- 
diente a dw/dt — 0 es 


cos 8q = — 
K 

Problemas 


12-1. Consideremos dos puntos ma- 
teriales que se muevan en el espacio y que 
est6n unidos por un resorte elastico. 
iCuantas coordenadas se precisan para 
una descripcion univoca de las posiciones 
de estos puntos materiales? Si se le diera 
rigidez bruscamente al resorte, £cudntas 
coordenadas se precisarian para especi- 
ficar sus posiciones ? Compdrese el resul- 
tado con las consideraciones generates 
acerca del numero de grados de libertad 
^de un cuerpo rigido. 

12-2. Consideremos un cuerpo que 
gire en un piano alrededor de un eje fijO 
con velocidad angular c<jj de manera que 
todos los puntos siguen trayectorias circu- 
ares. Consideremos un punto arbitra- 


rio P e imaginemos un eje que pase por 
este punto y sea paralelo al eje fijo. Des- 
cribir el movimiento tespecto al eje que 
pasa por P. 

12-3. Consideremos la Tierra y la 
Luna como sistefna aislado de cuerpos 
que . solo se ejercen interacciones entre si. 
Su centro de masa permanece en reposo. 
Si preScindimos del movimiento de ro- 
tacion terrestre, iqu6 clase de movimiento 
tendrd la Tierra respecto al centro de 
masa del. sistema Tierra-Luna? iCual es 
la velocidad del centro de la Tierra en 
este movimiento? iCual es la velocidad 
del Polo Norte? Los valores numericos 
de la distancia Tierra-Luna, etc., est&n 
consignados en el apendice. 
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12-4. Una barra recta de masa M (b) r a = 3 m/s a lo largo del eje x, y b — 0? 

y longitud L se halla sobre una mesa hori- (c) v a = 3 m/s a lo largo del eje x, v b — 1 

zontal con su centro de masa en * = 0, m/s a lo largo del eje x? (d) v ax = 4 m/s, 

7 = 0 y esta inclinada un dngulo 6 res- v ay = 3 m/s, v bx — 2 m/s, v by — 3 m/s? 

pecto al semieje + x. Se le comunica una 12-6. La varilla del problema ante- 

traslacion de longitud AX en la direccion rior tiene una masa de 2 kg. (a) iCuales 

y sentido de las x positivas y luego una son la cantidad de movimiento y el mo- 

rotacion de angulo A Q alrededor del mento cinetico en las condiciones de la 

centro de masa. (a) £Cu&les son, al final parte (d)? (b) Si la varilla se moviera so- 

de este movimiento, las coordenadas x lamente bajo la accion de la gravedad, 

e y de un punto P de la barra, que tenia £cual serla su movimiento subsiguiente? 

inicialmente las coordenadas * 0 , yo? (b) (c) ^Cuantas vueltas completas dara la 

Determinar x — xo e y — yo en funcion varilla antes de que su centro de masa 

de AX y Ad. (c) Si se realizan simulta- vuelva a la altura inicial? 

neamente estos desplazamientos durante 12-7. Explicar por que la eleccion 

el tiempo At, hallar las componentes del punto de aplicacion de una fuerza 

AxJAt y AyjAt de la veiocidad media exterior sobre un cuerpo rlgido no afecta 

de P. Demostrar que la veiocidad instan- al movimiento de su centro de masa. 

tanea del punto P (At -*■ 0) esta da da por 12-8. Sobre una superficie horizon¬ 

tal exenta de rozamientos se halla una 
v x = V x — yaw, v y = xooj placa cuadrada de lado d y masa m. 

. <,Es posible, en cada uno de los casos 
donde V x — dXjdt es la veiocidad del cen- representados en la figura 12-32, redu- 
tro de masa. cir el sistema de fuerzas a una fuerza 

- 12-5. Una varilla delgada de Ion- unica? Reducir el sistema, en cada caso, 

gitud d = 2 m se halla alineada inicial- a una resultante que pase por el centro 

mente con el eje y. Representemos por A de masa y a un par, que produzcan el 

el extremo superior de la varilla y por R el mismo movimiento que el sistema de 
inferior. /.Cuales son la veiocidad del cen- fuerzas original. 

tro de masa y la veiocidad angular del 12-9. Nos referimos al problema 12-8. 
cuerpo en tomo a su centro de masa, si En cada caso, £cual es la aceleracion 
(instantaneamente)i (a) v„ = v& = 3 m/s instantanea del punto P’1 

y estan dirigidas a lo largo del eje x’i 12-10. Dos barras delgadas unifor- 



. Figura 12-32 



PROBLEMAS 


mes de. longitudes iguales, / = 0,5 m, 
una de 4 kg y la otra de 12 kg, se sueldan 
formando una barra de 1 metro. Consi- 
deremos ahora el momento de inercia 
de esta barra compuesta respecto a un 
eje perpendicular a ella. Determinar la 
posicion del eje respecto al cual el mo¬ 
mento de inercia tenga valor mlnimo. 
Determinar este valor. 

12-11. Demostrar que para una pla- 
ca uni forme plana cualquiera tenemos 
/o = 4 + I y , donde 7o es el momento 
de inercia respecto al eje normal a la 
placa que pasa por el origen del sistema 
xy, mientras que I x e I y son los momentos 
de inercia respecto a los ejes x e y, res- 
pectivamente. 

12-12. Comprobar las expresiones 
para los momentos de inercia de una 
esfera y de un cubo dadas en la figura 
12-8 del texto. 

12-13. Sobre una barra uniforme si- 
tuada sobre una mesa horizontal, se 
ejerce una fuerza horizontal perpendicular 
a la barra en un extremo de esta. La barra 
parte del reposo. La Iongitud de la barra 
es L y su masa es M. iQue punto de la 
barra tiene aceleracion inicial nula? 

12-14. Se tira de un disco cilindrico 
uniforme de radio R sobre una superficie 
horizontal (sin rozamiento) mediante un 
hilo arrollado sobre el cilindro. El otro 
extremo del hilo esta unido a un cuerpo 
de igual masa M que el cilindro. El hilo 
pasa por una polea, segun se indica en 
la figura 12-33. (a) Determinar la ten¬ 
sion del hilo mientras esta en movimiento 
el sistema. (b) Si el sistema parte del 
reposo, icual es la Yelocidad del disco 
cuando su centro haya recorrido una 
distancia 5R? 

12-15. Dos cilindros homogeneos del 
mismo material giran con la misma 
velocidad angular alrededor de sus ejes 
de revolution. iCual es el cociente entre 
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Figura 12-33 

sus energfas cineticas si el radio de un 
cilindro es doble que el del otro? 

12-16. Una placa circular delgada 
gira alrededor de un eje normal a la placa 
y que pasa por su centro de masa. iCual 
debe ser la velocidad angular para que la 
energfa cinetica de la placa sea suficiente 
para elevar el peso de la placa hasta 
una altura igual a su diametro 2R1 

12-17. En los experimentos de cho- 
que de los capitulos 2 y 3 se utilizaban 
carritos de masa M que rodaban sobre 
cuatro ruedas de masa m cada una de 
ellas y de radio de giro k. (Se supone 
siempre que las ruedas giran,) (a) iQue 
velocidad alcanzarfa uno de dichos ca¬ 
rritos si, tras partir del reposo, se ejer- 
ciera sobre el una fuerza F a lo largo 
de la via durante un tiempo At? iC ual 
seria la masa efectiva del carrito? (b) 
£Qu 6 velocidad alcanzarfa dicho carrito 
si, tras partir del reposo, se ejerciera sobre 
el una fuerza F a lo largo de una dis¬ 
tancia x sobre la via? iCual seria ahora 
la masa efectiva del carrito? 

12-18. Se mantiene una barra recta 
uniforme de masa m y Iongitud / incli- 
nada un angulo 0o con su extremo infe¬ 
rior apoyado en un piano liso (rozamiento 
despreciable). Se suelta la barra a partir 
de esta posicion. (a) Demostrar qtte la 
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barra choca de piano contra la superficie 
plana, es decir, que el extremo inferior 
se halla siempre en contacto con ella. 
(b) Determinar la velocidad angular en 
funcion del dngulo de inclinacibn. (c) De¬ 
terminar la velocidad del centra de masa 
inmediatamente antes de que la barra 
choque contra el suelo. (Sugerencia : Uti- 
licese el principio de conservation de la 
energia mecanica total.) 

— 12-19. En la figura 12-34 pueden 
verse dos cilindros homo'gbneos de ra¬ 
dio R y masa M cada uno. El cilindro 
superior, puede girar libremerite soste- 
nido por un eje horizontal que pasa por 
su centra. Se arrolla una cuerda en tomo 
a ambos cilindros, y se deja caer el de 
abajo. Entre la cuerda y los cilindros hay 
suficiente rozamiento para que ambos 
puedan girar sin deslizamiento. (a) iCual 
es la aceleracion del centra de masa del 
cilindro inferior? (b) iCual es la tension 
de la cuerda? (c) iCual es la velocidad 
del cilindro inferior cuando ha descen- 
dido una disiancia 10 Rl 



Figura 12-34 

12-20. Un cubo uniforme de masa 
m desliza por un piano horizontal bajo 
la action de una fuerza constante comu- 


nicada por una cuerda horizontal. £sta 
esta sujeta al centro de la cara superior 
del cubo, segun se indica en la figura 
12-35. (a) El coeficiente de rozamiento 
es nulo. lA qub valor de la fuerza empe- 
zard a volcar el cubo? (b) Supongamos 
que el coeficiente de rozamiento por des¬ 
lizamiento es n. iCual es ahora el valor 
de la fuerza para el que empezara a volcar 
el cubo? 



Figura 12-35 

- 12-21. Una barra A-B de masa M 
y longitud l esta suspendida de un pasador 
mediante un cuerpo rigido OA de masa 
despreciable, segun se indica en la figura 
12-36. La distancia del pasador al cen¬ 
tro de la barra es R. Se suelta la barra 
e inicia su oscilacion hacia una posicion 
vertical (posicibn 1), eh que su centro 
de masa tiene una velocidad V. En este 
instante queda suelta la barra. Gira 1/4 
de vuelta de manera que al alcanzar el 
suelo (posicion 2), estd horizontal. Cuando 
se suelta la barra, £cu&l es la altura h de 
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la barr.a sobre el suelo? (Indicar el sen- 
tido de rotacion de la barra.) 

12-22. (a) Supongamos que a un 
cuerpo rigido se le aplica un impulso. In- 
dicar uno o varios puntos respecto a los 
cuales no varfa el momento cinetico 
total del cuerpo a causa del impulso. 
(b) Si no es instantaneo el impulso apli- 
cado a un cuerpo, sino que: dura cierto 
tiempo ipuede expresarse generalmente 
la cesibn de momento cinetico en fun- 
cion del impulso? Discusion. 

12-23. Un cuerpo que puede mo- 
verse libremente sobre un piano, se halla 
en reposo cuando se Ie aplica un impulso 
instantaneo. £Es posible que exista un 
punto del cuerpo que tenga velocidad 
nula inmediatamente despu^s del im¬ 
pulso? Si es asi, estudiar como varla este 
punto al variar del punto de aplicacion 
del impulso. 

• 12-24. Una barra recta y homoge- 
nea de longitud L = 3 m y masa M — 4 kg 
se halla en reposo sobre una superficie 
horizontal. Se aplica un impulso hori¬ 
zontal instantaneo perpendicularmente a 
la barra. lK que distancia del centro de 
la barra habrla que aplicar el impulso 
para hacer iguales las energias cineticas 
de traslacion y rotacion? 

12-25. Cuando' chocan dos cuerpos 
rigidos, el momento cinetico total de 
los cuerpos permanece constante. £Sig- 
nifica esto que las fuerzas de contacto 
ent>;e los cuerpos pasan por su centro de 
masa? Discusion. 

12-26. iEs posible, en un choque 

entre cuerpos rigidos, que pueda variar 
el momento cinetico de rotacion (spin) 
de un cuerpo, sin que cambie el momento 
cinetico de rotacion del otro ? 

12-27. iEs posible, en un choque 

entre dos cuerpos extensos, que despuds 
del choque tengan ambos solamente ener¬ 
gies cineticas de rotacion en torno a sus 


respectivos centros de masa? Si es asi, 
dese un ejemplo. 

12-28. Un aro circular de madera, de 
masa m y radio r descansa sobre una super¬ 
ficie horizontal sin rozamiento.Contra el se 
dispara con una velocidad v dirigida en 
la forma indicada en la figura 12-37, 
una bala cuya masa es, tambien, m y que 
queda incrustada en el. El espesor es 
mucho menor que el radio, (a) iCuil es 
la velocidad del centro de masa del sis- 
tema antes y despuds de chocar la bala 
con el aro? (b) iCual es el momento ci¬ 
netico del sistema respecto a su centro 
de masa antes de chocar la bala contra 
el aro? (c) iCudl es la velocidad angular 
con la que gira el sistema despues de cho¬ 
car la bala con el aro? (d) iQue energia 
cinetica se ha perdido en el choque? 



Figura 12—37 


12-29. Un disco circular uniforme A de 
radio R y masa M desliza sobre una de sus 
caras planas sobre un piano horizontal 
sin rozamiento con una velocidad V cons¬ 
tante. El disco A choca con otro B exac- 
tamente igual, que se halla inicialmente 
en reposo con su centro situado a una 
distancia R de la recta de movimiento de 
A, segun se indica en la figura 12-38. 
Despues del choque, ambos discos siguen 
juntos formando un cuerpo rigido. £Cua- 
les son (a) la velocidad de traslacion y 
(b) la velocidad angular de este cuerpo 
despues del choque? (c) iComo variaria 
la contestacion a- (b) si A tuviera una 
velocidad angular inicial <o a = V/R, co- 
rrespondiente a una rotacion positiva 
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(contraria a la de las agujas del reloj)? 
(d) iQue energia cinetica se pierde en el 
choque? 

12-30. Se monta una via circular 
horizontal de masa M = 1,5 kg y radio 
R = 0,5 m sobre una rueda que puede 
girar (rozamiento despreciable) alrededor 
de su eje vertical fijo, segun se indica en 
la figura 12-39. Puede despreciarse la 
masa de la rueda. Sobre la via parte 
del reposo una locomotora de juguete 
de masa m — 0,5 kg que pronto alcanza 



una celeridad constante vq — 2 mjs res- 
pecto al s.istema del laboratorio. (a) iCual 
sera la velocidad angular de la rueda si 
parte del reposo ? Indicar el sentido. (b) La 
locomotora disminuye su velocidad hasta 
detenerse. £Cu&l es la velosTdad angular 
final de la rueda? (c) Supongamos que el 
cojinete de la rueda no esta exento de 
rozamientos. iCual sera el movimiento 
final de la rueda y la locomotora si ambas 


se hallaban en reposo cuando se conec- 
taba la corriente? (d) Describir el movi¬ 
miento del sistema desde el momento de 
arrancar la locomotora, para el caso en 
que en vez de estar soportada la rueda 
por un eje fijo, se hallara sobre una super- 
ficie horizontal sin rozamiento. 

12-31. Un cilindro homogeneo par¬ 
te de una posicion A y rueda hacia abajo 
de un piano inclinado (fig. 12-40) sin 
deslizar hasta B. Sigue de B hasta C, mo- 
viendose sobre una superficie exenta de 
rozamientos. Los desniveles entre A y B 
y entre B y C son ambos iguales al dia- 
metro del cilindro. (a) iCuales son la 
velocidad del centro de masa y la velo- 



cidad angular del cilindro, cuando este 
se halla en el pun to B ? iCuales seran 
dichas veiocidades cuando el cilindro air 
cance la posicion' C? 
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12-32. Un embolo de masa des- 
preciable cuyo vastago pasa por una 
guia exenta de rozamientos, empuja un 
cilindro uniforme de masa M y radio R 
sobre un piano horizontal, segun se in- 
dica en la figura 12-41. La fuerza ho¬ 
rizontal que se ejerce sobre el embolo 
es F. El coeficiente de rozamiento entre 
embolo y cilindro es fx. El cilindro rueda 
sin deslizar sobre un piano, (a) Escribir 
la ecuacion, o ecuaciones, que rigen el 
movimiento. (b) Determinar la acelera- 
cion del centra de masa del cilindro. 



Figura 12-41 


- 12-33. Una rueda sube rodando un 
piano inclinado de angulo 6 bajo -la 
accion de un par, segun se indica en 
la figura 12-42. t,Cual es la aceleracion 
maxima de la rueda si su masa es M, su 
radio de giro ko y el coeficiente de roza¬ 
miento estatico /xl 



12-34. Un -cilindro homogeneo de 
radio /?/4 se mueve por el interibr.de una 
tuberla de seccion circular de radio R, 
segun se indica en la figura 12-43. La 
mitad izquierda de la tuberia es lo sufi- 
cientemente aspera para asegurar la ro- 
dadura sin deslizamiento, mientras que 



la otra mitad tiene coeficiente de roza¬ 
miento nulo. El cilindro empieza a radar, 
en la mitad rugosa de la tuberia, desde 
un pifnto en el cual su centra de masa se 
halla a una altura Rf2 sobre el punto mas 
bajo de la tuberia. (a) iCual es la velo- 
cidad angular del cilindro en la posicion 
mas baja? (b) iCual sera la altura ma¬ 
xima que alcanza el cilindro en la mitad 
lisa de la tuberia? 

12-35. iCual es el momento de 
inercia de (a) una varilla delgada y larga 
respecto a un eje perpendicular a ell a y 
que pase por uno de sus extremos? (b) un 
aro circular delgado respecto a un eje que 
pase por-su periferia y sea perpendicular 
a su piano? (c) un aro circular delgado 
respecto a un eje situado en su piano y 
tangente a el? (d) una placa .circular 
delgada respecto a- un eje normal a su 
piano y tangente a su periferia? — 

12-36. Un aro circular de radio R 
oscila en torno a un eje horizontal que 
pasa por un punto A, segun se indica en 
la figura 12-44. (a) iCual es el perlodo 
'de oscilacion del aro si el eje es normal 
al piano del aro? Demostrar que este 


A 
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periodo es igual al de un pendulo simple 
de longitud 2 R. (b) iCual es el periodo 
de oscilacion del aro si el eje esta conte- 
nido en su piano? (c) En (a) y en (b), 
icudles son las. velocidades angulares 
que debe llevar el aro en las posiciones 
mas bajas, para poder dar una vuelta com- 
pleta? 

12-37. Una varilla homogenea del- 
gada de masa M y longitud L esta ar- 
ticulada por un extremo y mantenida 
en posicidn horizontal por medio de un 
resorte vertical. El resorte esta sujeto 
a una distancia d del extremo articulado 
de la varilla (fig. 12-45). Si se da al ex¬ 
tremo fibre de la varilla un desplaza- 
miento vertical y luego se suelta, caicular 
el periodo de las oscilaciones subsiguien- 
tes si es K la constante del resorte. 



12-38. Un pendulo consiste en una 
barra uniforme de longitud L, con un eje 
horizontal de rotacion que pasa por uno 
de sus extremos. Se suelta la barra a partir 
de la posicion horizontal, (a) iCual es la 
fuerza de contacto que ejerce el eje sobre 
la barra, inmediatamente despues de 
soltarla? (b) £Cual es la fuerza de con¬ 
tacto cuando la barra forma un dngulo 
de 30° con la vertical ? 

12-39. Consideremos los dos pdn- 
dulos de la figura 12-46. En la parte 
(a) puede verse una barra recta uniforme, 
y en la parte (b) una esfera uniforme que 



pende del extremo de una barra muy 
ligera. Las masas de los pendulos son 
iguales y sus dimensiones son las indi- 
cadas en la figura. Se da a la esfera un 
impulso instantaneo J que pasa por su 
centro y que la lleva a la posicion hori¬ 
zontal. £En que punto de la barra habria 
que aplicar J para Ilevarla a la posicion 
horizontal? 

^ 12-40. • Una barra uniforme de lon¬ 
gitud L y masa M puede girar alrededor 
de un eje horizontal sin rozamiento que 
pasa por el extremo superior de la barra, 
segun se indica en la figura 12-47. El 
eje esta soportado por dos alambres ho- 
rizontales sobre los que puede deslizar 
sin rozamiento. Se da a la barra una ve- 
locidad horizontal V de manera tal que 
permanezca vertical durante el movi- 
miento. Se detiene el movimiento cuando 
choca el eje con el soporte S fijo en los 
alambres y queda unido a el. Entonces 
empieza a oscilar la barra alrededor del 



Figura 12-47 
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eje. (a) iCual es el momento cin&ico 
de la barra respecto a 5 antes e inmediata- 
mente despues del choque? (b) iCual 
es la velocidad angular de la, barra des¬ 
pues del'choque? (c) ^Que fraccion de 
la energla Cinetica inicial se pierde en el 
choque? 

12-41. Un pendulo constituido por 
una barra recta se dispone para oscilar de 
dos maneras, segun se indica en la figura 
12-48. En (a), oscila alrededor de un 
eje horizontal fijo que pasa por su ex- 
tremo superior. En (b), el extremo supe¬ 
rior puede deslizar libremente a Io largo 
de un alambre horizontal sin rozamiento. 

(a) iCual es el cociente entre los perlodos 
de pequena oscilacion de estos dos p6n- 
dulos? (b) El pendulo oscila alrededor 
del alambre con cierta amplitud. Se sujeta 
bruscamertte al alambre el extremo su¬ 
perior, pero el pendulo aun puede oscilar 
libremente alrededor de este punto de 
sujecion. Estudiar la amplitud del movi- 
miento continuado si se produce la su¬ 
jecion cuando el pendulo pasa por la 
posicion vertical y cuando es maxima 
la desviacion. 



(a) (b) 

Figura 12-48 


/ 12-42. Un cilindro de radio 1 m 
esta constituido por dos mitades unifor¬ 
mes, una de 10 kg y la otra de 20 kg, 
segun se indica en la figura 12-49. El 
cilindro se apoya sobre un - piano ' sin 
rozamiento y se suelta desde la posicidn 
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inestable representada. ^Cual sera la ener- 
gia cinetica en el movimiento oscilatorio 
subsiguiente? 

3 12-43. Un cubo homogeneo desliza 
con velocidad constante sobre una su- 
perficie horizontal sin rozamiento, segun 
se indica en la figura 12-50. iA que 
velocidgd voicara el cubo tras chocar en 
S con el obstaculo? 



Figura 12-50 


'C 12—44. Consideremos los sistemas de 
la figura 12-51 (a), .(b) y (c), los cua- 
les estan todos animados de movi¬ 
miento oscilatorio; (a) El primer sistema 
consjste en un cilindro de masa m y radio 
r y una barra muy ligera. Calcular la fre- 
cuencia caracterlstica f a del sistema. (b) Un 
cilindro de masa m desliza en uno y otro 
sentido en un canal semicircular. Des- 
preciando el rozamiento, calcular la fre- 
cuencia f b caracterlstica de este sistema. 
iEs mayor, igual o menor que / a ? Ex- 
plicarlo. (c) El cilindro de la parte (b) 
rueda sin deslizar en uno y otro sentido. 
La frecuencia f c de este sistema, its igual, 
mayor o menor que f b ? Expliquese. 

12—45. Una escalera de 12 m pesa 
25 kg y se apoya sobre un edificio liso. El 
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Figura 12-51 


angulo entre la escalera y el edificio es 
de 30°. (a) Dibujar un esquema de todas 
las fuerzas que se ejercen sobre la escalera. 
(b) iQue fuerza ejerce el edificio sobre 
la escalera? (c) iQue fuerza ejerce el suelo 
sobre la escalera? 

12-46. Un puntal de 10 m de lon- 
gitud pesa 150 kg y esta soportado en la 
forma indicada en la figura 12-52. En 
su extremo libre sostiene un peso de 
500 kg. (a) Indicar en un esquema todas 
las fuerzas que se ejercen sobre el puntal. 
(b) -iQue fuerzas son estas? 



12-47. Una cuerda tendedera de 30 m 
de longitud soporta en su centro un peso 
de 10 kilogramos. Cada mitad de la 
cuerda forma un angulo de 5° con la ho¬ 
rizontal. oCual es la tension de la 
cuerda ? 


12-48. Un puntal de 30 m de lon¬ 
gitud y 150 kg, esta soportado en la forma 
indicada en la figura 12-53. La distan- 
cia de A a O es de 30 metros. iCual es la ' 
tension S del cable? 



12-49. Dos tableros lisos estan ar- 
ticulados por una arista y se equilibran 
en la forma indicada en la figura 12-54. 
La articulation en P esta exenta de roza- 
mientos. Cada tablero tiene una masa m 
y una longitud de la arista transversal /, 
y forman angulos de 60° con el suelo. 


P 
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<,Cual debe ser el coeficiente de roza- 
miento estatico que mantiene el sistema 
en equilibrio? 

12-50. Segun se indica en la figura 
12-55, un cilindro homog6nea de masa 



M y radio R se mantiene en reposo sobre 
un piano inclinado de angulo 0, bajo la 
influencia de un par. Determinar este. 
12-51. Una barra uniforme de lon- 



Figura 12-56 


gitud L y masa m se mantiene en equili¬ 
brio en un piano vertical, segun se indica 
en la figura 12-56. La anchura de lazanja 
que sostiene la barra es / = L/3. La fuerza 
de rozamiento es maxima en A y puede 
despreciarse en B. £Cual es el coeficiente 
de rozamiento en A y cual la direction de 
la fuerza de rozamiento que se ejerce 
sobre la barra? 

12-52. Dos barras . uniformes, una 
de 15 cm de longitud y masa 5 kg y la 
otra de 25 cm de longitud y masa 20 kg, 
estan soportadas por pasadores P\ y Pi 
que hacen que se apoye una en otra en 
la forma indicada en la figura 12-57. 



(a) iQue puede decirse del coeficiente de 
rozamiento estatico entre las barras si no 
hay deslizamiento ? (b) <,Cuales son las 
componentes horizontal y vertical de la 
fuerza ejercida por el pasador P\1 


Ingard — 26 
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EJEMPLOS DE FUERZAS Y MOVIMIENTO — V 

Resumen. Vimos en el capltulo 12 que en el movimiento tridimen¬ 
sional, el momento cinetico de un cuerpo rigido solo tiene una com- 
ponente y el momento resultante de las fuerzas exteriores solo altera 
la magnitud del momento cinetico. En el movimiento tridimensional 
tambien puede variar la direction del momento cinetico y esa varia¬ 
tion exige un momento exterior, segun se estudio formalmente en el 
capltulo 9. En primer lugar se ilustra esta relation vectorial existente 
entre el momento cinetico y el momento resultante, para los casos de 
una partlcula unica y de una haltera giratoria. A continuation se rea- 
liza un analisis del movimiento de cuerpos rigidos simdtricos en ro¬ 
tation. Incluimos la precesion de giroscopios y peonzas, asi como un 
estudio cualitativo .de la nutation. Se determinan despues las fuerzas 
y pares de inercia originados eri la rotacion en torno.a un eje fijo y 
se introducen los conceptos de ejes principales y rriomentos principa- 
les de inercia. Observamos que el momento cinetico, en una rotacion 
alrededor de un eje no principal, no esta dirigido a lo largo del eje 
de rotacion. Habiendo puesto de manifiesto la naturaleza vectorial de 
la velocidad angular, deducimos la expresibn general del momento ci- 
nbtico y de la energla cinetica de un cuerpo rlgido en rotacion en funcion 
de los momentos principales de inercia y de las componentes de la 
velocidad angular segun los ejes principales; 

Yimos en el capitulo \2 que el movimiento de un cuerpo rigido puede consi¬ 
derate como la superposition de una traslacion y una rotacion. La traslacion 
esta descrita por el movimiento del centro de masa del cuerpo y esta parte del 
movimiento es en todo analoga al movimiento de una particula. Comparandolo, 
pues, con el movimiento de una particula, el movimiento de un cuerpo rigido 
presenta como novedades la rotacion en tomo al centro de masa y la relacion 
existente entre el momento cinetico de rotacion (spin) y las fuerzas exteriores. 
En el capitulo 9 introdujimos el concepto de momento cinetico y estudiamos 
sus propiedades en el caso de un sistema de puntos materiales. En el capitulo 12 
se presentaron las ecuaciones generales del movimiento de un cuerpo rigido en 
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las formas 


P4 

• II 

(13-1) 

dL* * 

dt T 

(13-2) 


donde P es la cantidad de movimiento total del cuerpo, L* el momento cinetico 
de rotacion, F la resultante de las fuerzas exteriores y r*el momento resultante 
respecto al centro de masa. Sin embargo, hasta ahora solo hemos aplicado estas 
ecuaciones al movimiento en un piano y en este caso solo hay una componente 
del momento cinetico. En este capltulo se extenderan los estudios realizados 
anteriormente para incluir el movimiento en tres dimensiones que encontramos 
en los cuerpos que giran (giroscopios, etc.). 

Cuando pasamos del movimiento en un piano al movimiento en el espacio, 
no aparecen conceptos nuevos referentes al movimiento de traslacion de un cuer¬ 
po. En otras palabras, en funcion del movimiento del centro de masa, etc., la 
interpretation de la ecuacion (13-1) es la misma en el movimiento de dos y de 
tres dimensiones. En cambio, por lo que respecta al movimiento de rotacion, 
lo hallamos fundamentalmente diferente en dos y en tres dimensiones. En dos 
dimensiones, la direccion del momento cinetico esta confinada a la recta fija 
normal al piano del movimiento y el momento resultante de las fuerzas exterio¬ 
res que se ejercen sobre el cuerpo produce siempre una variacion de la magnitud 
del momento cinetico. En cambio, en el espacio, puede variar la direccion del 
vector momento cinetico y ya no es cierto que el momento resultante solo produz- 
ca variacion de la magnitud del momento cinetico. En realidad, en muchos ca- 
sos el unico efecto del momento resultante es variar la direceidn del momento 
cinetico, mientras que la magnitud de este permanece invariable. Muchas de las 
sorprendentes caracterlsticas del movimiento de los giroscopios y peonzas se 
deberi a este efecto que nos es aun casi desconocido si solo atendemos a lo estu- 
diado en los capitulos anteriores. 

A este respecto puede sernos util recordar la situation analoga que estudia- 
mos al tratar de la cantidad de movimiento de un cuerpo, primeramente en el 
caso de movimiento unidimensional y despues en el caso de movimiento bidimen- 
sional. Veiamos que en el caso de una dimension, la direccion del vector cantidad 
de movimiento estaba confinada a la trayectoria rectilinea del cuerpo y una fuerza 
exterior alteraba siempre la magnitud de la cantidad de movimiento. En cambio, 
en dos (y tres) dimensiones, la direccion de la cantidad de movimiento no se 
hallaba ya confinada y una fuerza no tenia por que alterar necesariamente la 
magnitud de la cantidad de movimiento. Por ejemplo, en el movimiento circular 
uniforme la fuerza solo hacia variar la direccion, y no la magnitud, de la canti- 
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dad de movimiento. Este hecho parecio un tanto sorprendente a la luz de nues* 
tros conocimientos adquiridos unicamente en nuestros estudios en una dimension. 
Sin embargo, una vez familiarizados con los movimientos circular y curvilineo, 
quedo aclarado, sin lugar a dudas, el significado de la relacion vectorial que ex- 
presa la velocidad de variacion de la cantidad de movimiento en funcion de 
la fuerza. Analogamente, para familiarizarnos con la naturaleza vectorial de la 
relacion existente entre el momento cinetico y el momento resultante de las fuer- 
zas exteriores, nos sera util estudiar detalladamente algunos ejemplos sencfllos, 
cosa que vamos a hacer a continuation. 

13-1 Variacion del momento cinetico de una particula. Para introducir la 
relacion vectorial dl/dt = r = r X F y la relacion de impulsos cofrespondiente 
Al = r Xi J, consideraremos el movimiento de una particula cuyo momento cine¬ 
tico se altera mediante un impulso instantaneo. 



Fig. 13-1. Diagrama vectorial que presenta las relaciones entre cantidades de 
movimiento y momentos cineticos antes y despues de un.impulso instantaneo. 


En la figura 13-1 se ha representado una particula que se mueve con cantidad 
de movimiento constante p v = p x recorriendo la recta x = rci en el piano xy. 
El momento cinetico de la particula respecto al origen es constante; es decir, 
l 2 = i x = x npi representado por un vector dirigido a lo largo del eje z. Al cor- 
tar la particula al eje recibe un impulso instantaneo J. Si el impulso se halla 
en el piano xy, la particula permanecera en el piano xy despues del impulso y 
solo variara la magnitud, no la direccion, del momento cinetico. En cambio, 
si el impulso tuviera una componente normal al piano xy, la trayectoria de la 
particula se separaria del piano. Si el impulso estuviera dirigido en el sentido 
positivo de las z, la variacion del momento cinetico, segun la relacion vectorial 
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Al = r X J(vease cap. 9), tendra la direccion y sentido de las y negativas. Por 
tanto, despues del impulso las componentes del momento cinbtico son l z = xipi 
y l y = —xiJ. La magnitud del momento cinetico despues del impulso es, pues, 
l 2 = V(xiPi) 2 + (x\J) 2 y I 2 forma un angulo 8 = arc cos (Z 1 /l 2 )con el eje z. 
Podemos ilustrar directamente este resultado, sin necesidad de utilizar las relacio- 
nesvectoriales anteriores. Elefecto del impulso sera variar tanto la direccion como 
la magnitud de la cantidad de movimiento de la particula. Despues del impulso, la 
partlcula se mueve en un nuevo piano y si se aplica el impulso en el instante repre- 
sentado, este nuevo piano y el piano de movimiento inicial se cortaran segun el eje 
x. El angulo que forman los pianos de movimiento inicial y final es el mismo 
que forman las cantidades de movimiento inicial y final, Pi y ?> 2 y por tanto viene 
dado por cos 6 = Pi/P 2 - Asi pues, aparte de todas las consideraciones acerca 
del momento cinetico, los efecitos del impulso son (a) incrementar la magnitud 
de la cantidad de movimiento desde p 1 hasta p 2 = Vpl + J 2 > (b) hacer que la 
particula se mueva en un nuevo piano que corte al piano inicial segun el eje x, 
y (c) hacer que el angulo que forman estos pianos sea tal que cos 9 = Pi/pz- 

La distancia del origen a la nueva recta de movimiento sigue siendo 21 , y la 
magnitud del momento cinetico de la particula despues del impulso es, pues, 
l 2 = xip 2 = V(siPi) 2 + (xi J) 2 . La direccion del momento cinetico, segun vi- 
mos anteriormente, es normal al nuevo piano del movimiento. Como el angulo 
que forman dos pianos es el mismo que forman sus normales, se deduce que el 
nuevo vector momento cinetico forma con el eje z un angulo 6 dado por cos 8 = 
Pi/p 2 = l\/l 2i igual que antes. Este ejemplo sencillo demuestra, pues, que la repre- 
sentacion vectorial del momento cinetico y la relation vectorial r = dl/dt (0 bien 
Al = r X J) son compatibles y de facil comprension. Es importante observar que 
aun cuando la variacion de la cantidad de movimiento de una particula tiene la 
direccion y sentido del impulso o de la fuerza, la variacion del momento cinetico 
depende de la desviacion angular del piano de movimiento y tiene la direccion 
y sentido del impulso angular, o momento resultante, que se ejerce sobre la par¬ 
ticula. Para el caso de una particula sometida a una fuerza central puede seguirse 
un razonamiento totalmente analogo, como en el caso representado en la figu- 
ra 13-2. Una bolita fija al extr.emo de un hilo recorre una trayectoria circular 
horizontal, en el piano xy, con velocidad angular constante. (Despreciamos el 
efecto de la gravedad.) La unica fuerza que se ejerce sobre la bolita es la tension 
del hilo. Demos ahora a esta bolita impulsos en distintas direcciones y examine- 
mos los efectos. En el primer caso, representado en la figura 13-3, se aplica 
el impulso en la direccion y sentido del movimiento de la bola. feta permanece 
en el piano inicial de movimiento y solo varia la magnitud del momento cine¬ 
tico, segun se indica en la figura. 

A continuacion, apliquemos a la bola un impulso angular instantaneo en una 
direccion perpendicular a la de su movimiento, segun se indica en la figura 13-4 



406 


EJEMPLOS DE FUERZAS Y MOVIM1ENTO — V 


El impulso hace que la bola se mueva ahora en un nuevo piano y se ve que 
la variation de cantidad de movimiento admite una descriptidn compatible con la 
relation vectorial Al = r X J. 


Ejemplo. Un punto material atado a una cuerda de longitud r tiene una velocidad 
angular to. iQu6 impulso angular hay que comunicarle para que permanezea invaria¬ 
ble la magnitud del momento cintiico y el piano de rotacidn gire 90° ? 



Fig. 13-2. Bola atada a un hilo y que gira alrededor de un punto fijo. 


Fig. 
se halla 



contenido en el piano del movimiento. 



Fig. 13-4. Se da a la bola un impulso perpendicular a su momento tinetico. 
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la magnitud del momento cindtico. 


Inicialmente, el momento cinetico tiene por magnitud mr 2 <o y estd dirigido hacia 
arriba. A1 final, el momento cindtico estd dirigido segun el semieje +jc pero sigue 
teniendo por magnitud mr 2 (o. El impulso angular esta, por tanto, dirigido en la forma 
que se indica y tiene por magnitud Al =-\J (mr 2 co) 2 + (mr^eo) 2 —<\/2{mr 2 <o). El im¬ 
pulso J tiende a originar una rotacion que haria avanzar a un sacacorchos segun AL 

13-2 Ejemplos de moyimiento de cuerpos simdtricos en rotacion. Hemos 
ilustrado la relation existente entre el momento cinetico y el momento resultante 
en el movimiento de una particula, y vamos a pasar ahora al estudio del movi- 
miento de cuerpos rigidos en rotacion. Como introduction, consideremos un sis- 
tema constituido por dos bolas de masas iguales montadas sobre 16s extremos 
opuestos de una varilla delgada de longitud 2R y masa despreciable (fig. 13-6). 
La varilla tiene un cojinete en su centro y puede girar libremente alrededor de 
un eje. Inicialmente, bolas y varilla giran en un piano horizontal. iQu6 impulso 
angular hay que comunicar al sistema para que varie el piano de rotacion en la 
forma indicada? 

La variation requerida de momento cinetico esta dirigida segun el semieje 
+x y, por tanto, el impulso angular debe tener esta direction y sentido. Si apli- 
camos dos impulsos de igual magnitud y direccidn, pero de sentidos opuestos 
(impulsos de un par de fuerzas )* no tendremos que ocupamos del movimiento 
del centro de masa del sistema. 

Una posibilidad es aplicar impulsos simultaneos a cada una de las bolas. 
Como estas se hallan a una distancia R del punto 0, cada impulso debera tener 
una magnitud J x = 61/2R, dirigido segfin se indica en la figura. Evidentemente, 
estos impulsos tienen una direction tal que desvien el movimiento de la bola 
al nuevo piano y esto origina, desdeluego, un impulso angular dirigido segun ‘Al. 

Otra pbsibilidad es aplicar los impulsos al eje. Sus magnitudes dependerdn 
de la distancia de O a los puntos de contacto. Lo mas importante, por tanto, 
son la direction y sentido de los impulsos. fistos deben originar impulsos angu- 
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Figura 13-6 


lares dirigidos segun A1 (eje y ) y, por tanto, deberan estar dirigidos segun los 
semiejes positivo y negativo de las x, respectivamente, tal eomo se indica. A 
consecuencia de estos impulsos, el extremo superior del eje caera sobre el semieje 
-\-x. A priinera vista, puede extranar este comportamipnto del eje. Una persona 
podria argiiir que, segun su experiencia, un punto de un eje en reposo se pondra 
en movimiento en la direccion y sentido del impulso aplicado a dicho punto. 
Sin embargo, esta nocion intuitiva no es aplicable cuando se trate de cuerpos 
que posean momento cinetico, pue^to que el cuerpo girara de manera tal que la 
variation del vector momento cinetico tenga la direccion y sentido del momento 
o impulso angular aplicado. 

Los ejernplos que hemos estudiado hasta ahora presentaban variaciones de 
momento cinetico originadas por impulsos angulares. instantaneos, pero las ca- 



Figura 13-7. Disco en rotacion sobre una mesa giratoria. 
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racterfsticas principales de los resultados obtenidos siguen siendo aplicables 
cuando se tengan momentos que actuan en forma, continua, segun se ilustra en 
el ejemplo siguiente. 

Consideremos ml disco uniforme que gire alrededor de un eje horizontal 
montado sobre una mesa giratoria, segun se indica en la figura 13-7. El momento 
cinetico de rotacion del disco tiene por magnitud L — Iqoj, donde 1 0 = MR 2 /2 
es el momento de inercia del disco. El vector momento cinetico es normal al 
piano del disco. Cuando no gira la mesa, ft = 0, el momento cinetico del disco 
se mantiene constante y el momento total es nulo. Tenemos F a d — F^d = 0. 
Las fuerzas de contacto sobre A y B son iguales ambas a Mg/2, despreciando* 
todos los pesos menos el del disco. Sin embargo, al poner en rotacion la mesa 
variara la direccion del momento cinetico del disco respecto al suelo. 

Al girar el disco, tambien girara el vector momento cinetico con la veloci- 
dad constante ft, segun se indica en la figura 13-8. De esta figura se deduce que 
durante el tiempo At el vector momento cinetico gira un angulo Ac? = ft Ac y la 



Fig. 13-8. Cuando gira el vector momento cinetico con una velocidad angular 
Q, la magnitud de su velocidad de variacion es dL/dt — Q L. 

n Q o o /| 

magnitud de la variacion correspondiente del vector momento cinetico es AL = 
LftAZ. La direccion de AL se hace perpendicular a L cuando Ad tiende a cero. 

Como esta variacion es continua, la magnitud de la velocidad de variacion 
de L (magnitud del momento) es 


La direccion de dL/dt es perpendicular a L. En consecuencia, el momento resul- 
tante que actua exteriormente sobre el cuerpo es perpendicular al eje del disco 
y tiene por magnitud Lft. Por tanto, tenemos (F a — Fj,) d — Lft. Ademas, la 
suma F a + Ft debe ser igual al peso del disco, F a + Fb = Mg, y de aqui se de¬ 
duce que 


Mg Lft 
2 ^ 2d 


y 


F _ Mg Lft 

6 2 2d 
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La explication de la desigualdad de las fuerzas de contacto es, simplemente, 
que el disco tiene un momento cinetico variable y para mantener este debe ejer- 
cerse un momento sobre el disco. 

Observemos que cuando LQ/d = Mg, en el soporte B no hay fuerza de con¬ 
tacto por lo que podria supirimirse aquel y tendriamos lo que se llama un giros- 
copio en precesidn, segun veremos en el apartado siguiente. Si se deja que LQ, se 
haga mayor que Mg, se invierte el sentido de la fuerza que se ejerce sobre el 
cojinete B y hay que tirar hacia abajo de este extremo para sujetarlo, mientras el 
otro presiona sobre la plataforma con una fuerza mayor que Mg. 

Giroscopio. El ejemplo anterior ha puesto de manifiesto que si un mdmento 
cinetico de magnitud constante varia de direction con velocidad constante, serd 
necesario un momento para mantener este movimiento. Dicho momento puede 
calcularse directamente a partir de la velocidad angular constante conocida Q del 
movimiento de giro del eje y de la magnitud del momento cinetico de rotation. 
Por lo que respecta al disco, carece de importaneia que este momento lo origi- 
nen las fuerzas de contacto que ejerce la mesa, o que sean otras fuerzas exterio- 
res las que lo ejerzan. En consecuencia, si montamos el disco comd en un gi¬ 
roscopio (fig. 13-9) y se hace girar el eje del disco a velocidad angular constante 
Q, en un piano horizontal, para mantener el movimiento se requerira un momen- 
to r = L£2 Este momento lo podremos originar, por ejemplo, colgando un peso 
de un extremo del eje, como se indica en la figura. Cuando gira a velocidad cons¬ 
tante ft, el vector momento cinetico de una masa en rotation, al movimiento 
se le llama precesidn. En el movimiento de precesidn podemos decir que el vec¬ 
tor momento cinetico L «intenta» alinearse con el vector momento r ya que la 
punta del vector momento cinetico gira hacia el vector momento. Desde luego, 
como el momento actiia en forma coiitinua perpendicularmente a L, el vector 
momento cinetico girara continuamente pero nunca «alcanzara» al vector mo¬ 
mento. 
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Observese que en este estudio del movimiento de precesion del giroscopio 
hemos supuesto la existencia del movimiento y.luego se han deducido los mo- 
mentos y fuerzas exteriores a partir del movimiento conocid.o. Si consideramos 
el problema complementario en el. cual se dan las fuerzas y se busca el movimien¬ 
to, deberemos hallar, desde luego, que el movimiento de precesion representa 
un movimiento posible, puesto que satisfara a las ecuaciortes del movimiento. 
Sin embargo, existen otros movimientos posibles que pueden ser originados por 
el momento exterior dado y lo que ocurra dependera solamente de como se ini- 
cie el movimiento. Si se mantienen estacionarios, al principio, los aros de suspen¬ 
sion y el peso, y se sueltan despues, el giroscopio iniciara un movimiento compli- 
cado de nutacidn . Pero si se da inicialmente a los aros la velocidad angular Q 
apropiada para el momento y momento cinetico, seguira con el movimiento de 
precesion. 

Cuando el momento es perpendicular al momento cinetico, como en la figu- 
ra 13-9, la velocidad angular de precesion es 



r 

Ioto 


(13-3) 


donde hemos introducido L = I Q w, donde 7 0 es el momento de inerciade lamasa 
en rotacion del giroscopio respecto al eje de simetria y w es la velocidad angu¬ 
lar de rotacion en torno a dicho eje. Observese que cuanto mayor sea el mo¬ 
mento cineticp de rotacion L, mayor sera el momento requerido para originar 
una velocidad angular dada de precesion del giroscopio. 

Si sobre el giroscopio no se ejerce ningun momento exterior, el vector momen¬ 
to cinetico tendra siempre la misma direccion y si es grande el momento cinetico, 
para variar la orientacion del giroscopio se necesitara un impulso angular consi¬ 
derable. Es el momento cinetico el que da a los cuerpos en rotacion su estabili- 
dad peculiar, o «inercia» a los cambios de direccion. Dando un momento cine¬ 
tico de rotacion a un proyectil tal como una bala, un disco o un cohete, es po* 
sible hacer que se mupva sin dar tumbos y con su eje de rotacion apuntando 
en 'una direccion fija. Analogamente, es posible estabilizar buques mediante 
cuerpos en rotacion cort gran momento cinetico. 

El giroscopio puede utilizarse como instrumento de navegacion. Por ejemplo, 
en el girocompas se monta un giroscopio de manera tal que el eje de rotacion 
del giroscopio se mantenga siempre en un piano horizontal, pero pueda girar 
libremente en este piano. Entonces, a consdcuencia de la rotacion de la Tierra, 
el eje de rotacion del giroscopio se ajusta por si mismo sieinpre de manera que 
senale la verdadera direccion Norte-Sur. 

La peonza. Si soltamos una peonza que no gire desde su posicion vertical, 
sabemos perfectamente que caera, En cambio, si se pone en rotacion rapida en 
torno a su eje, la peonza podra mantenerse derecha al apoyarla sobre su punta. 



412 


EJEMPLOS DE FUERZAS Y M0V1MIENT0 — V 


Sabemos que, en general, el eje de la peonza variara su direccion con movi- 
rpiento lento y dclico, al que se da el nombre de precision de la peonza. 

Consideremos el caso sencillo en el cual la peonza este animada de un mo- 
vimiento de precesion cuya velocidad angular sea como el representado en 
la figura 13-10. Para hallar la velocidad angular de precesion, deberemos deter¬ 
miner, en primer Jugar, el mornento de las fuerzas exteriores que se ejercen so- 
bre la peonza. Tofnemos como punto de referencia, el punto A de contacto. El 
mornento cinetico de la peonza sera la suma de los momentos cineticos de rota^- 
cion (spin) y orbital respecto A: L a = L* -f R X P. La magnitud del mornento 
respecto A es simplemente MgR sen 0, donde R es la distancia de A al centro de 
masa y 6 es el angulo que forma el eje de la peonza con la vertical. Si considera- 
mos en primer lugar el caso particular en el cual el mornento cinetico de rota- 
cion L* es mucho mayor que la contribucion orbital R x P, podemos hacer 
aproximadamente igual a L* el mornento cinetico total respecto A. Si se despre- 
cia el rozamiento, no hay componente del mornento resultante de las fuerzas 
segun el eje de la peonza: El mornento cinetico de rotacion perrpanecera, pues, 
constante en magnitud; solo variara su direccion. El mornento de la fuerza Mg 
es siempre perpendicular a L*. Por tanto, la punta de L* describira una circun- 



Fig. 13-10. Fjemplos de peonzas en rotacion. 


ferencia horizontal de radio L* sen 6, segun se indicaen la figura 13-11. La magni¬ 
tud ’ correspondiente de la velocidad de variacion del mornento cinetico se hace 
entonces dL*/dt = flL* sen 6 en completa analogia con el estudio del giroscopio; 
La relacion existente entre el mornento y la velocidad angular de precesion es, 
pues, 


r = MgR sen 9 = Q,L* sen 9 

o sea 

0 _ MgR _ MgR 
~ L* ~ 7 0 co 


(13-4) 
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donde Iq es el momento de inercia de la peonza respecto a su eje de rotation. 
Observese que 12 es independiente-del angulo 0 y que nuestro analisis solo es 
aplicable a valores suficientemente grandes de L*. 

Nutacidn. Dijimos anteriormente que los giroscopios y peonzas pueden 
moverse con movimiento de precesion simple si se les pone en marcha adecuada- 
mente. Pero tambien pueden producirse nutaciones , que son oscilaciones verti- 
cales. Alin cuando el analisis detallado de las nutaciones es bastante complica- 
do, se pueden comprender con relativa facilidad sus caracteristicas cualitativas. 

Consideremos para mayor sencillez el caso en que, inicialmente, este hori¬ 
zontal el eje de la peonza, como en la figura 13-12, en que se representa una rueda 
de bicicleta soportada por un pivote en un extremo de su eje. Cuando se suelta 
la rueda partiendo del «reposo», solo tendra inicialmente el momento cinetico 
de rotation L*. Sin embargo, asi que se inicia su movimiento de precesion, ad- 
quirira una velocidad angular 12 en torno al eje vertical z. En consecuencia, 
desarrollara una componente del momento cinetico segun la direccidn y sentido 
del semieje +z (igual a I z 12, donde I z es el momento de inercia de la rueda res¬ 
pecto al eje z). Esta componente del momento cinetico crece desde cero hasta 
un cierto valor, durante el tiempo que tarda iniciarse la precesion. Por tanto, 
durante este tiempo existira una velocidad de variation ( dL z /dt) de la compo¬ 
nente segun z del momento cinetico. No obstante, como no hay componente 



Fig. 13-11. Precesion de una peon¬ 
za. 


Fig. 13-12. Nutation de un giros- 
copio o peonza. 
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alguna segun z del momento de las fuerzas exteriores, la velocidad de variacidn 
'del momento cinetico total puede no tener componente segun z, Por tanto, al 
desarrollar el momento cinetico una componente segun z. el momento cindtico 
de rotation debera desarrollar una componente compeiisadora de igual direction 
pero sentido contrario (sentido del semieje —z). Por tanto, el eje de rotacion 
del sistema debe girar hacia abajo con una velocidad suficientemente grande 
para compensar el momento cinetico que se desarrolla en la direccion y sentido 
del semieje +z a causa de la precesion. Si continuara este movimiento hacia 
abajo del eje de rotacion, se producirfa una sobrecompensacion de la componente 
positiva del momento cinetico en la direccion y sentido +z. Por tanto, el eje 
volveria a subir. Si no hubiera ningun amortiguamiento del sistema, proseguiria 
este movimiento hacia arriba y hacia abajo constituyendo una oscilacion que es 
la nutacion del giroscopio o peonza. Sin embargo, a causa del amortiguamiento 
por rozamiento, las ostilaciones de la nutacion suelen desaparecer al cabo de 
pocos periodos de oscilacion y a partir de entonces prosigue la precesion simple 
anteriormente estudiada, de la peonza. 

Tambien podemos comprender la necesidad de esta nutacion por considera- 
ciones energeticas. En el movimiento de precesion de la rueda de bicicleta de la 
figura 13-12, la energia cinetica es algo mayor que la correspondiente a la rueda 
estacionaria en rotacion. Por tanto, si la rueda en rotacion se mantiene con su 
eje horizontal y en reposo, dificilmente podremos esperar que, al soltarla, inicie 
un movimiento de precesion pura. ^De donde saldria la energia adicional? En 
su lugar, el centro de masa de la rueda empezaria a descender perdiendo, asi, 
parte de su energia potencial y esta energia potencial «perdida» es la que apare- 
ce como energia cinetica de precesion. Cuando desaparezcan, por amortiguamiento, 
las oscilaciones de nutacion, el movimiento de precesion proseguira con el eje 
algo inclinado por debajo de la horizontal. 

Ejemplo. El giro-pendulo. Un giro-pendulo consiste en una barra en forma de T, 
soportada por cojinetes en los puntos B y C, segun se indica en la figura 13-13. En*el 
punto A, situado a una distancia R de CB, el pendulo lleva un disco circular delgado 
(masa m, radio r) que gira con una velocidad angular to alrededor de OA, segun se in- 
dica. Utilizando las dimensiones indicadas en la figura, qUeremos determinar las fuerzas 
ejercidas sobre los cojinetes cuando pasa el pendulo por su position mis baja despues de 
haberlo soltado a partir del ingulo 9 = 90°. Despreciaremos la masa de la barra OA. 

Si representamos por Q la velocidad angular del pendulo en su posicidn mas baja, 
podremos obtener las fuerzas en £ y C de la manera siguiente. La aceleracidn del cen¬ 
tro de masa del disco en la posicidn mas baja es & 2 R dirigida hacia arriba. En la po¬ 
sicidn mas baja el momento cindtico de rotacidn L* del disco esta dirigido hacia abajo 
y la magnitud de su velocidad de variacion es OL*. La direccion y sentido de dL*/dt 
son los del movimiento de A a es decir, esta dirigido horizontalihente hacia la izquierda, 
segun se indica en la figura 13-14. 
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Fig. 13-13. P6ndulo con disco en rotacion (giro-pendulo). 


Fc 



Fl , g ‘ , 13 14 ‘ D i a f ama vectorial que presenta las fuerzas y velocidades de varia- 
cion de la cantidad de moviniiento y del momento cinetico del giro-p&idulo. 


re 1 Stante COntrib ^ c , i6n al momento cinetico del pendulo respecto al punto O 
debida al moyirmento del centre de masa, no tiene velocidad de variacidn dguna en 

L ks^u^ou^^-^ 1 P T S> 81 Se representa por F > y F ‘ las componentes v^ricales 
de las fuerzas que ejercen los cojmetes sobre el eje BC, obtenemos 


Fb-\- F e — mg = m£l 2 R 
(F b — F e ) d - nL* = Io'M 
De estas ecuaciones, hallamos 

t? mQ i R , IquQ 

y f ' = T + — + TT 

TP I R /ocufi 

F IT + ~2 W 
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Como no hay mas componentes de dp/dt y dlAfdt , deducimos que las fuerzas en 
en B y C carecen de componentes .horizontales. 

La velocidad angular Q puede hallarse directamente a partir del teorema de las 
fuerzas vivas. El momento de inercia respecto al eje de rotacion, BC, del disco se ob- 
tiene a partir del teorema de Steiner. El momento de inercia respecto al eje paralelo 
a BC que pasa por el centro de masa es Iq = mr 2 /4 y, por tanto, tenemos I = Iq + mR 2 — 
mr 2 /4 + mR 2 . La velocidad angular se obtiene entonces de 1/2 I& 2 = mgR y tenemos 

I 8 gR 
■Vr»+4B2 

Insertando este valor de Q en las ecuaciones para F b y F c tenemos el resultado final. 

Es interesante observar que la fuerza que se ejerce sobre el cojinete C puede anu- . 
larse cuando la velocidad angular del disco es co = (mg + mQ 2 R) d/h®- Asi pues, 
en tales condiciones, cuando pasa el pendulo por su posicion mas baja, podria supri- 
mirse el cojinete C, en ese instante, sin perturbar el movimiento. 

Si en vez de un eje de rotacion fijo tuvieramos una suspension por pivote, seria 
imposible aplicar desde ella momento alguno al pendulo, que lo mantenga oscilando 
en un piano vertical. Para anular el momento en el punto de suspension, el pendulo 
tiene que salir del piano vertical y describir un movimiento de precesion, con fuertes 
nutaciones superpuestas, por lo general, segun se indica esquematicamente en la 
figura 13-15. 



Fig. 13-15. Giro-pendulo suspendido por pivote, con disco en rotacion. 

13-3 Momentos centrifugos y ejes principales. Cuando se hace girar un 
cuerpo rigido en torno a un eje fijo, existen tres origenes fundamentalmente di- 
ferentes de las fuerzas de suspension, es decir, de las fuerzas que ejercen los co- 
jinetes sobre el cuerpo rigido. En primer lugar, estan las fuerzas atribuidas uni- 
camente al peso del cuerpo; estas fuerzas estan presentes tanto si gira el cuerpo 
como si no. Despues, si el centro de masa del cuerpo no se halla sobre el eje de 
rotacion, deberan haber unas fuerzas de suspension de valor MA = Moi 2 R, ya 
que el centro de masa tiene una aceleracion co 2 i?,donde R es la distancia del cen- 
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tro de masa al eje. Desde el punto de vista de un sistema de coordenadas que gire 
con el cuerpo rigido, el cuerpo se halla en equilibrio bajo la action de la fuerza 
de inercia iliw 2 R y de la fuerza resultailte de contacto F en el eje (despreciando 
la fuerza debida a la gravedad y otras fuerzas de interaction) con lo que F = 
—Mu 2 R, segun ya se menciono en las capitulos 11 y 12. Si el centro de masa se 
halla sobre el eje de rotation, la fuerza centrifuga resultante es nula, pero el mo- 
mento centrifugo resultante no tiene por que serlo. Por ejemplo, en la figura 13-16, 
la fuerza centrifuga es nula en todos los casos. Sin epibargo, en el caso (c) exis- 
te un momento centrifugo que dara drigen a fuerzas en los cojinetes, mientras 
que en los casos (a) y (b) el momento centrifugo es nulo. Un eje de rotation para 




(a) (b) 



Fig. 13-16. En (a) y (b) el cuerpo rigido gira alrededor de un eje principal y no 
hay fuerzas en los cojinetes. 
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el cual sea nulo el momento centrifugo recibe el nombre de eje principal del 
cuerpo. 

Podemos calcular facilmente el .momento centrifugo originado en la figura 
13-16 (c) si suponemos que el cuerpo en rotation esta constituido por dos puntos 
materiales Ay B situados en los extremos de una barra sin masa. En un sistema 
de coordenadas que gire con el cuerpo, sean x, y las coordenadas de uno de los 
puntos materiales respecto al centro de masa. El cuerpo gira alrededor del eje x 
y la fuerza centrifuga tendra la direction y, siendo su magnitud mu 2 y. La compo- 
nente z del momento sera, pues, mo) 2 xy. Para el otro punto material del cuerpo 
se obtiene el mismo resultado y el momento centrifugo resultante respecto al 
centro de masa resulta ser r 2 = 2 mia 2 xy. Este resultado puede generalizarse fa¬ 
cilmente para un cuerpo arbitrario de la manera siguiente. 

Imaginemos un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje fijo que pase por 
el centro de masa (vease fig. 13-17). Supongamos que el vector velocidad angular 
coincide con el eje x. El sistema de coordenadas tiene su origen en el centro de 


y 



masa y gira con el cuerpo rigido. La contribution al momento debido a la inercia 
por parte de una masa elemental dm tiene por componente z, u 2 xydm y por 
componente y , o) 2 zx dm, con lo que las componentes del momento resultante son 


r z 



y 



(13-5) 


Evidentemente, las componentes del momento debido a la inertia sera nulas si 


/ 


xy dm — 0 


y 


Jzxdm = 0 


Si el cuerpo fuera simetrico respecto a los ejes de coordenadas, habrian tantas 
contribuciones positivas como negativas a los productos yx y zx y el momento 
centrifugo serfa nulo. A los ejes de simetria de este tipo.se les da el nombre de 
ejes principales del cuerpo. 
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(a) (b) (c) 

Fig. 13-18. Ejes principales de tres cuerpos rigidos. 


En la figura 13-18 pueden verse los ejes principales de algunos cuerpos sen- 
cillos. Cuando el cuerpo gira alrededor de uno cualquiera de estos ejes, no ha- 
bran momentos centrifugos respecto al centro de masa del cuerpo y como los 
ejes principales pasan todos por el centro de masa, la fuerza centrifuga resultante 
tambien es nula. Los cuerpos que no sean simetricos como los de la figura 13-18 tam- 
bien poseen ejes principales. Para un cuerpo de forma arbitraria es siempre po- 
sible hallar tres ejes mutuamente ortogonales que pasen por el centro de masa 
y respecto a los cuales sean nulos los productos de inertia /yz dm, jzx dm, y 
fxy dm - Estos ejes son los ejes principales del cuerpo. En el caso de cuerpos sen- 
cillos homogeneos y simetricos, los ejes principales suelen hallarse directamente 
por simple examen. A cada eje principal corresponde un momento principal de 
inertia que, segun veremos, juega un importante papel .en las description del 
movimiento de rotation general de un cuerpo rigido. 

Ejemplo. Determinar los momentos principales de inercia de una placa rectan¬ 
gular delgada de masa M y lados a y b. 

Dos de los ejes principales pasan por el centro de la placa y son paralelos a sus 
lados; el tercero es normal a la placa. Los momentos de inercia respecto a loS ejes del 
piano de la placa son iguales que los de una barra delgada y tenemos 

2 2 
I, = M a - I,. m\- 2 

Segun se indicd en el capltulo 12 (v^ase prob. 12-11), el tercer momento principal de 
inercia es, simplemente, en este caso 




420 


EJEMPLOS DE FUERZAS Y MOVIM1ENTO — V 


13-4 Relation entre la yelocidad angular y el momento cinetico de un cuer- 
po rigido. Recordemos que el momento cinetico de un punto material respecto 
al origen (r = 0) puede expresarse como el vector r xp. El momento cinetico 
total de un cuerpo rigido respecto al centro de masa puede expresarse como suma 
vectorial de las contribuciortes elementales de este tipo. El momento cinetico 
resultante puede descomponerse en componentes segun los ejes de un sistema de 
coordenadas cuyo origen sea el centro de masa. En el estudio del movimiento 
en un piano, realizado en el capltulo 12, nos ocupabamos de una sola de las 
componentes del momento cinetico, mientras que en el capltulo presente hemos 
puesto de manifiesto la naturaleza vectorial del momento cinetico en algunos 
ejemplos particulares de movimiento. Dichos ejemplos eran tales que se daban 
el vector momento cinetico y su movimiento en el espacio y el problema estribaba 
esencialmente en determinar la velocidad de variacion del momento cirietico y, 
por tanto, el momento resultante que se ejerce sobre el cuerpo. 

Sin embargo, en tipos mas generales del movimiento de cuerpos rlgidos, el 
vector momento cinetico no se comporta siempre de una manera evidente. Por 
ejemplo, si consideramos un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje fijo, en- 
contraremos que, solamente cuando coincida este eje con uno de los ejes princi¬ 
pals, el vector momento cinetico coincidira en direction con el eje de rotation. 
Si as! no fuera, el momento cinetico da vueltas en el espacio y el momento cine-' 
tico y la velocidad angular no estan relacionados simplemente por “L = ia>. ” 
En cambio, hallaremos que es posible expresar el momento cinetico en funcion 
de la velocidad angular si consideramos las componentes de esas caritidades segun 
las direcciones de los ejes principales del cuerpo rigido. Comenzaremos el estu¬ 
dio de estas cuestiones demostrando que la velocidad angular puede describirse 
como cantidad vectorial. 

La velocidad angular como vector. Imaginemos un cuerpo rigido que gire 
en torno a su centro de masa. En un intervalo corto de tiempo At un punto 
dado del cuerpo rigido se movera sobre una circunferencia y, como el cuerpo 
es rigido, otros puntos deberan moverse (durante At) a lo largo de trayectorias 
que se hallen en pianos paralelos. El movimiento es equivalente a la rotation 
alrededor de un eje. Todos los puntos del eje permanecen en reposo en este mo¬ 
vimiento; en realidad, estos puntos definen el eje de rotation. 

En la figura 13-19 puede Verse una esfera de radio a montada sobre una sus¬ 
pension Cardan. Si hacemos girar la esfera un angulo pequeno alrededor del 
eje y, el punto P se desplazara ASj. hasta R. En cambio, si giraramos la esfera 
un angulo pequeno alrededor del eje x, el punto P se desplazaria As 2 hasta S. 
Cuando son pequenos los angulos que hacemos girar la esfera, el desplazamiento 
As de P a Q es la suma vectorial de As! y As 2; y daria igual que se girara prime- 
ramente alrededor de x y luego de y, o al reves, o que se realizaran simultanea- 
mente ambas rotaciones. Si hacemos esto ultimo, P va directamente a Q y el des- 
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C Oy 


i / 



- Wx 





Fig. 13-19. La velocidad angular es una cantidad vectorial. 


plazamiento puede considerarse, si lo deseamos, como resultado de una rota- 
cion alrededor de un eje perpendicular a PQ, con una velocidad angular « du¬ 
rante el tiempo At, con lo que As = w a At. Analogamente, los desplazamientos 
PR y PS se pueden considerar como resultantes de las velocidades angulares 
co y y oj*; es decir, Asj = o) v a At, As 2 = o) x a At. Se deduce, pues, de As = Asx -f 
As^, que no solo los desplazamientos, sino tambien las velocidades angulares 
se suman como vectores. 

Observese que si bien las velocidades angulares y los desplazamientos angu¬ 
lares infinitesimales pueden considerarse cantidades vectoriales, los desplaza¬ 
mientos angulares finitos, no. (jSupongase, por ejemplo, que el desplazamiento 
PR hubiera hecho recorrer a P un cuadrante de circunferencia!) 

Cuando gira un cuerpo rigido, todos sus puntos (salvo los del eje de rotacion) 
se mueven y la velocidad puede expresarse en la forma 

v = w X r (13-6) 

donde r es el vector de posicion del punto respecto a un punto del eje de rotacion. 

Momento cinetico de. un cuerpo rigido en rotacion. Como ejemplo de intro¬ 
duction, determinemos el momento cinetico del cuerpo sencillo representado en 
las figuras 13-16(c) y 13-20. Consideraremos dicho cuerpo como constituido 
por dos masas puntuales A y B unidas por una barra rigida sin masa. La barra 
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B' A 



Fig. 13-20. Momento cin&ico de un cuerpo en rotacidn alrededor de un eje 
que no es principal. 


gira alrededor de un eje que no es principal y forma un dngulo <f> con la barra, 
y el sentido de rotaeion es tal que el vector velocidad angular este dirigido hacia 
la derecha, segun se indica en la figura 13-20. Los dos puntos materiales descri- 
biran, evidentemente, trayectorias circulares de radio r sen 6 si es 2 r la longitud 
de la barra. Cuando los puntos materiales se hallen en la position indicada en 
la figura 13-20, es detir, en el piano del papel, la velocidad v a = « x de A 
estara dirigida hacia afuera del papel y v& en el sentido opuesto. El momento 
cin6tico l a = r a X p a se halla entonces en el piano del papel y esta dirigido en 
la forma indicada. Andlogamente, el momento cinetico de B es 1 6 = rj, X p&. La 
velocidad de A tiene por magnitud v a = (r sen y en consecuencia la magni- 
tud del momento cinetico es l a = mr 2 a) sen<f>. La magnitud del momento cine¬ 
tico total es, pues, L = 2mr 2 o) sen 0. 

La magnitud del momento cinetico permanece constante pero la direccion 
varia continuamente al girar el vector momento cinetico con el cuerpo y descri- 
bir una superficie conica, segun se indica en la figura. Las componentes del mo¬ 
mento cinetico paralela y perpendicular al eje de rotacidn tienen las magnitudes 
constantes L sen <f> y L cos <f>. S61o esta ultima components varia de direccion, 
girando en un piano con velocidad angular w. La velocidad de variacion del 
momento cinetico originada por esta rotaeion se obtiene de la misma ma- 




MOMENTO CINtTICO DE UN CUERPO RlGIDO 423 

nera que en el caso del giroscopio o peonza en precesidn (vease fig. 13-8) y 
obtenemos 

= oiL cos <£ = 2mr 2 co 2 sen 4> cos 4> 

El momento necesario para mantener esta velocidad de variacidn del momento 
cinetico es r = dL/dt, y esta creado por las fuerzas de los cojinetes. El momen¬ 
to esti dirigido hacia el piano del papel cuando el cuerpo se halla en la positidn 
indicada en la figura 13-20. Es interesante observar que podemos expresar la 
magnitud, direccidn y sentido del momento mediante la relatidn vectorial tam- 
bi6n representada en la figura. 


dL 

dt 


r=«XL (13-7) 

Antes de entrar en un estudio rrias general del momento cinetico observare- 
tnos que la expresidn L p= 2mr 2 w sen <f> del momento cinetico puede interpretar- 
se como producto del momento principal de inertia I 0 = 2mr 2 por la compo- 
nente de la velocidad angular a> sen <j> segun el eje principal del cuerpo. Quede 
claro que esta interpretation tiene validez gener: J, con lo que cuando se conoz- 
can los momentos principales de inercia de un cuerpo, podrd obtenerse inmedia- 
tamente el momento cinetico en funcion de las componentes de la velocidad 
angular segun los ejes principales. 

Para probar este resultado estudiaremos la rotacion en tomo a un eje fijo 
de un cuerpo de forma arbitraria y deduciremos una expresion para la compo- 


y 



Fig. 13-21. Cada elemento de masa dM tiene un momento cinetico dL— 
tor 2 sen (0 — <f>)dM 
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nente del momento cinetico segun uno de los ejes de coordenadas. Se evitan 
complicaciones que no afectan a la generalidad del resultado, estudiando el caso 
de un cuerpo bidimerisional en vez del de uno de tres dimensiones. Asl, en la 
figura 13-21 los ejes x c y estan en el piano del cuerpo y pasan por su centro de 
masa. La velocidad angular del cuerpo es w y forma un angulo <j> con el eje x, 
segun se indica. Un elemento de masa dM cuyo vector de position sea r tiene una 
velocidad wXrde magnitud cor sen (0 — <f >); un momento cinetico respecto 
al centro de masa dL = (r x v)dM, de magnitud dL = cor 2 sen (6 — 0) dM ; y 
perpendicular a r, en la forma indicada. Las componentes x e ^ del momento 
cinetico son, pues, dL x = (dL)sen 0 y dL y — —(dL )cos 0. Para la componente 
del momento cinetico total obtenemos 

L x = Jcor 2 sen 0(sen 6 cos 0 — cos 6 sen <f >) dM 
= co cos 0 jy 2 dM — co sen 0 Jxy dM 

Si tomamos el sistema de coordenadas de manera que los ejes x. y y z coincidan 
con los ejes principales , el segundo termino es nulo y la componente x del momen¬ 
to cinetico es L x = c o x d X) donde co x = co cos 6 es la componente de « segun el 
eje x e I x = fy 2 dM es el momento de inercia del cuerpo rigido respecto al eje 
x. [En el caso de un cuerpo rigido tridimensional I x seria / (y 2 -j- z 2 ) dM] Asi 
pues, las componentes del momento cinetico segun los ejes principales del cuerpo 
estan relacionadas con las componentes de la velocidad angular segun los mismos 
ejes de la siguiente manera: 

L x == I x co X) Ly = IyOOy, Lg — Ig&z (13 — 8) 

A continuacion queremos hallar el momento que debe ejercerse para mante- 
ner el cuerpo rigido en rotacion con la velocidad angular a>. El vector momento 
cinetico L .del cuerpo rigido girara con ia Velocidad angular co del cuerpo y ten- 
dremos r = dL/dt = u X L, para un observador en reposo. La componente z 
del momento es r z = co x L v — oo v L x . Si los ejes de coordenadas coinciden con 
los ejes principales tenemos L y = I y oo y y L x — I x oo x , y obtenemos 

X 2 T yOO X OOy d X OOyOO X CO X OOy(dy dx) (13 9) 

y analogamente para las componentes x e y. En la ecuacion (13-9) vemos que t z 
es nula si es nula oo x o oo y . Si oo v = 0 la rotacion se realiza alrededor del eje x, que 
es un eje principal y asi vemos que la ecuacion (13-9) da adecuadamente un mo¬ 
mento nulo para la rotacion alrededor de un eje principal. Aderaas, r z es nula 
si lo es d y — d x . Esta diferencia es nula, por ejemplo, en el caso de una placa 
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cuadrada que gire alrededor de un eje cualquiera de su piano y que pase por el 
centro de masa, y es analogamente cero para otros cuerpos que presenten un 
alto grado de simetrla. 

Ejemplo. Una placa rectangular gira alrededor de un eje dirigido segun una de 
sus diagonales (vease fig. 13-22). ^Cual es el momento que se ejerce sobre la placa? 
La velocidad angular tiene por componentes co x = to sen 0 y (o y = co cos 0, donde 
tg 0 = bja. Los momentos de inercia de la placa sod I x = Mia 2 /12 e I y = Mb 2 / 12. 
La componente t x del momento es, por tanto, 

2 

Ti = WxW v (7 v — I s ) = w sen 0 cos 6 

Este momento esti originado por fuerzas iguales y opuestas que los cojinetes ejercen 
sobre el eje de rotation. 




Fig. 13-22. Ejemplo 


En el estudio anterior hemos visto que cuando un cuerpo rigido gira alrede¬ 
dor de un eje fijo que no sea eje principal, el vector momento cinetico no ten- 
dra la direccion de la velocidad angular. En el caso bidimensional, el angulo que 
forman los dos vectores puede hallarse a partir de la ecuacion (13-8), de la que 
se obtiene L y /L x = (I y /I x ) (u v /u x ). En consecuencia, si el vector velocidad 
angular forma un angulo <f> con el eje x (que es principal), el angulo 4>i que forma el 
vector momento cinetico con el eje x vendra dado por tg 4> x = (I y /I x ) tg tj> 
y el angulo que forman los dos vectores sera <f> 1 — <f>. Este angulo sera nulo 
si (f) — 0, es decir, si el cuerpo gira alrededor de un eje principal (eje x) y tambien 
en el caso particular en que I x = I y . Entonces, si se fija el vector velocidad angu¬ 
lar, como en el caso en que el cuerpo gire alrededor de un eje fijo, el vector mo¬ 
mento cinetico tendra un movimiento de precesion en torno al vector velocidad 
angular, y aun cuando pueda mantenerse constante su magnitud, la direccion 
del momento cinetico varia continuamente. La velocidad de variation corres- 
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pondiente del momento cinetico exige que actue continuamente sobre el cuerpo 
un momento r = <a X L. 

En cambio, si el cuerpo gira libremente en el espacio alrededor de un eje no 
principal sin que actue ningun momento de las fuerzas exteriores, permanece- 
ran invariables la magnitud, direccion y sentido del vector momento cinetico 
y el eje instantaneo de rotacion del cuerpo realizara un movimiento de precesion 
en tomo al vector momento cindtico. Esta es la razdn del movimiento tamba- 
leante que se observa cuando se lanza un objeto tal como una raqueta de tenis. 
Solo estara ausente el «tambaleo» cuando se haga girar el objeto alrededor de 
uno de sus ejes principales. 

Energia cinitica de un cuerpo rigido en rotacidn. La energia cindtica de un 
cUerpo rigido en rotacion con velocidad angular w es, desde luego, 7w 2 /2, donde 
I es el momento de inercia respecto al eje de rotacidn. Pero, como erl el caso del 
momento cinetico, conviene expresar simplemente la energia cinetica en funcion 
de las componentes de la velocidad angular y de los momentos de inercia res¬ 
pecto a los ejes principales. 

La energia cinetica del elemento de masa dM de la figura 13-21 es dE = 

(j£r 2 sen 2 (e — <f>) dM /2. Desarrollando esta expresidn, obtenemos 

t 

E = ulfy 2 dM + w 2 y Jx 2 dM - 2w s c o v Jxy dM (13-10) 

Como hemos convenido en que nuestro sistema de coordenadas tenga por ejes 
los principales, el ultimo termino es nulo, mientras que las dos primeras inte¬ 
grates son, respectivamente, I x e I y En general, pues, tenemos 

I E = \I X <4 + \I V <4 + J (13-11) 

donde, en el caso de un cuerpo tridimensional, I x seria f(y 2 -f z 2 ) dM, etc. 

Ejemplo. Hallar la energia cinetica de la placa en rotacidn de la figura 13-22. 

La energia cindtica de dicha placa se podria obtener, ciertamenle, integrando las 
contribuciones a la energia cindtica de cada elemento de inasa. Sin embargo, es mas 
facil hallar las componentes de la velocidad angular to segun los ejes principales del 
cuerpo. Dichas componentes son x (o x = to sen <f> y <o y = (o cos <f>. Entonces, como 
I x = Ma 2 / 12 e I y — MbP-jll, la energia cindtica es 

i/ 2 t2 2 

^ _ Ma o 6 ) 

* ~ 12(a 2 + 62) ‘ ; - 

«Estabilidad» de la rotacidn. No hay ningun cuerpo fisico que sea realmente 
rigido, hecho que tiene consecuencias muy interesantes en los casos de cuerpos 
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que se hallan exentos de momenta resultante durante largos intervalos de tiem- 
po, como ocurre con los vehlculos espaciales. 

Consideremos, por ejemplo, un cilindro metalico largo y uniforme que gire 
inicialmente alrededor de su eje de simetria de ievolucion (fig. 13-23). El metal 
del cilindro esta sometido a fuerzas centrifugas dirigidas radialmente hacia afue- 
ra. Estas fuerzas de inercia tienden a deformar o someter a tension al cuerpo, 
pero mientras la rotacion tenga lugar solamente en tomo al eje de simetria de 
revolucion (que es eje principal) los esfuerzos son constantes y no se pierde ener- 
gia. En cambio, si el movimiento del cilindro no fuera una rotacion pura en tor- 
no a un eje principal, estas fuerzas de inercia «masicas» no serian constantes. 
En talcaso, un elemento de masa puede estar sometido a tensiones que varien 
de direction y sentido, ademas de magnitud, de un instante a otro. Estas fuerzas 
masicas variables y las deformaciones producen perdidas energeticas a causa del 
rozamiento interno y la energia cinetica de rotacion se reducira de manera co- 
rrespondiente. (Recuerdese que un pedazo de hierro se ealienta cuando se la 
flexiona en uno y otro sentido varias veces.) 

Aun cuando estas fuerzas masicas variables pueden hacer disminuir la energia 
cinetica de rotacion, no pueden alterar el momento cinetico de un cuerpo sobre 
el que se ejerce un momento resultante de las fuerzas exteriores nulo. La unica 
manera de que tal cuerpo pueda tener una energia cinetica decreciente y siga 
teniendo un momento cinetico constante es que tenga un movimiento que tienda 
mas y mas hacia una rotacion pura alrededor del eje principal que tenga momento 
de inercia maximo. Es decir, expresado en funcion del momento cin6tico, la 
energia cinetica (para una rotacion en tomo a un eje principal) es E = L Z /2I. 
Si disminuye E mientras permanece constante L, debera aumentar 1. 

Se han observado estos fenomenos en los movimientos de algunos satelites 
terrestres. Se hace intencionadamente que los satelites de forma de cohete giren 
alrededor del eje de simetria de revolucion durante el lanzamiento. En tal caso, 
son paralelos los vectores momento cinetico y velocidad angular, ya que el eje 
de revolucion es un eje principal. Si es/ 0 , el momento de inercia respecto al 
eje principal, el momento cinetico es L 0 — Io^o y la energia cinetica es 
Eq = / 0 6)f)/ 2 = Lq/2Iq. 



Figura 13-23 
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Por muchas razones, esta rotacion inicial nunca esta dirigida exactamente a 
lo largo del eje principal y las fuerzas masicas variables hacen que la energia 
cinetica disminuya algo. Entonces se inicia la precesion del satelite, La rotacion 
ya no se produce, ni siquiera aproximadamente, alrededor de un eje principal 
y el eje de revolution y el vector Yelocidad angular giran alrededor del vector 
momento cinetico constants. Por ultimo (al cabo de varios dias) el movimiento 
se convierte en una rotation pura alrededor de un eje principal. Entonces, los 
vectores momento cinetico y velocidad angular vuelven a ser paralelos. El mo¬ 
mento cinetico es el mismo de al principio, ya que no se ejerce sobre el cuerpo- 
momento resultante alguno debido a las fuerzas exteriores, pero la velocidad 
angular y la energia cinetica son menores. Como el movimiento es una rotacion 
pura alrededor de un eje principal, las fuerzas masicas (fuerzas centrifugas de 
inertia) son constantes y la energia cinetica ya no puede disminuir mas. Por es- 
tas razones se dice que la rotacion en torno al eje principal de mayor momento 
de inertia es estable, ya que un cuerpo sobre el que se ejerce un momento resul¬ 
tante exterior nulo, construido de un material real cualquiera, alcanzara siempre 
al final este tipo de movimiento. 


Problemas 


13-1. Una masa m\ fija al extremo 
de un hilo de longitud d gira en un piano 
horizontal alrededor de un punto fijo con 
velocidad angular to (fig. 13=24). Cuan- 
do la masa cruza el eje y choca con una 
segunda masa mi que se mueve paralela- 
mente al eje z. Despues de este choque, 
la velocidad de la segunda masa, que 
era inicialmente v — cod/l, se convierte 
en cod/ 4; es desviada 45° pero sigue mo- 
vitiidose en un piano paralelo al xz. (a) 
iCual es el momento cinetico respecto a O, 
de cada una de las masas antes del choque ? 
iCual es el momento cinetico total? 
(b) iCual es el impulso angular comuni- 
cado a la segunda masa? iCual es el 
impulso angular comunicado a. la pri- 
mera masa? (c) iCuil es el momento 
cinetico total despues del choque? £Cual 
es la orientacidn del nuevo piano de mo¬ 
vimiento de la masa mi? (e) £Por que 
debe conservarse el momento cinetico 


z 



respecto a O? iExiste algun otro punto 
que cumpla la misma condicion? 

13-2. Una haltera consiste en dos 
particulas, cada una de masa m, situadas 
en los extremos de una varilla de masa 
despreciable y longitud d (vease fig. 13-6). 
La varilla tiene un cojinete montado en-su 
centro y puede girar libremente en un 
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piano normal al eje soportante. Si la va- 
rilla tiene una velocidad angular a>, £que 
impulsos habra que aplicar al eje, a una 
distancia d del cojinete, para que el piano 
de rotacion gire un angulo 6 y siga es- 
tando en reposo el centro de masa del 
sistema? 

13-3. Un disco uniforme de radio R 
y masa m, montado por su centro sobre 
un cojinete universal, gira inicialmente 
en un piano horizontal con velocidad 
angular a> (fig. 13-25). Una masa m 
con velocidad v — coR/2 dirigida a lo 
largo del eje z, choca con el borde del 
disco y rebota con una velocidad igual 
pero directamente opuesta. (a) iCual es 
el momento cinetico del disco y de la 
masa antes del choque? (b) iQue im¬ 
pulsos angulares se comunican al disco 
y a la masa? (c) <,Cual es el momento 
cinetico del disco despues del choque? 



-Figura 13-25 


13-4. Un hombre se halla de pie 
sobre una plataforma giratoria que puede 
girar libremente alrededor de un eje ver¬ 
tical y sostiene entre sus manos una 
rueda de bicicleta en rotacidn, segun se 
indica en la figura 13-26. Cuando el 
eje de rotacion de la rueda esta horizontal, 
el hombre se halla en reposo. Estudiar 
que pasa: (a) Cuando el hombre cambia 
el angulo de inclinacion que forma el eje 



Figura 13—26 


de rotacion con el piano horizontal, (b) 
Cuando se hace girar el eje de rotacion 
en un piano horizontal, (c) Si el hombre 
para la rotacion de la rueda cuando esta 
vertical. 

13-5. Un giroscopio consiste en un 
disco circular uniforme de masa M = 1 kg 
y radio R = 0,2 metros. El disco gira con 
una velocidad angular de co = 400 rad/s. 
El giroscopio esta animado de un movi- 
miento de precesion cuyo eje forma un 
angulo de 30° con la horizontal, segun se 
indica en la figura 13-27. El giroscopio 
gira alrededor de un punto situaao a una 
distancia d = 0,3 m del centro del disco. 
iCual es la velocidad angular de prece¬ 
sion? 
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13-6. iCual es la velocidad angular 
de precesion de una esfera maciza mon- 
tada sobre un eje diametral y que puede 
girar libremente alrededor de un punto 
del eje situado en la superficie de la es¬ 
fera? Sea & la velocidad angular de ro- 
tacidn de la esfera. iSeria la misma la 
respuesta si la esfera fuera una capa esfe- 
rica en vez de una esfera maciza? 

13-7.’ Montada sobre un buen juego 
de cojinetes, una ruedecita de 100 g y 
momento de inercia 400 g -cm 2 disminuye 
su frecuencia de rotacion en una hora 
de 6000 rpm a 1000 rpm. (a) iQue mo¬ 
mento ejercen los cojinetes sobre la rueda ? 
(Supongase constante el momento.). (b) 
Supongase que se emplean cojinetes del 
mismo tipo para construir una suspension 
Cardan para la rueda anterior y que se 
monta luego el giroscopio sobre una mesa 
giratoria y que su eje de rotacion esta 
orientado hacia el Norte. £En qu6 di- 
reccidn estard orientado el eje de rota¬ 
cion del giroscopio al cabo de una 
hora? Supongase que la rueda gira ahora 
constantemente a 6000 rpm (puede estar 
accionada por un motorcito) y que el 
momento de la suspension es el mismo 
hallado en el apartado (a). 

13-8. Consideremos un pendulo con- 
sistente en una barra delgada que 
puede girar alrededor de un eje horizontal 
que pasa por su extremo superior, segun 
se indica en la figura 13-28. En su otro 
extremo, la barra soporta un disco de 
radio R y masa m que gira a una velo¬ 



cidad angular constante m alrededor de 
un eje horizontal que pasa por su centro. 
La masa de la barra es despreciable. (a) Se 
suelta el pendulo desde su posicion hori¬ 
zontal. £Cudl debe ser la magnitud y di- 
reccidn de la velocidad angular de rota- 
ci6n del disco para hacer igual a cero el 
momento cinetico total del pdndulo res- 
pecto al punto O, en la position mas baja 
del pendulo ? Supongase que la oscilacidn 
del pendulo tiene lugar de derecha a iz- 
quierda. (b) £Cual es el momento cin6- 
tico total del pendulo respecto a O cuando 
pasa por su posicion mas baja oscilando 
de izquierda a derecha? 

13-9. Consideremos de nuevo el 
pendulo del problema 13-8, pero su- 
pongamos que el disco gira alrededor del 
eje de la barra (fig. 13-29). Si es co la 



Figura 13-29 


velocidad angular del disco, £cuil es 
ahora el momento cinetico en la posicidn 
mas baja del pendulo? 

13-10. El pendulo del problema 
13-9 realiza un movimiento pendular 
circular como se indica en la figura 13-30. 
(a) iCudl es el momento cinetico total 



Figura 13-30 


Figura 13-28 
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del pdndulo respecto a A cuando es Q su 
velocidad angular y es 6 el angulo que 
forma el pendulo con la vertical? (b) Es- 
tudiar el efecto de los sentidos de movi- 
miento del pendulo y del disco. 

13-11. Se tiene que montar un mo- 
torcito con su eje perpendicular al eje de 
rotacidn de un sattiite. El rotor del motor 
tiene una masa my un radio de giro k y 
los cojinetes sobre los que si monta el 
rotor se hallan separados una distancia d. 
Si es coi la velocidad angular del motor, 
iqu6 valor puede alcanzar la velocidad 
angular oi 2 de rotacidn del sattiite si la 
fuerza que se ejerce sobre los cojinetes 
del motor no deben superar el doble del 
valor de dichas fuerzas cuando se hace 
funcionar el motor en el laboratorio ? 

13-12. Un cuerpo rigido esta cons- 
tituido por tres esferas, cada una de masa 
m y radio r, situadas en los vertices de un 
tridngulo equilatero sin masa. La dis¬ 
tancia entre los centros de las esferas es 6r. 
Determinar los momentos principals de 
inertia del cuerpo. 

13-13. (a) Determinar los momentos 
principals de inertia de los cuerpos de 
las figuras 13-18 (b) y (c). (b) £Cu&les 
deberian ser las dimensiones de un ci- 
lindro de revolution, macizo y uniforme, 
para que fueran iguales los momentos de 
inertia respecto a los tres ejes principals? 

13-14. Un sattiite terrestre pesa 
12 kg y es esferico. (Supongase densidad 
uniforme.) El radio del sattiite es 30 cm 
e inicialmente la esfera gira alrededor de 
un diametro a razon de 8 rev/s. Se desea 
que, una Vez en orbita, s61o gire a raz6n 
de 0,1 rev/s y se propone que se lancen 
cuatro pesas de 1/4 kg unidas a cuerdas, 
a fin de aumentar el momento de inercia 
y disminuir asi la velocidad de rotacidn. 
(a) iA qud distancia del centro deber&n 
estar las pesas, si se hallaban inicialmente 
sobre la superficie de la esfera? (Supdn- 


gase que los pesos son masas puntuales.) 
(b) iCreemos que la proposicidn es sen¬ 
sible? Considerese la energia cindtica y 
propongase un procedimiento para re¬ 
solver el problema que surge, (c) £Qu6 
pasaria si fallara el lanzamiento de tres 
de las cuatro pesas? 

13-15. Se montan sobre varillas 
y un eje de masas despreciables, tres 
pesas de 4, 8 y 12 kg (fig. 13-31). (a) 
£D6nde*habria que situar la pesa de 12 kg 
para que el sistema se halle equilibrado 
estaticamente (centro de masa sobre el 
eje?) (b) Con el sistema equilibrado esta¬ 
ticamente y con x = 30 cm, hallar el mo¬ 
mento cindtico respecto al centro de masa 
si gira el sistema con ca = 10 rad/s, (c) 
iCual es el momento ejercidopor los cojine¬ 
tes en estas condiciones?(d) £D6nde habria 
que situar la masa de 12 kg para que el 
sistema se hallara equilibrado dinamica- 
mente (momento y fuerza de inertia 
nulos T. 


4 kg 



13-16. Se monta una varilla delgada 
y uniforme de masa M y longitud d por 
su centro de masa sobre un eje inclinado 
45° respecto a su longitud. £Qu6 mo¬ 
mento ejercen los cojinetes si gira la va¬ 
rilla con velocidad angular co? 
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13-17. Una varilla delgada de masa 
M y longitud d esta suspendida del techo 
por un punto de suspensibn en imo de sus 
extremos. Se da a la varilla un movimiento 
inicial que hace que su extremo inicial 
describa uqa trayectoria circular con una 
veloci4ad angular a>. (a) <,Que direccion 
tiene ed vector velocidad angular? (b) Si 
es 0 el angulo que forma con la vertical 
el eje de la varilla, icuales son las com- 
ponentes de co segun los ejes principales? 

(c) iCual es el momento cinetico de la 
varilla respecto al punto de suspension? 

(d) (,Cual es la velocidad de variation del 
momento cinetico ? 

13-18. Un satelite terrestre pesa 50 kg 
y tiene la forma de un cilindro de 180 cm 
de longitud y 30 cm de diametro. Su- 
pongase uriiforme la distribution de masa 
dentro del; cilindro. Inicialmente, el sa¬ 
telite gira alrededor de su eje de revolu¬ 
tion a razon de 10 rev/s. (a) iCudles son 
los ejes principales y cuales los momentos 
de inercia correspondientes ? (b) £ Cuales 
son los valores iniciales de la energia cine- 
tica de rotation y del momento cinetico? 
(c) Al cabo de mucho tiempo, el satelite 
gira alrededor de su eje principal de mayor 
momento de inercia. iCual es, entonces, 
la velocidad de rotacion y la. energia cine- 
tica de rotacion? (d) La energia cinbtica 
disipada, ielevard apreciablemente la 
temperatura del satelite? 

13-19. En- el capitulo 11 se vio que 
si la velocidad de variacibn de un vector 


A es (dA/dt) s ' respecto a un sistema S' 
de coordenadas que gira a la velocidad 
angular constante co, la velocidad de va¬ 
riacion del mismo vector respecto a un 
sistema de coordenadas fijo S es (dA/dt) s = 
(dA/dt) s ' -f- (co x A). Aplicar este resul- 
tado al vector momento cinbtico y de- 
terminar el momento de las fuerzas de 
inercia que. se ejerce sobre un cuerpo en 
rotacion en el sistema S'. Analizar el 
problema ilustrado en la figura 13-7 
del texto desde este punto de vista. 

13-20. Se sabe que el momento cinb- 
tico de rotacion de la Tierra no permanece 
absolutamente fijo en el espacio, sino que 
tiene una ligera precesion. En conse- 
cuencia, debera ejercerse sobre la Tierra 
un momento resultante respecto a su cen- 
tro de masa. (a) Describir cbmo es posible 
que el campo gravitatorio solar propor- 
cione este momento y (b) estimar la mag- 
nitud del mismo. (c) Estimar despues la ve¬ 
locidad angular de precesion de la Tierra. 

13-21. Un meteorito enorme, pro- 
cedente del espacio exterior, choca contra 
la Tierra en el Polo Norte, fprmando un 
angulo 6 con el eje terrestre. La masa del 
meteorito es 1/100 de la de la Tierra y 
tiene la velocidad de escape. ^Perturbara 
este impacto al movimiento de rotacion 
de la Tierra? £De que manera? La Tierra 
puede considerarse como esfera homo- 
genea e ignorar la influencia del meteorito 
sobre el momento de inercia la Tierra 
respecto a su eje. 



CAPlTULO 14 
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Resumen. Los conceptos de temperatura y calor se desarrollaron 
en un principio a partir de efectos macroscopicos y posteriormente se 
establecio su relacion con el movimiento y la energia moleculares. Al- 
gunos de los temas tratados en este capltulo son la definition opera- 
tiva de temperatura, los termometros del tipo de dilatation lineal, el 
termometro de gas a volumen constante y la escala absoluta de tem¬ 
pera turas. Los experimentos de interacciones termicas condujeron a 
las ideas de equilibrio termico, calor especifico y a los mecanismos de 
transmision del calor: conduction, convection y radiation. Termina 
el capltulo eon una breve nota historica. 


En los capitulos anteriores nos hemos ocupado, casi siempre, del movimiento 
global de la materia, es decir, el movimiento descrito por la traslacidn del cen- 
tro de masa y la rotation alrededor de el. No nos hemos ocupado en particular 
del posible movimiento interno de las particulas elementales de que esta cons- 
tituida la materia ni de las propiedades de la materia en si. En este capltulo y 
en los siguientes estudiaremos algunas de las propiedades macrocopicas (globa- 
les) de la materia y de la explication microscdpica (atomisiica) uc las mismas. 

Todos sabemos que las moleculas de la materia no se hallan en reposo sino 
que estan en movimiento continue unas respecto a otras. En un gas, las mole¬ 
culas se mueven por todo el volumen disponible, mientras que en un solido las 
moleculas oscilan, o vibran, en torno a posiciones de equilibrio. Veremos mas 
adelante que la temperatura es una medida de la energia media de traslacidn por 
molecula y que el calor es una medida de la energia molecular total (incluidas las 
energias de rotacion y traslacidn). Las relaciones existentes entre los conceptos 
macroscopicos de temperatura y calor y los conceptos microscopicos del movimien¬ 
to molecular, se desarrollaron graduaimente. Este desarrollo siguio a un camino 
muy intrincado que constituye una de las partes mas atractivas de la Historia 
de la Fisica.* En un apartado posterior se presentaran algunos apuntes historicos. 


* Vease Harvard Case Histories in Experimental Science , tomo I, editado por James B. 
Conant, Harvard University Press, Cambridge, Mass. (1957). En particular, Casol. «Robert 
Boyle’s Experiments in Pneumatics», Cado 3. «The Ear’y Development of the Concepts of 
Temperature and Heat» y Caso 4. «The Atomic-Molecular Theory» son los mas pertinentes 
para lo que se trata en este capitulo. 


Ingard — 28 
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En este capitulo vamos a ocupariios principalmente de los aspectos macros* 
copicos de la temperatura y del calor. (A1 lector le sera util, a pesar de todo, para 
retener la idea del movimiento molecular, es decir, la interpretation microsco- 
pica de estos conceptos.) Hay que distinguir entre temperatura y calor. La tem¬ 
peratura es una propiedad intensiva de un cuerpo, mientras que el calor es una 
propiedad extensiva. Si repartimos entre varios vasos un litro de agua a 50°C 
de temperatura, cada vaso conserva la temperatura inicial de 50°C. (Veremos 
que la temperatura es una medida de la energia media de traslacion por mole- 
cula.) En cambio, el calor contenido en medio litro de agua a 50°C es la mitad 
del contenido en un litro de agua a 50°C. (Entendiendo que el calor es una medi¬ 
da de la energia molecular total y en medio litro de agua hay la mitad de mole- 
culas que en un litro.) 

.14-1 Temperatura. La temperatura, al igual que la longitud, el tiempo y 
la masa, debe definirse operativamente y nos vemos obligados a decir que tempe¬ 
ratura es lo que se mide con un termometro. Pero, <,que es un termometro y 
como esta cahbrado? 

Consideremos primeramente un termometro basado en la dilatation lineal 
del mercurio, del agua, del alcohol, o incluso de un metal. La escala de tempera- 
turas de dicho instrumento se podra establecer con ayuda de dos banos de refe¬ 
rence. Los mas convenientes son el de hielo fundente y el del agua hirviendo 
a una atmosfera de presion, y se mide la dilatation de la sustancia termometrica 
colocando el instrumento en el bano frio en primer lugar y luego en el caliente. 
Esta dilatation se divide entonces en un cierto numero de partes iguales que re- 
ciben el nombre de grados. [Casi siempre utilizaremos la escala centlgrada o 
de Celsius*, en la cual se asigna a los'banos de referencia los valores 0°C y 100°C, 
respectivamente. En la escala Fahrenheit,! se asigna a dichos banos los valores 
*32°F y 212°F, respectivamente. Por tanto, un grado Fahrenheit solo es 5/9 de 
grado centigrado.] 

Evidentemente, los termometros que empleen sustancias termometricas di- 
ferentes, deberan coincidir al compararlos en los puntos 0°C y 100°C, a causa 
del metodo empleado para establecer. las escalas. Pero no deberan coincidir ne- 
cesariamente a temperaturas intermedias. Las discrepances a temperaturas in- 
termedias se deben a la diferente manera de dilatarse que tienen los diversos 
llquidos o solidos en diferentes regiones de temperatura. Nuestra election de la 
sustancia termometrica para la definition de la escala de temperatura seria, pues, 
un tanto arbitraria. Desde este punto de vista, encontraremos que un gas resulta 
mucho mds satisfactorio, como sustancia termometrica, que otras sustancias. 


* A. C. Celsius, astr6nomo sueco (1701-1744). 
t G. D. Fahrenheit, fisico aleman (1686-1736). 
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14-2 Termometro de gas y escala absoluta de temperatures. As! como en 
los solidos y Mquidos varia mucho con la temperature la dilatacion por grado, 
el comportamiento de los gases tiende a ser el mismo en determinadas condi- 
ciones. Antes de estudiar los detalles del termometro de gas, detengamonos bre- 
vemente a repasar la idea de p r esion de un gas y su medida. 

Presion de un gas. La presion en un gas (o en un liquido) es la fuerza por 
unidad de superficie que se ejerce sobre las paredes del recipiente que lo contiene, 
o sobre cualquier otra superficie dentro del gas. Si se introduce en el una pequena 
placa de prueba, veremos que el gas no ejerce sobre ella fuerza resultante y la 
presion que se ejerce sobre una care de la placa esta equilibrada por la presion 
sobre la otra care, segun se ilustra esquematicamente en la figure 14-l(a). Enton- 
ces, para poder medir la presion con un instrumento que mida fuerzas, como, 
por ejemplo, un resorte dinamometrico, sera necesario eliminar el gas existente 
a un lado de la placa. Puede esto lograrse encerrandola y haciendo el vaclo en 
uno de los dos lados. De esta manera se obtiene un instrumento de medida de 
presiones (manometro), como el indicado en la figure 14-l(b). En este dispo- 
sitivo se mantiene en posicion un embolo movil, de masa despreciable, por medio 
de un resorte y de manera que cierre un extremo de un cilindro en cuyo interior 
se ha hecho el vacio. Se calibre el resorte de manera que el desplazamiento del 
embolo respecto a su posicion de equilibrio determine de manera inmediata la 
fuerza exterior y, en consecuencia, la presion que se ejerce sobre el embolo. El 
comportamiento de este instrumento de medida de presiones es, desde luego, 
analogo al de la curvature de un tubito de hojalata originada por la presion at- 
mosferica al extraer de su interior parte del aire existente. 


Vacio 



(a) (b) (c) 

Fig. 14-1. (a) Cuando se introduce en un gas una placa de prueba, no se ejercfc 
sobre el gas fuerza resultante alguna. (b) Si a un lado de la placa hay una camara vacii, 
podra medirse, en principio, la presion del gas con u.n resorte. (c) La fuerza del resorte 
puede sustituirse por el peso de una columna liquida que produzca una fuerza Qgh por 
unidad de superficie. Esto sirve tambi6n para medir la pres id n del gas. 
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Podemos determinar ahora inmediataraente una propiedad fundamental de 
la presion. Haciendo girar la placa de'prueba de la figura 14-1 en una direction 
cualquiera, se ve que la presion en un gas o en un liguido es independiente de la 
orientation de la superficie sobre la que se mide la presion. Cuando el embolo 
esta dirigido hacia abajo, hallamos la misma presion que cuando esta dirigido * 
hacia arriba. Evidentemente, el embolo tambien podra estar en equilibrio si se 
equilibra la presion del gas con una fuerza que no este ejercida por un resorte. 
Por ejemplo, con el embolo hacia abajo, podemos sustituir la fuerza del resorte 
por el peso de una columrta liquida, por ejemplo, una columna de agua o de 
mercurio, segun se representa en la figura 14-l(c). Si es h la altura de la columna 
liquida requerida para el equilibrio, el liquido ejercera por unidad de superficie 
del embolo una fuerza pgh donde p es la densidad del liquido y g la aceleracion 
de la gravedad. Esta fuerza por unidad de superficie es, pues, igual a la presion 
que habia que medir. Este procedimiento de medida de la presion se emplea 
mucho. La presion se expresa frecuentemente en centimetros de mercurio. (La 
presion atmosferica, por ejemplo, es aproximadamente igual a 76 cm de mercurio.) 

En el capitulo siguiente veremos que desde el punto de vista molecular, la 
presion del gas es consecuencia de los choques de las moleculas gaseosas con 
las paredes del recipiente, o con cualquier otra superficie existente dentro del gas. 
En el capitulo 3 estudiamos la fuerza que originaba un chorro de particulas y 
dimos lo mas esencial de la relation entre el movimiento molecular y la presion. 
La magriitud de la fuerza y en consecuencia la presion del gas, se vio era propor¬ 
tional al cuadrado de la velocidad de traslacion de las moleculas y del numero 
de moleculas por unidad de volumen. Por tanto, cuando se mantiene constante 
este ultimo teas a volumen constante!. la nresion solo denendera del valor me- 

\U - , / ' A a • 

dio del cuadrado de la velocidad de traslacion (o, mejor aun, de la energia cine- 
tica media de traslacion) de las moleculas. 

Termdmetro de gas. En la figura 14-2 se ha representado esquematicamente 
el termometro utilizado para definir la temperatura en funcion de la presion del 
gas. A este instrumento se le llama termometro de gas a volumen constante. 
Aun cuando todos los gases tienden a comportarse de igual manera a presiones 
suficientemente bajas y temperaturas suficientemente elevadas, como gas patron 
para el termdmetro se ha elegido el hidrogeno, tanto por licuarse a una tempe¬ 
ratura muy baja como por hallarse facilmente disponible en forma pura. Se 
mantiene constante el volumen de gas existente en el deposito y en el tubo ad- 
junto, enrasando el mercurio en la marca A. Sobre B se tiene el vacio y la presion 
en el deposito queda determinada por h que es la separacion entre los niYeles 
B y A. 

La escala del termdmetro de gas se obtiene de la manera siguiente. Se intro¬ 
duce el deposito de gas en un bano con hielo fundente y. se mide la presion P 0 - 
A continuacion, se introduce dicho deposito en un bano de agua hirviendo a 
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Fig. 14-2. Termometro de gas a volumen constante. Para determinar la tempe¬ 
ratura de un ambiente dado, se coloca en 61 el deposito de gas. El deposito de mercurio 
se mueve verticalmente hasta que el nivel del mercurio en el capilar de la izquierda al- 
canza una senal de enrase A. Esta determina el volumen constante. El desnivel h entre 
A y 5 determina la presion del gas, P — ggh. Para im aparato dado, la presion P define 
la temperatura. 

Presion, cm de Hg 



Fig. 14-3. Calibrado de un termometro de gas a volumen constante. Se mide 
la presion del gas a las temperaturas de fusion y ebullition del agua. El cociente entre 
las presiones resulta ser Fioo/Po —1,366. Por definition, se toman las temperaturas de 
estos dos banos como diferentes en 100°. La recta que pasa por .estos dos puntos define 
la escala de temperaturas. La escala Kelvin, o de temperaturas absolutas, tiene el cero 
en el punto en que la recta corta al eje de temperaturas. 

la presion de una atmosfera y se mide la nueva presion interiorPj 0 o-Se divide 
en 100 partes iguales la escala de presiones entre P 0 y Pioo Para representar 
una unidad de temperatura, es decir, un grado centigrado, se elige entonces 
un incremento de presion igual a(P 100 — P 0 )/100- 
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En la figura 14-3 se ha ilustrado graficamente este procedimiento, habiendose 
tornado el eje de ordenadas como escala de presiones y el de abscisas como escala 
de temperatures. Por definition, en la escala Celsius la temperature del hielo fun- 
dente es 0°C y la del agua en ebullition a la presion atmosferica de 76 cm de mercurio 
es 100°C, por lo que podran representarse graficamente las presiones Po y Pioo 
La recta que pasa por estos dos puntos establece y define la escala de temperatu¬ 
res. Cuando se coloca el deposito de gas en un recinto a temperature desco- 
nocida se podra medir la presion y la temperature quedara determinada por la 
grafica. 

La pendiente de la recta de la figura 14-3 esta determinada por las presiones 
medidas Pq y Pioo- En el caso del hidrogeno, medidas precisas del cociente 
Pioo/Pohan dado el valor 1,366 y por tanto la pendiente de la recta para el hi- 
drogeno esta definida por (P 100 — P 0 )/100 = 0,366 P 0 /100 = Po/273,2. En otras 
palabras, la recta de la figura 14-3 corta al eje de temperatures en el punto — 273,2°C 
y. ateniendonos literalmente a lo dicho antes, ello implicaria que un gas a la 
temperature de— 273, 2°C no ejerceria presion alguna, lo que corresponderia 
a una velocidad nula de las moleculas. Por tanto, la relacion entre presion y 
temperature medida en grados Celsius, podra expresarse algebraicamente en la 
forma 


P 273,2 1 273,2 ^ + 273,2 ^ ^ 

o sea 

t + 273,2 = — 273,2 
-to 

Escala absoluta de temperaturas. Si trasladamos el cero de la escala de tem- 
peraturas desde el punto de congelacion del agua a —273,2°C, obtenemos una 
nueva escala Uamada escala absoluta de temperaturas. La relacion existente entre 
la temperature Celsius t y la correspondiente temperature absoluta T, tambien 
Uamada temperature Kelvin ,* sera pues, 

T=t + 273,2 

segun se indica en la figura 14-3. De la ecuacidn (14-1) y de la figura 14-3, se de¬ 
duce que la temperature absoluta es directamente proporcional a la presion, es 
decir, 


T = 



(14-2) 


* William Thomson Kelvin, fisico y matemitico brit&nico (1824-1907). 
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Observese que el tamanodela unidad de temperatura es el mismo para ambas 
escalas; es decir, entre los puntos de congelation y ebullition del agua a una 
atmosfera hay 100°. Para indicar que la temperatura se expresa en grados ab- 
solutos o Kelvin, puede escribirse T°abs o bien T°K. (La letra T no la reservamos 
exclusivamente para indicar temperatura absoluta, sino que la emplearemos 
para expresar temperatura en general.) 

Comparado con los termometros llquidos y solidos, el termometro de gas 
resulta particularmente util porque su escala de temperaturas, para un gas cual- 
quiera de densidad suficientemente baja, resulta satisfactory en todo el dominio 
de temperaturas. En otras palabras, el cotiente entre las presiones del gas a las 
temperaturas de ebullition y congelation del agua, Piqq/Po ^ 1,366, es el mis¬ 
mo para todos los gases. Recordemos que la medida de este cociente propor- 

Tabla 14-1 


Temperatura °K 

Fenomenos 

0 

Cero absoluto 

—0,005 

Temperatura mas baja obtenida en el laboratorio 

1 

El helio se congela bajo presion 

4 

El helio hierve 

20 

El hidrogeno' hierve 

45 

Superficie del planeta Pluton 

90 

El oxlgeno hierve 

234 

El mercurio se funde 

273,2 

El agua se congela 

373 

El agua hierve 

900 

Turbina de vapor 

2000 

El hierro se funde 

3000 

Filamento de wolframio de una ldmpara 

4500 

El carboho hierve 

6000 - 10 000 

Superficie de las estrellas 

6170 

• El wolframio hierve 

15 000 

Casi todas las substancias estan ionizadas totalmente 

25 000 

Onda de choque con una velocidad 20 veces mayor 
que la del sonido 

300 000 

Globo de fuego de la bomba atomica, de 15 m de 


di&metro 

106 

Corona solar 

10? . 108 

Interior de las estrellas 

108 

Bomba de hidrogeno 
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ciona la -base para el establecimiento de la escala de temperaturas en conjunto 
y del punto de cero absoluto en —273,2°C. Nuestra aseveracion de que la es¬ 
cala de temperaturas basada en gases diferentes resulta satisfactory en todo 
el dominio de temperaturas'implica, desde luego, que las temperaturas a que 
nos referimos sean superiores a la del punto de condensation del gas. Para la 
medida de temperaturas inferiores al punto de condensation del gas del ter¬ 
mometro (unos 20°K para el hidrogeno), es evidente que no puede emplearse 
el termometro de gas y debera definirse de nuevd la escala de temperaturas, 
segun veremos en el capitulo 19. 

Un termometro que emplee una sustancia liquida o solida se puede cali- 
brar con un termometro de gas colocando 6ste, junto con el otro, en un bano 
a temperatura variable. Los puntos correspondientes a 0°C y 100°C concuerdan, 
desde luego, pues se han tornado como puntos de referencia para la construc¬ 
tion de escalas en los termometros, pero a otras temperaturas, pueden obser- 
varse divergences. Un termometro de mercurio en vidrio, que no haya sido 
corregido, senala un exceso de 0,1 °C a 50°C. 

Dominio de temperaturas. En las investigations cientificas y tecnicas mo- 
dernas, el dominio de temperaturas en que se trabaja es extraordinariamente 
grande. No obstante, existe un limite inferior definido de las temperaturas que 
pueden alcanzarse, si bien no parace existir limite superior. En la tabla 14-1 
se da una escala representativa del dominio de temperaturas para diversos fe- 
nomenos. 

14-3 Equilibrio termico. Calor especifico. Calorimetria. Pasemos ahora 
a estudiar la interaction de cuerpos de temperaturas diferentes. Como no nos 
interesa el movimiento global de los cuerpos, los consideraremos en reposo. 
Nuestro interes se centra en las interactions entre los movimientos termicos 
o moleculares en el interior de los cuerpos. Consideremos el caso en que un cuer- 
po caliente, es decir, un conjunto de moleculas rapidas, se pone en contacto 
con un cuerpo frio en el cual las moleculas se mueven lentamente. Esperamos 
que las moleculas mas lentas aumenten su velocidad y la disminuyan las rapidas, 
hasta alcanzar un cierto equilibrio. En otras palabras, «circulara» energia ter- 
mica (calor) del cuerpo mas caliente al mas frio, hasta que se alcance un estado 
de equilibrio. Deseamos hallar las temperaturas de los cuerpos antes y despues 
de dicha interaction. 

Calor especifico. Estudiemos ahora los resultados experimentales obtenidos 
de experimentos de interaction termica. Se ponen en contacto dos cuerpos que 
inicialmente tenian temperaturas diferentes y se observa que tienden a alcanzar 
una temperatura comun intermedia. Los cambios de temperatura no se pro- 
ducen instantaneamente, sino que tienen lugar en forma gradual. La velocidad 
con que se produce este cambio depende de la naturaleza del contacto, delas 
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formas y tamanos de los cuerpos y de los materiales que los constituyen. Durante 
el tiempo en que varia la temperatura de un cuerpo, las diversas partes del cuer- 
po tienen temperaturas diferentes. Cuando la temperatura del cuerpo no varia 
con el tiempo, se dice que aquel esta en equilibrio termico. Por ahora, solo nos 
ocuparemos de la temperatura de los cuerpos una vez han alcanzado su equili¬ 
brio termico. 

En el primer grupo.de experimentos, utilizaremos cuerpos del mismo material, 
pero que tienen temperaturas iniciales diferentes. A1 entrar los cuerpos en contac- 
to, evoluiionan hacia una temperatura final comun de equilibrio Tf, y los cam- 
bios de temperatura resultan ser inversamente._pr-©porcionales a las masas 
respectivas de los cuerpos. Luego, tenemos, m a A!Ta_==.^m^ZTgf dondeAT a = 
= Tf — T a e s el cambio de temperatura sufrido pofel cuerpo A , y AT* = T/ — Tb 
es el sufrido por el cuerpo B. 

Cuando se ponen en contacto termico dos cuerpos de materiales diferentes , 
en la determinacion de los cambios de temperatura intervienen otros factores 
ademas de las masas. Por ejemplo, cuando se realizan experimentos termicos 
con cuerpos de igual masa, uno de cobre y otro de plomo, se ve que la tempera¬ 
tura del plomo varia el triple que la del cobre; cuando se realizan-experimentos 
termicos con masas iguales de agua y cobre, la temperatura de este varia unas 
once veces mas que la del agua; y cuando se realizan experimentos analogos 
con plomo y agua, la variacio n de temperatura del plomo resulta ser treinta 
y tres veces mayor que la del agua. En cierto sentido, puede decirse que 1 g de 
plomo «actua como» 1/33 g de agua y que 1 g de cobre actua como 1/11 g de 
agua. Otros experimentos indican que 33 g de plomo actuan como 1 g de agua, 


etcetera. Por tanto, nos vemos conducido s a uennn Una cantiuaci que mida ia 
«eficacia» de un material en los experimentos termicos. Esta cantidad es el 
color especifico c. La razon de los calores especificos de dos cuerpos se define 
como la razon de los cambios de temperatura experimentados por dos cuerpos 
de igual masa al Uevarlos a contacto termico. Asi pues, si los cambios de tem¬ 
peratura de dos cuerpos A y B de igual masa resultan ser A T a y ATb, la razon 
de sus calores especificos c a y Cb se define de la manera siguiente 


__J ~ « 


a _ --.-j 


Ca 

Cb 


A T b 
A T a 


(m a = mb) 


En consecuencia, si se hace igual a la unidad el calor especifico del agua, los ca¬ 
lores especificos del plomo y el cobre seran 1/33 y 1/11, respectivamente, de 
acuerdo con los resultados experimentales. Podemos. pasar' a determinar los 
calores especificos de otras sustancias liquidas y solidas, algunos de los cuales 
se consignan en la tabla 14-2. En el capitulo 16, tabla 16-2, se daran los calo¬ 
res especificos de algunos gases. 
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TABLA 14-2. CaLORES ESPECI'eICOS DE ALGUNOS LfQUIDOS y s6lidos conocidos, 
DETERMINADOS CON RESPECTO AL CALOR ESPECfFICO DEL AGUA A 15°C 


Liquidos 

Sdlidos 

Acetona 0,53 

Benceno 0,41 

Alcohol metilico 0,60 

Aceite mineral 0,5 

Agua 1 a 15° C 

Hierro 0,55 

Aluminio 0,21 

Cobre 0,092 

Plomo 0,031 

Hielo 0,48 a - 20° C 

Vidrio 0,093 

Amianto 0,20 

Plata 0,056 


Otros experimentos de interacciones termicas con cuerpos de calores espe- 
cificos y masas diferentes demuestran que los cambios de temperatura que se 
obtienen estan relacionados por la ecuacion 

m a c a AT a = —rribCb ATb 


o sea 

m a Ca(Tf — T a ) = —m,bCb{Tf — T b ) (14-3) 

segun era de esperar de nuestro estudio anterior y de los resultados experimentales. 

Ejemplo. En un litro de agua a 20° C se sumerge un pedazo de 500 g de alumi- 
nio a 300° C. Suponiendo que no se desprende calor del sistema, icudl es la iempera- 
tura del sistema agua-aluminio, una vez alcanzado el equilibrio termico ? 

Representando por T f la temperatura de equilibrio y siendo c A i = 0,21, tene- 
mos 500 • 0,21(300 - 7}) + 1000(20 - T { ) = 0 o sea Tj 46°C. 

Si se conoce el calor especifico c a de un cuerpo A, se podra obtener el calor 
especifico c b de otro cuerpo B mediante un experimento de mezcla (contacto) 
en el que se midan AT a y A Tb . Tenemos entonces.Cb^^o/mbjdArfll/lATtDca. 
Mencionaremos que los calores especificos de, por ejemplo, los metales cobre 
y plomo, obtenidos mezclando uno y otro con agua, son compatibles con el 
valor que se obtiene para el cociente cc u /cpb mediante experimentos de contac¬ 
to directo entre el cobre y el plomo. 

Calor. Observese la semejanza existente entre el resultado dado por la 
ecuacion (14-3) y los distintos principios de conservacion que hemos estudiado 
en capitulos anteriores. Un cambio cuantitativo m a c a A T a , de una propiedad de 
un cuerpo A va acompanado de un cambio cuantitativo m b Cb ATb , igual y opues- 
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to,. d&_,una propiedacL del cuerpo B . Ocurre como si la suma de las propiedades 
mcT de los dos cuerpos se marttuviera constante. La propiedad a que nos refe- 
rimos recibe el nombre de calor y se representa por Q. En capitufos posteriores 
veremos que esta propiedad es equivalente a una energia y que podemos consi- 
derar el calor como la en&rgia del movimiento de las moleculas de un cuerpo. 

Si la variacion del calor la representamos por 

A Q = cm AT (14-4) 

podremos escribir el resultado tie la ecuacion '(14-3) en la forma 

A Q a + A Qb = 0 o sea A Q a = —A Qb (14-5) 

La variacion del contenido calorifico de un cuerpo sera, pues, positiva o ne- 
gativa, segun que aumente o disminuya 1 a temperatura del cuerpo. Cuando se 
hallan en contacto termico dos cuerpos, puede considerarse que el calor; pasa 
del cuerpo mas caliente al mas frio, de tal manera que la cantidad tie calor que 
sale de un cuerpo, penetra en el otro. 

Los calores especificos de todas las sustancias, incluida el agua, varian algo 
con la temperatura. Para la mayoria de las sustancias, no son grandes las varia- 
ciones de los calores especificos en el intervalo de temperaturas entre 0°C ,y 
100° C, por ejemplo; asi, el calor especifico del agua solo varia un 1 % mientras 
que el del niquel varia un 10 %. Cuando la temperatura de un cuerpo varia 
de Ti a T 2 , el calor que absorbe es 

AQ = mf 2 c(T)dT (14-6) 

Jt 1 

expresion que se reduce a la (14-4) cuando es constante c. 

La unidad de calor se define como el calor requerido para elevar la tempera¬ 
tura de un gramo de agua de 14,5° C a 15,5°C y se le llama caloria pequena o 
simplemente caloria; a veces se utiliza una unidad 1000 veces mayor, llamada 
kilocaloria o caloria grande. En los paises de habla inglesa es frecuente el empleo 
de la British thermal unit (Btu) que es la cantidad de calor necesaria para elevar 
1°F la temperatura de una libra de agua. 

El calor especifico de un cuerpo se medira, pues, en calorias por gramo y 
grado Celsius en el sistema cgs y en kilocalorias por kilogramo y por grado 
Celsius en el sistema Giorgi. Evidentemente, los valores numericos de los ca- 
lorbs especificos seran los mismos en uno y otro sistema. 

Fusion y vaporizacidn. Cuando las sustancias pasan de solido a llquido 0 
de liquido a gas, la experiendia indica.'que se absorbe una cantidad de calor re- 
lativamente grande, si bien la temperatura permanece constante. rEstas absor-' 
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ciones de calor no estan relacionadas directamente con el calor especlfico, pues- 
to que se trata de una absorcion de calor que no va acompanada de una varia¬ 
tion de temperatura/' Estos calores absorbidos reciben el nombre de calor la- 
tente de fusion y calor latente de vaporizacion y son las cantidades de calor que 
absorbe un gramo de sustancia cuando se funde o se evapora, respectivamente. 
Los cuerpos pueden tambien pasar directamente del estado solido al gaseoso 
y en este caso, el calor absorbido por gramo recibe el nombre de calor latente 
de sublimacion. En las tablas 14-3 y 14-4 se consignan los calores latentes de fu¬ 
sion y de vaporizacion de algunas sustancias conocidas. 

Tabla 14-3. Calores latentes de fusion 


■ 

Sustancia 

Temperatura de fusion, °C* 

Calor latente de fusion, 
caljg 

Agua 

0 

79,7 

Parafina 

52,4 

35,1 / ' 

Plomo 

327 

5,86 

Cobre 

1083 

42,0 

Mercurio 

-39 

2,82 

Plata . 

961 - 

21,1 


Tabla 14-4. Calores latentes de vaporizacion 


Sustancia 

Temperatura de ebullicion, °C* 

Calor latente de 
vaporizacion, caljg 

Agua 

100 

539,6 

Mercurio 

357 

65,0 

Argon 

-186 

37,6 

Helio 

-268,6 

6,0 


*A la presion de 76 cm de mercurio. 


14-4 Calor y energia. Desde el punto de vista de la teoria cinetica, el 
calor no es mas que energia molecular y la identificacion del calor como forma 
de la energia es algo inherente a la teoria.,Sin embargo, historicamente, esta 
identificacion se debe a la labor de James Joule (1818-1889), Julius Mayer 
(1814-1878) y otros que demostraron q\ie}siempre que se disipa Una cantidad 
dada de energia mecanica, se produce la misma cantidad de calor. En el cap!- 
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tulo 17 estudiaremos mas detalladamente esta question. Incidentalmente, las 
unidades de calor y de energia mecanica guardan la relacion 4,1815 joule = 1 ca- 
loria. 

El lector debe tener presente que el desarrollo de la Mecanica y del calor 
ha tenido lugar por caminos totalmente diferentes. Por una parte se tiene el 
estudio de la interaccidn mecanica de cuerpos. Por otra el estudio de la tempe- 
ratura y de la interaccion termica de cuerpos. Estas dos disciplinas, casi total¬ 
mente independientes, fueron reunidas por la obra de Joule y, como ocurre 
siempre que se descubren nexos entre disciplinas, se progreso rapidamente en 
nuevos aspectos de la Ciencia. La relacion entre calor y energia y el desarrollo 
de la teoria atomica de la qulmica que se habla producido poco antes, dieron 
paso al desarrollo y aceptacion de la teoria cinetica. 

14-5 Conduccion del calor. En los apartados anteriores considerabamos 
los estados de cuerpos en interaccion termica, antes y despues de las interaccio- 
nes, es decir, los estados initial y final de equilibrio termico de los cuerpos. 
Durante la interaccion, el sistema no se halla en equilibrio termico; las tempera^ 
turas de los cuerpos en interaccion son diferentes y varian con el tiempo. Del 
cuerpo mas caliente circula calor hacia el mas frlo y la cantidad de calor ce- 
dida por segundo depende de la diferencia de temperaturas entre los cuerpos y 
del material del medio interpuesto entre ellos. Existen tres tipos de cesion del 
calor: conduccion, convection y radiation. En la conduccion, el calor se cede 
solamente a causa del movimiento molecular y los choques entre moleculas 
rapidas y lentas, sin desplazamiento global de la materia. En cambio, la convec¬ 
tion se debe al moyirniento global de la materia y solo tiene importancia en 
llquidos y gases. Por ultimo, la radiation del calor es una interaction electro- 
magnetica entre cuerpos y no precisa de la existencia de un medio material en¬ 
tre los cuerpos. Por el momento, vamos a considerar solamente la conduccion 
del calor. En un apartado posterior se estudiaran brevemente la convection 
y la radiation. 

Para estudiar experimentalmente la conduction del calor podemos, al menos 
en el principio, utilizar un dispositivo como el representado esquematicamente 
en la figura 14-4. Los dos extremos a y b de una barra recta uniforme se man- 
tienen a las temperaturas constantes T a y T& respectivamente. Por ejemplo, el 
extremo b puede estar sumergido en un bano de hielo fundente, en cuyo caso 
7V=. 0°C,y a puede mantenerse „en contacto con una fuente termica que man- 
tenga una temperatura T a constante. Se aisla termicamente la superficie lateral 
de la barra de manera"que el calor que penetra por a en la barra debe pasar 
al bano de hielo por b. El calor entregado a este bano en un segundo. puede 
medirse mediante la cantidad de hielo que se funde en un segundo. Tambien 
puede medirse la temperatura en a, asi como la distribution de tempti?atufas 
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a lo largo de la barra. Imaginemos ahora que utilizamos dicho dispositivo ex¬ 
perimental y que estudiamos el flujo calorifico, es decir, la cantidad de calor 
que circula por la barra en un segundo, en funcion de diversos parametros, 
tales como la diferencia de temperaturas T a — Tb, la longitud L de la barra, 
su seccion recta A y el material que la constituye. Ademas, podemos estudiar 
el efecto del aislamiento de la superficie lateral de la barra tanto sobre el 
flujo calorifico como sobre la distribucion de temperaturas a lo largo de la 
barra. 

El resultado de una serie de medidas de este tipo indica que el flujo calori¬ 
fico es (a) proporcional a la diferencia de temperaturas T a — Tb, (b) inversa- 
mente proporcional a la longitud L de la barra, (c) proporcional al area de la 
seccion recta de la barra y (d) dependiente del material de que este esta cons- 
tituida. Ademas, hallamos que la temperatura a lo largo de la barra decrece 
linealmente desde T a hasta Tb mientras la superficie lateral de la barra este ais- 
lada evitandp as! las fugas de calor. Si se suprime este aislamiento termico, la 

Fuente tdrmica 

T tt 

Aislante 
termico 

Barra 

Tb 

afio de hielo 

Fig. 14-4. Conduccidn del calor a lo largo de una barra. 



distribucion de la temperatura deja de ser lineal, segiin se indica esquematica- 
mente en la figura 14-5. En este ultimo caso, el flujo calorifico a lo largo de la 
barra no es el mismo en todos los puntos de 6sta.j 

De los resultados de experimentos realizados con, qna barra aislada termi- 
camente se. deduce que el flujo calorifico es proporcidnal a la pendiente o gra- 
diente (T a — Tb)/L de la distribucion de la temperatura a lo largo de la barra. 
En realidad, hallamos que aunque no sea lineal la distribucion de la tempera¬ 
tura, el flujo calorifico en un cierto punto es proporcional al gradiente dTjdx 
en dicho punto. Como, ademas, el flujo calorifico es proporcional al drea de 
la seccidn recta de la barra, podemos tomar la magnitud del flujo proporcional 
a (dTjdx)A. 









CONDUCCldN DEL CALQR 


447 


El cator circula en el sentido de las temperaturas decrecientes. Eri otras pa- 
labras, si la temperatura crece con x, de manera que dTjdx es positiva, el flujo 
calorifico tiene lugar en el sentido negativo de las x; y si la temperatura dis- 
rninuye al aumentar x ) con lo que dTjdx es n egativa 7 ~el-flujO-calorlfico_tendra 
lugar en_el sentido positivo. En consecuencia, si llamamos q al flujo. calorifico, 
contado positive* en-el-sefitido positivo de las x, dTjdx y q tendran signos opues- 
tos y ~obtenemos 

q=-KA ^ (14-7) 


La constante de proporcionalidad K, que depende del material que constituye 
la barra, recibe el nombre de conductibilidad calorifica. En el sistema cgs, la 
conductibilidad calorifica se mide en cal/(s-cm-grado) y en el sistema Giorgi 
en kcal/ts- m- grado) ^ En la tabla 14-5 se consignan los valores de las conducti- 
bilidades calorificas de algunos materiales conocidos. 

fEn el estudio del experimento de conduccion calorifica se supuso que la ba¬ 
rra habia estado en contacto con la fuente termica a y el bano de hielo b un 
tiempo suficientemente largo para haber alcanzado lo que se llama estado es^ 
tacionario. En tal caso, la temperatura a lo largo de la barra ya no vari'a con el 
tiempo y el flujo: calorifico que penetra por a en la barra es igual al flujo salient e 
medido en 6jSi/no fuera asi, habria un flujo total entrante en la barra y la tem¬ 
peratura de esta deberia aumentar continuamente. Claro esta que durante los 
instantes inmediatos a haber puesto en marcha la fuente termica variard la dis- 
tribucion de la temperatura en la barra y por a penetrara mas calor del que sale 
por El tiempo necesario para alcanzar el estado estacionario es proporcional 
a la capacidad calorifica total de la barra e inversamente proporcional a su con¬ 
ductibilidad calorific^En el apartado siguiente estudiaremos brevemente un caso 
en el cual varian con el tiempo la temperatura y el flujo a lo largo de la barra] 


Aislahte 



T a 


Barra ( sin aislante) 

In 




Fig. 14-5. DistribuCidn de la temperatura a lo largo de una barra que esta ais- 
lada t6rmicamente y a lo largo de otra que no lo esta. 
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TABLA 14-5. CONDUCTIBILIDADES CALORIfICAS 


Sustancia 

K, calj s’cm'grado 

Aluminio 

(0,49 a 100° C 

10,56 a 300° C 

Cobre 

0,92 

Plomo 

0,08 

Acero (1% de carbono) 

; 

(0,125 a 100° C 
(0,089 a 600° C 

Plata ; 

0,97 

Madera 

2 • 10-4 

Lana de vidrio (400 kg/m 3 ) 

1,7 -10-4 

Hormigon 

2 • 10- 3 

Aire (seco) 

5,6 • JO-5 

Helio 

3,4 • 10-4 

Oxlgeno 

5,6 • 10-5 

Agua 

1,32 - 10- 3 (1 + 0,003/); (/ = 0 a / = 80° C) 

Aceite de maquinas 

(0,28 a 0,40) • 10- 3 


Ejemplo 1. Se unen dos barras, una de cobre y otra de acero, en la forma indi- 
cada en la figura 14-6. La longitud de la barra de cobre, L 2 — 20 cm es el doble de 
la longitud L\ de la barra de acero. Se mantiene un extremo de la barra de cobre a la 
temperatura T 2 — 0° C y el extremo libre de la barra de acero se mantiene a la tem¬ 
peratura t\ = 100° C. Determinar la temperatura en la union de las dos barras y el 
flujo calorifico total a traves de ellas. El area A de la section recta de las dos barras 
es la misma e igual a 10 cm 2 . Las superficies laterales de las barras estan aisladas ter- 
micamente. 

Representemos por 7) la temperatura desconocida en la junta de las dos barras. 
Si la conductibilidad calorifica de la barra de acero es K\, el flujo calorifico total qiie 
atraviesa la barra de acero es q\ — K\A{T] — Tj)/L\ , Analogamente, obtenemos qi — 
KzAiTj — T 2 )/L 2 para la magnitud del flujo calorifico a traves de la barra de cobre. 



Figura 14-6 Figura 14-7 
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En el-estado estacionario, tenemos <71 = qz, que nos da una ecuacion para el calculo 
de la temperatura 7) en la junta: 


= T 1 + Ti&iLi/KM 
3 1 + (K2L1/KM 

Si introducimos los valores numericos K\ = 0,125, Kz = 0,92 (vease Tabla 14-5) y 
si Lz = 2 Li, obtenemos 


Tj - 


100 


0 + 0,92)/(0,125 • 2) 
El flujo calorifico a traves de las barras serd, pues, 

(0,92 • 10 ) (21 - 0 ) 


~ 21°C 


? = 


20 


~ 9,6 cal/s 


Ejemplo 2. Un tubo cilindrico largo tiene un radio interior r\ y un radio exterior 
rz, segun se indica en la figura 14-7. Las superficies interior y exterior del tubo se man- 
tienen a las temperaturas T\ y T 2 , respectivamente. iCual es el flujo medio a traves 
del cilindro, por unidad de longitud del cilindro, y cual es la distribucion radial de 
temperatura si es K la conductibilidad calorifica del material del cilindro? . 

Consideremos el flujo calorifico a traves de un cilindro de revolucion de radio r 
interior al tubo en la forma indicada en la figura 14-7. Si representamos por dTjdr 
el gradiente de temperatura en r, el flujo calorifico a traves de la superficie cilindrica 
de radio r es 


q r = -K(2irr) ~ 

ya que el area de la superficie cilindrica, por unidad de longitud del tubo, es 2nr. En el 
estado estacionario, este flujo calorificb es el mismo que el flujo calorifico total q por 
unidad de longitud a traves del cilindro (independiente de r). Por tanto, tenemos 

dT = —g 
dr 2ir Kr 

Esta ecuacion se puede integrar directamente y obtenemos 

T 

\2tK 

Si hacemos T = T\ en r = r\, y T 
presion: 

? 


= Tz en r — rz, obtenemos para q la siguiente ex- 

= n K Tl — Ti 
K -\a(n/r 2 ) 


j In r + const. 


Ingard — 29 



450 


TEMPERATURA Y CALOR 


La distribution correspondiente de temperaturas es, pues. 


T = Ti + (To - T i) 


In (r/rQ 
In (r 2 /ri) 


14-6 Flujo calorifico dependiente del tiempo. En el experimento de con¬ 
duction del calor descrito en el apartado anterior, solo se consideraba el estado 
estacionario. En tal caso, la fuente termica es analoga a un deposito infinito 
de calor, en el sentido de que puede mantener constante la temperatura de un 
extremo de la barra, a pesar de que se extrae continuamente calor de la fuente. 
En carribio, si la fuente termica fuera un deposito finito de calor, su tempera¬ 
tura y el flujo calorifico que de el sale, disminuirian continuamente en el trans- 
curso del tiempo. Correspondientemente, si el receptor de este calor es un de¬ 
posito finito de calor, su temperatura crecera continuamente con el tiempo, 
salvo en los casos en que se emplee el calor en producir un cambio de fase, tal 
como la fusion del hielo./En uno y otro caso, la diferencia de temperaturas de 
los dos depositos calorlficos en interaction disminuira continuamente hasta 
anularse, en cuyo momento se habra.alcanzado el equilibrio termico.j 

Para comprender la variation de temperatura con el tiempo durante la in¬ 
teraction terffiica de dos cuerpos, consideraremos de nuevo el caso particular 
de una barra conductora.del calor (fig. 14-4). Supongamos de nuevo que uno de 
los extremos de la barra se halla sumergido en un banc de hielo, con lo que se 
mantiene constante durante la interaction la temperatura de este extremo de la 
barra, y que el otro jextremo se halla en con tacto con un deposito finito de 
calor. Supondremos que la cSpacidad cal ori fica; de la barra es pequena frente 
a la capacidad calorifica del deposito fuente, con lo que se podra considerar 
que la temperatura a lo largo de la barra se ajusta por si misma instantarteamen- 
te a la distribution lineal de temperaturas.de up estado estacionario, antes des- 
crita. Ademas, supondremos que la conduction calorifica del deposito de calor 
es muy grande y que la temperatura de la (Tuente> s uniforme e igual a la tempe¬ 
ratura del extremo de la barra que esta en contacto con la fuente. Entonces, 
si en un instante / es T la temperatura de la fuente, la diferencia de temperatu¬ 
ras entre los extremos de la barra en dicho instante es T —0 == T y el gradienten 
de temperaturas a lo largo de la barra es 7/L, donde L es la long'itud de la ba¬ 
rra. En consecuencia, el flujo calorifico procedente de la fuente es 


9 = 



(14-8) 


donde' A es el area de la section recta de la barra y K es su conductibilidad calo¬ 
rifica. 
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A consecuencia de este flujo calorifico, la fuente perdera durante un tiempo 
dt una cantidad de calor q dt y la variacion correspondiente de temperatura 
dT de la fuente vendra dada por cm dT = —q dt, donde m es la masa y c el ca¬ 
lor especffico del deposito fuente, Sustituyendo en la ecuacion (14-8) la expre- 
sion q = — cm{dTjdt), obtenemos para la variacion de la temperatura de la 
fuente con el tiempo, la siguiente expresion: 


donde 


dT _ KA T __ T 
dt Lem t 


Lem 
7 ~ KA 


(14-9) 


Esta ecuacion puede integrarse directamente dando In T = — (0-) -f const, 
o bien, puede expresarse en la forma 


T = T 0 e~ llT (14-10) 

donde T 0 es la temperatura inicial de la fuente e n el in stante t = 0. As! pues, 
la temperatura de la fuente y en el principio.(cren cualquier otro punto) de la 
barra disminuye exponencialmente con el tiempo, de manera determinada por 
la conduction calorifica de la barra y la capacidad calorifica del deposito fuen¬ 
te. Transcurrido el tiempo caracteristico r, llamado tiempo de relajacion del 
sistema, la temperatura de la fuente se habra reducido en un factor l/e ca 1/3. 

En este ejemplo se mantenla constante e igual a 0°C la temperatura del ex- 
tremo receptor de la barra y la diferencia entre las temperaturas de la fuente 
y del receptor es, simplemente, la temperatura de la fuente. Dejamos como 
ejercicio resolver el problema correspondiente en el que exista un deposito re¬ 
ceptor que pueda variar su temperatura. Incluso en este caso, la diferencia de 
temperatura entre la fuente y el receptor disminuye exponencialmente, como 
en la ecuacion (14^10), sustituyendo cm por la capacidad calorifica total de la 
fuente y el receptor (vease prob. 14-17). 

Si se incrementa el numero de cuerpos o depdsitos en interaccion, o si tu- 
vieramos una distribucion continua de materia, el problema de determinar la 
variacion de la temperatura con el tiempo puede resolverse fundamentalmente 
como en el ejemplo ‘sencillo anterior. Sin embargo, el problema matematico 
se complica. Por ejemplo, para determinar Ja variacion de temperatura de uno 
de los cuerpos o elementos del sistema, debemos considerar la interaccion de 
todo§ las demas elementos del sistema. Obtenemos entonces una ecuacion ana- 
loga-a la ecuacion (14-9) para cada miembro y cada una de esas ecuaciones 
contiene todas las temperaturas desconocidas de los cuerpos del sistema. En 
el caso limite de una distribucion continua, en vez de discreta, de depositos, 
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la variation de la temperatura con el tiempo se describe-mejor mediante una 
. ecuacion diferencial que relacione la velocidad de variacion de la temperatura 
en un punto con la variacion por unidad de longitud del flujo calorifico, o con 
la variacion por unidad de longitud del gradiente de temperaturas. VamoS a 
proceder a una deduction de dicha ecuacion, la cual tiene gran importancia 
en muchas ramas de la Flsica relacionadas con los fenomenos de transporter de 
los cuales es ejemplo la conduction del calor. 

Consideremos una barra recta y larga cuya superficie lateral este aislada 
termicamente, con lo que solo se tiene flujo calorifico en una direction. Si, en 
tales condiciones, el gradiente de temperaturas dTjdx no depende de la position 
a lo largo de la barra, se deduce que el flujo calorifico en la position zi es el 
mismo que en cualquier otra position arbitraria x’ 2 - El tramo de barra compren- 
dido entre n*i y #2 recibe tanto calor por %\ como pierde por xi y no habra 
flujo total entrante en este tramo (o cualquier otro) de la barra. La distribution 
de la temperatura en la barra no variara con el tiempo y como dTjdx = const, 
la temperatura variara linealmente con *. 

Entonces, para obtener la variacion de temperatura de un elemento de la 
barra, sera necesario que haya un flujo total entrante (o saliente) de calor a 
(o de) este elemento; es decir, la pendiente o gradiente dTjdx no puede ser 
ya constante sino que debe variar de una position a otra. Consideremos un 
elemento de la barra comprendido entre x y x +. A;c. El flujo calorifico 
entrante en x es — KA (dT/dx) x , y el flujo saliente por el otro extremo es 
—KA(dT/dx) x+Axdonde A es el area de la section recta de la barra (fig. 14-8). 
El flujo total entrante por segundo a este elemento es, pues, 


-KA 



-KA 


dT\ 

. dxj x+Ax. 


KA 


d 2 T 
, dx 2 


Ax 


A consecuencia de este flujo calorifico total entrante, la temperatura debera 
incrementarse. El incremento dependera, desde luego, de la masa y del calor 
espetifico del elemento. Si es dT el incremento de temperatura, el flujo calori¬ 
fico entrante correspondiente sera (pA A x)c dT, donde pA Ax es la masa del 
elemento y c el calor espetifico. Como ya hemos obtenido para el flujo de calor 
en unidad de tiempo la expresion KA (d 2 T/dx 2 ) Ax, podemos obtener ahora la 


q(x) 



■X 



Fig. 14-8. La temperatura variara con el tiempo cuando el flujo calorifico varie 
con x . 
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ecuacion fundamental 


o sea 


A dT _ rr . d 2 T 
pcA dt KA dx 2 


dT _ K d 2 T 
dt pcdxi 


(14-11) 


La velocidad de variacion de la temperatura en un punto de la barra es pro¬ 
portional a la variation por unidad de longitud de la pendiente de la grafica 
de la temperatura, es decir, es proporcional a la segunda derivada de la tem¬ 
peratura respecto al espacio. Ademas, la velocidad de variacion de la tempe¬ 
ratura es proporcional a la conductibilidad calorifica del material e inversamente 
proporcional a la densidad y al calor especifico. Por tanto, la cantidad pc/K, 
mide la «inercia» termica del material: cuanto mayor sea dicha cantidad, tanto 
mas tiempo tarda la temperatura en igualarse en un cuerpo que tenga inicial- 
mente una distribution no uniforme de temperaturas. La ecuacion (14-11) se 
conoce con el nombre de ecuacion de la difusion y, segun se ha dicho, las ecua- 
ciones de este tipo juegan un papel importante en la Flsica. No solo el flujo 
calorlfico, sino otros muchos fenomenos de difusion se describen mediante ecua- 
ciones de este tipo. 


14-7 Otros mecanismos de transmision del calor. En la conduction del 
calor, este se transmite de un punto a otro por movimiento molecular solamente; 
las moleculas mas rapidas ceden energia a las mas lentas, sin que se produzca 
movimiento global de la materia. En los solidos, este tipo de transmision del 
calor es el mas importante, por lo general. En cambio, en los gases y liquidos 
la transmision del calor producida. por el movimiento global o conveccion suele 
ser mayor que el producido por la conduction. Por ejemplo, los vientos en la 
atmosfera y las corrientes en los oceanos transportan enormes cantidades de 
calor de una region a otra y el soplar sobre la sopa caliente constituye un medio 
eficaz de incrementar la transmision de calor por conveccion. Existen otros mu¬ 
chos ejemplos corrientes de la importancia de la conveccion del calor. Inversa¬ 
mente, nuestros vestidos constituyen un medio para disminuir la perdida de 
calor del cuerpo por conveccion. 

La conduction y la conveccion del calor requieren ambas la presencia de 
.un medio material. Sin embargo, es bien sabido que el calor se puede transmitir 
por el vacio. Esta forma de transmision del calor recibe el nombre de radiacion 
calorifica o termica y al igual que los rayos X y gamma, las ondas luminosas 
y de radio, se sabe que se trata de radiacion electromagnetica. Puede compro- 
barse facilmente que la radiacion calorifica puede reflejarse, etc., de la misma 
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manera que las otras radiaciones electromagneticas. Por ejemplo, una resisten- 
cia incandescente colocada en el foco de un espejo parabolico producira una 
radiacion que podra detectarsefacilmente a 15 m mediante otro espejo parabolico; 
una cerilla colocada en el foco de este, se encendera al alcanzarla la radiacion 
recibida. 

Todos los cuerpos de la Naturaleza irradian calor y frecuentemente, al irra- 
diarlo disminuye su temperatura; es evident!?: que se ha convertido energia ter- 
mica en radiacion electromagnetica. No obstante, en general, un cuerpo no solo 
irradia, sino que tambien absorbe radiacion de los cuerpos que le rodean. Si 
los cuerpos de un sistema aislado se ejercen interacciones fan sdlo mediante 
radiacion, las temperaturas de los cuerpos podran variar con el tiempo al prin- 
cipio,’ como en cualquier otro caso de transmision del calor, pero acabaran al- 
canzando un estado de equilibrio en el que las temperaturas de los cuerpos 
sean independientes del tiempo. Entonces, la radiacion calorifica que emite el 
cuerpo sera igual que la que absorbe. Si asi no fuera, habria un flujo calorifico 
total entrante en el cuerpo y en consecunecia, una variation de su temperatura. 
Si -un cuerpo A del sistema no absorbe tanta energia como otro B, tambien se 
deduce que la radiacion de A debe ser menor que la de B si debe mantenerse 
el equilibrio; un buen absorbente es tambien un buen radiador. 

Un cuerpo que absorba toda la radiacion que sobre el incida recibe el nom- 
bre de cuerpo negro. Un cuerpo negro no es solamente el absorbente mas eficaz, 
sino tambien el mejor radiador. El cuerpo negro es un cuerpo ideal; la mayoria 
de los cuerpos de la Naturaleza no absorben toda la energia que incide sobre 
ellos, sino que parte de ella la reflejan; hecho conocido por lo que respecta a 
la luz. Un signo de no reflexion de la luz es la ausencia de color, es decir, el. 
cuerpo aparece negro. 

La absorcion y la radiacion ideales de un cuerpo negro se pueden lograr con 
mucha aproximacion en el laboratorio por medio de un orificio practicado en 
la pared de una cavidad pintada de negro en su interior. Casi toda la radiacion 
que penetra en el orificio no vuelve a salir y el orificio se com porta como un 
absorbente perfecto, es decir, como un cuerpo negro. 

La radiacion procedente de un cuerpo negro depende de la temperatura de 
este, habiendose dedicado amplios estudios experimentales a la determination 
de la relacion existente entre la energia radiada y la temperatura del cuerpo. 
La interpretacion de la radiacion calorifica y de los resultados experimentales 
en relacion con el movimiento molecular ha constituido uno de los problemas 
mas importantes de la Fisica. En sus estudios acerca de la radiacion del cuerpo 
negro, Max Planck (fisico aleman 1858-1947) hizo :el descubrimiento, que 
posteriormente resulto revolucionario, de que para que su interpretacion teo- 
rica de la radiacion calorifica fuera compatible con los resultados experimenta¬ 
les, era necesario postular que la energia de un oscilador molecular es multi- 
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plo de un cierto quantum de energia que es proporcional a la frecuencia de 
oscilacion.. Poco despues de su presentation, este postulado, que puede consi- 
derarse como el trampolin a la Mecanica Cuantica, fue utilizado por Bohr 
en sus estudios de los espectros atomicos y por Einstein en sus estudios acerca 
de la emision electronica producida por la radiation. 

El estudio detallado de la naturaleza de la radiacion termica se sale del am- 
bito de este libro. Solo diremos que los experimentos y la teorla de la radiacion 
termica indican que la cantidad de energia total radiada por unidad de super¬ 
ficie. por uri cuerpo negro mantenido a una temperatura constante de T° abs 
esta dada por 

q = crT 4 04-12) 

donde es una constante: <j = 5.66 • 10 _5 erg-cm ” 2 'grado -4 *s _1 . La radia¬ 
cion debida a un cuerpo no negro es inferior en valor al dado por la ecuacion 
(14-12); y el factor que relaciona ambos valores depende en gran manera de 
la naturaleza de la superficie del cuerpo. 

14-8 Notas historicas. Los hechos experimentales que hemos presenta- 
do referentes a la Termometria y al Calor fueron establecidos a principios de 
la segunda mitad del siglo XVIII. La historia es complicada; muchas personas 
contribuyeron al desarrollo' del tema. Se cree que Galileo, hacia 1592, ideo 
un instrumento que respondia a la temperatura. Se^trataba esencialmente de 
un globo que contenia aire y-terminaba en un tubo de vidrio. El extremo libre 
de este estaba sumergido en agua y la altura a que se hallaba dentro del tubo 
la superficie de separacion entre el agua y el aire dependia de la temperatura 
del gas en el globo, asi como de la presion atmosferica. Durante el siglo XVII, 
debido a no haber acuerdo acerca de cuales debian ser los puntos fijos en la 
escala de temperaturas, se desarrollaron diversas formas de termometros 11- 
quidos y muchas escalas diferentes de temperaturas. A veces, las escalas eran 
totalmente arbitrarias: quiza no hacian mas que colocar una regia graduada 
en centlmetros al lado del tubo de vidrio. A veces, los puntos fijos se tomaban 
de acuerdo con las conveniencias: fusion de la mantequilla, el dla mas calido 
del verano, el dia mas frlo del invierno, la temperatura .del cuerpo humano y, 
desde luego, las del hielo fundente y del agua er ebullicidn. Acabaron adoptan- 
dose estos ultimos de una manera general y al ir evolucionando tanto los per- 
feccionamientos como las tecnicas de medida de las temperaturas, se especi- 
fico que la presion a la que debian considerarse estos dos puntos fijbs fuera la 
de una atmosfera (76 cm de mercurio). Ya en 1750 se empleaban tanto los ter- 
mometros Celsius (punto de hielo a 0°, punto de ebullicion a 100°) comd los 
fahrenheit (punto de hielo a 32°, punto de ebullicidn a 212°). Por aquel enton- 
ces se acepto comunmente el mercurio como llquido termometrico. 
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Durante mucho tiempo no se separaron los conceptos de calor y tempera- 
tura. Elio es comprensible, ya que las medidas cuantitativas de calor no> son 
demasiado faciles de realizar, ni siquiera en un laboratorio moderno con ter- 
mometros pequenos y precisos, a causa de los multiples efectos mas bien sutiles 
que complican la medida. Tambien nuestra sensibilidad al frio y al calor tien- 
de a llevarnos a confusion: un objeto metalico nos parece mas frio al tacto que 
un objeto de madera, aun cuando ambos se hallen a la misma temperatura. 

A poder disponer de buenos termometros siguio, al cabo de poco tiempo, 
el magnifico trabajo de Joseph Black (medico escoces, 1728-1799) quien indico 
que los cuerpos en equilibrio de temperaturas no contenlan cantidades de calor 
iguales, sino que la cantidad de calor de un cuerpo depende de alguna otra pro- 
piedad (calor especifico) distinta de la masa o el volumen. Anteriormente, Fah¬ 
renheit habla realizado experimentos de mezclas en los que se mezclaba agua 
a una temperatura con agua u otra sustancia, tal como mercurio, a temperatura 
diferente. Estos y otros experimentos llevaron a Black a introducir la notion 
importantisima de calor especifico. Poco despues se realizo la medida de los 
calores especificos y latentes de muchas sustancias. 


Problemas 


14-1. El coeficiente de dilatacion li¬ 
neal a se define a partir de la relation 
/ = / 0 (l + “F), donde /o es la longitud de 
una barra a T = 0° C y / es la longitud 
a la temperatura T. El coeficiente a suele 
depender algo de la temperatura. En la 
figura 14-9 puede verse esta depen¬ 
dence eri los casos del cobre y del alu- 
minio. Supongamos ahora que se dispone 
de un termometro del tipo de dilatacion 
lineal que utiliza el cobre y el aluminio 
como sustancias termometricas y los pun- 
tos de congelation y ebullicion del agua 
como puntos de referencia o calibrado. 
(a) Dicho termometro, £daria una indi- 
cacion demasiado baja o demasiado alta, 
en comparacion con un termometro de 
gas, en el intervalo de 0° C a 100° C? 
ly entre 100° C y 500'' C? (b) £En que 
puntos coincidiran las indicaciones de 
los dos termpmetros? (c) i,En que do- 
minio de; temperaturas indicara el termo¬ 


metro de aluminio una temperatura mas 
elevada que el de cobre y viceversa? 
(Sugerencia. Representar graficamente la 
longitud verdadera en funcion de la tem¬ 
peratura.) 

14-2. Supongamos que, en un ex- 
perimento con un termometro de gas a 
volumen constante se mide el cociente 
entre las presiones Pioo y Pq y resulta ser 
igual a 1,34. (/ > joo corresponde al punto 
de ebullicion del agua y Po al de conge¬ 
lacion.) (.Cual seria, en la escala Celsius, 
el. punto correspondiente al cero abso- 
luto ? 

14-3. Para obtener la fusion de deu- 
terones regulada, se precisa una tem¬ 
peratura de 100 millones de grados. Ex- 
plicar cualitativamente la razon por la 
cual se precisa una temperatura tan ele¬ 
vada en este proceso. 

14-4. En 50 g de agua a 60° C se 
sumergen juntos diez gramos de aluminio, 
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diez de cobre y diez de plomo, a 0° C, 
20° C y 40° C, respectivamente. ^Cual 
es. la temperatura final ? 

*14-5. Se sumerge un pedazo de co¬ 
bre en 100 g de agua a 50° C. Cuando 
el sistema alcanza el equilibrio, solo 
quedan 90 g de agua a 100° C. iQue 
puede decirse de la masa y la temperatura 
del pedazo de cobre? 

14-6. Masas iguales (100 g) de plo¬ 
mo y agua, inicialmente a 10° C, se 
colocan sobre mecfieros Bunsen exacta- 
mente iguales, cada .uno de Ios cuales 
suministra 25 cal/s. Dibujar graficas que 
indiquen en cada caso como crecen las 
temperaturas con el tiempo. 

14-7. Una resistencia electrica que 
desprende 20 calorias por segundo se 
introduce en 100 g de hielo, originalmente 
a — 20° C, contenidos en un recipiente 
aislado termicamente. Dibujar una gra- 
fica de la temperatura del agua en funcion 
del tiempo, partiendo del instante en que 
se conecta la resistencia al circuito elec- 
trico y continuando hasta el instante en 
que se haya evaporado toda el agua. 

14-8. Si se convirtiera en calor toda 
la energla cinetica de un sat&ite terrestre 
de 10 kg (supongase una orbita a una 


altura de 300 km) £que masa de agua se 
vaporizarla? Supongase que el agua esta 
inicialmente a 0° C. 

* 14-9. Si se utilizara la potencia 
util maxima de un automovil (tomese 
100 CV) para agitar 400 litros de agua 
contenida en un barril, £que tiempo se 
precisaria para elevar 20° C la tempera¬ 
tura del agua? (1 CV = 75 kpm/s = 
736 W.) 

14-10. iCuantos metros cuadrados de 
ventana de vidrio de 4 mm conduci- 
rlan tanto calor como un muro de hor- 
migon de 10 m 2 y 10 cm de espesor? Las 
diferencias de temperatura entre las su¬ 
perficies interior y exterior de la ventana 
y del muro son iguales. Estimar la can- 
tidad de calor que atraviesa el muro de 
hormigbn en una hora si la temperatura 
del interior es de 20° C y la del exterior 
- 10° C. (tfgi^Keo.) 

14-11. Una barra recta de seccion 
A = 2 cm 2 une un deposito a la tempe¬ 
ratura de 100° C con un deposito de 
hielo a 0° C. La barra consta de dos partes, 
una de cobre de longitud L\ = 30 cm y la 
otra de acero de longitud Li = 20 cm. 
La superficie lateral de la barra esta ais- 
lada termicamente y el acero est£ en con- 
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tacto con el hielo. (a) iCuil es la tempe- 
ratura en la union de los dos metales? 
(b) iCuanto hielo se funde por minuto? 

14-12. Una esfera de radio Ri tiene 
en su superficie una temperature T\. Se 
anade a la esfera una capa esferica de 
radio interior R\ y radio exterior R 2 . Si 
es T 2 la temperature de la superficie ex¬ 
terior de la capa, y es K la conductibilidad 
calorifica de la capa esferica, icual seri 
el flujo calorlfico saliente de la esfera? 
cComo varia la temperature con la posi- 
cion en la capa? 

14-13. Una tuberia de 4 cm de di&- 
metro transporta vapor de agua a una 
temperature de 120°C. Se recubre la tu¬ 
beria con un material aislante del calOr, 
de 5 cm de espesor, que tiene una con¬ 
ductibilidad calorifica de 10— 4 cal/s.cm. 
grado. Se mide la temperature en el ex¬ 
terior del aislante y resulta ser de 40° C. 
(a) cQue valor tiene el gradiente de tem¬ 
perature en el material aislante cerca de 
la tuberia? (b) ^Cual es el flujo calori- 
fico radial por centimetro de longitud 
de la tuberia? 

14-14. Una barra cuya superficie la¬ 
teral esta aislada termicamente, tiene 
una seccion recta cuya area aumenta 
linealmente de un extremo al otro. El 
area al principio de la barra es A\ y al 
final es A 2 = 3 A\. Las temperatures al 
principio y al final de la barra son T\ y T 2 , 
respectivamente. Hagase un esquema cua- 
Iitativo de la distribucion de temperature 
a lo largo de la barra. 

14-15. En la figure 14-10 se ha 
representado una barra recta uniforme 
cuyos extremos se mantienen a las tem¬ 
peratures constantes T] y T 2 . Pueden . 
verse tres curvas de distribucion de tem¬ 
perature. (a) Determinar cudl de estas 
curvas indica una barra con superficie 
lateral aislada termicamente y cual ca- 
rece de dicho aislamiento perdiendo calor 


h _ t 2 



por su superficie lateral, (b) Describir 
un caso fisico que corresponda a una 
distribucion de temperature correspon- 
diente a la curva restante. Razonar la 
respuesta. 

14-16. Se calienta electricamente un 
pedazo de cobre de 25 g y recibe 0,4 W 
de potencia que se convierte en calor. 
Al mismo tiempo, el pedazo de cobre 
pierde calor por conduction a sus alre- 
dedores que se hallan a una temperature 
constante de 0° C. La temperature de 
equilibrio del cobre se establece en 5° C. 
£AI cabo de cuanto tiempo de cortar la 
corriente sera 1,84° C la temperature del 
cobre? (El calor especifico del cobre es 
0,091 cal/g.grado.) 

14-17. Hacemos referenda al apar- 
tado 14-7. Dos cuerpos, cada uno de 
masa m y calor especifico c, tienen tem¬ 
peratures diferentes T\ y T 2 (T\ > T 2 ). 
Estos cuerpos estan unidos por una barra 
conductora del calor (desprdciese la ca- 
pacidad calorifica de la barra), con lo que 
se conducira calor de un cuerpo al otro. 
Si se unen los cuerpos en el instante t = 0, 
determinar la variacion subsiguiente con 
el tiempo de la diferencia de tempera¬ 
ture entre los cuerpos. La conductibilidad 
calorifica de la barra es K, el area de su 
seccidn A y su longitud L. Considerese 
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que el unico mecanismo de cesion de 
calor entre los cuerpos es por conduccion. 
Supongase uniforme la distribucion de 
temperatura en cada cuerpo. 

14-18. En un instante /, la distribu¬ 
cion de temperatura en una barra recta, 
larga y uniforme (aislada termicamente) es 

T = A — e -(x/lo)2 

xo 

donde A es una constante y *0 = 

(a = const), (a) Trazar cualitativamente 
una grdfica de la distribucion de la tem¬ 
peratura a lo largo de la barra en los 
instarites / > 0. (b) En un instante fijo 
t = t\, determinar la region de la barra 
en que es positiva (negativa) la velocidad 
de variacion de la temperatura. (c) A con- 
tinuacion, considerese una posicion fija 


x = x\ de la barra. Demostrar que la 
temperatura en dicho punto alcanza su 
valor maximo en el instante t\ = x\ja. 

14-19. Considerese la Tierra como 
un cuerpo negro y estimese la potencia 
radiada por la Tierra por metro cuadrado 
si se toma como temperatura de la super- 
ficie 10° C. 

14-20. Imaginemos un. cuerpo esfe- 
rico en el espacio exterior. Supongamos 
que el cuerpo no recibe radiacion alguna. 
iCudnto tardaria en reducirse a la mitad 
la temperatura de la esfera si se consi- 
dera que solo existe la radiacion que ella 
emite? La densidad de la esfera es q , su 
radio R y su calor especifico c. Supongase 
que la esfera es un cuerpo negro radiante 
y que !a conductibilidad calorifica es in- 
finita, con lo que la temperatura sera 
uniforme en toda la esfera. 



CAPlTULO 15 


Atomos y moleculas 


Resumen. En este capitulo se consignan algunas de las ideas y 
hechos fundamentales acerca de atomos y moleculas que se precisaran 
en los capitulos posteriores. Empezamos con un estudio de las prime- 
ras evidencias experimentales de la estructura atomica de la materia, 
expresadas por las leyes de las proporciones definidas y de las propor- 
ciones multiples en las reacciones quimicas (Lavoisier y Proust) y los 
fundamentos de la teorla atomica de la materia de Dalton. Luego 
sigue el problema de incorporar la ley de Gay-Lussac de las reacciones 
gaseosas en la teorla de Dalton y la solution de Avogadro del proble¬ 
ma. Se introducen el numero de Avogadro y la masa atomica y se apli- 
can a calculos de masas y tamaiios de atomos y moleculas. 


En el capitulo anterior empezamos a dirigir nuestra atencion al movimiento 
interno de la materia y describimos brevemente en forma cualitativa la rela¬ 
tion existente entre los conceptos de temperatura, calor y movimiento mole¬ 
cular. En el capitulo 16 proseguiremos esos estudios,^introduction estudiando 


la teoria cinetica (molecular) de los gases, y algo ma$Mdelante estudiaremos bre¬ 
vemente las propiedades rnoleculares de liquiaos y sdiidos. Como en nuestros 
futuros estudios haremos frecuentemente referenda a atomos y moleculas, resul- 
ta adecuado presentar ahora un estudio de algunas de las nociones elementales 
acerca de unos y otras. Comenzaremos con un repaso de algunas de las obser- 
vaciones experimentales sobre las que se asento en un principio la teoria ato- 
mica de la materia. 


15-1 La ley de las proporciones multiples y la teoria atomica de la materia 
segun Dalton. La idea de la estructura atomica de la materia es muy antigua; 
se remonta a Democrito (400 a. C.) quien proponia que la materia estaba cons- 
tituida por bloques indivisibles (atomos) inconcebiblemente pequenos, cada uno 
de ellos rodeado por el vacio. Sin embargo, al igual que toda idea cientifica, 
esta no pudo dar fruto hasta que se pudo expresar cuantitativamente. y sopor- 
tar por algunas observaciones experimentales. La idea permanecio mas o menos 
olvidada durante 2000 arios, hasta que revivio gracias a una serie de descubri- 
mientos pertenecientes, la mayoria de ellos, al campo de la Quimica. John 
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Dalton (quimico ingles, 1766-1844), Joseph Gay-Lussac (fisico y quimico frances, 
1778-1850) y Amadeo Avogadro (cientifico italiano, 1776-1856) contribuyeron 
a restablecer la teoria atomica de la materia y expresarla cuantitativamente. 

A finales del siglo XVW se iniciaron en forma sistematica experimentos 
de analisis cuantitativo de reacciones quimicas, debidos a Antoine Laurent 
Lavoisier (quimico frances, 1743-1794) y Joseph Louis Proust (quimico fran¬ 
ces, 1754-1826). Los resultados de estos experimentos pueden resumirse en unas 
cuantas leyes sencillas: (1) La ley de la conservacidn de la masa, que dice que la 
masa total de un compuesto quimico es siempre igual a la suma de las masas 
de los distintos constituyentes. (2) Ademas de esta relation para las masas, se 
hallo que los elementos se combinan siempre en ciertas proporciones definidas 
en la masa. Por ejemplo, se vio que una parte de oxigeno se combina siempre 
con 1,52 partes en masa de magnesio y con 3,7 partes en masa de estano. Las ob- 
servaciones de este tipo formaron la base de la ley de las proporciones definidas 
(en masa) para las reacciones quimicas. (3) Se halld que cuando el oxigeno 
(u otra sustancia) se combina de mas de una manera con otro elemento, por 
ejemplo, cobre, las cantidades de oxigeno en estos compuestos estan relaciona- 
das por proporciones multiplo, es decir, guardan entre si la misma razon que 
dos numeros enteros sencillos. 

Simultanea e independientemente de los trabajos de Lavoisier y Proust, 
estudiaba temas analogos John Dalton maestro de Manchester, Inglaterra. 
La. importancia de la contribucion de Dalton al tema se atribuye, mas que a 
sus logros experimentales, al modelo conceptual que desarrollo. En esencia, 
Dalton suponia que (a) la materia esta constituida por particulas discretas 
indivisibles, atomos, que permanecen invariables al combirtarse con otros ato- 
mos, (b) todos los atomos de un mismo elemento son iguales, pero los dtomos 
de elementos diferentes difieren entre si en la masa y (c) en la combination qui- 
mica de dos elementos, los atomos se combinan en proporciones numericas 
sencillas. 

En otras palabras,. la interpretation atomica de Dalton de la combinacion 
de dos sustancias A y B era que uno o mas atomos de A se combinan con uno 
o mas atomos de B. Supongamos que se sabe que n a atomos de A se combinan 
con n b atomos de B para formar la sustancia A .4- B. Si son m a y m b , las masas 
de los atomos de A y B, las masas totales de A y B, despues de la combinacion 
son M a = n a m a y M b — n b m b . Estas masas M en combinacion, pueden medirse 
facilmente con gran precision. Si se conoce el cociente n a /n b entre los numeros 
de atomos de las dos sustancias, se deduce que puede determinarse directamente 
el cociente entre las masas atomicas a partir del cociente medido de las masas 
totales. Es. decir, 

m b ~ n a Mb 


(15-1) 
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A1 aplicar esta interpretation, Dalton tuvo que forraular hipotesis .refer^ntes 
al jwtiente^/njrj^u^^jwng^ que el agua esfaba formada por un hu- 

mero igual de dtomos de hidrogeno y de oxigeno.-. Entonces, como una parte > 
de hidrogeno se combina con ocho de qxigeno para_formar agua, liego a la con¬ 
clusion (erroneajTde que el dtomo de oxigeno era ocho veces mas pesado que el 
de hidrogeno. Estas~'hipdtesis arbitrarias acerca de njn^ llevaron pronto a 
incbmpatibilidades. Dalton se vio forzado a reajustar continuamente los va : 
lores supuestos de sus cocientes intentando alcanzar una description compa¬ 
tible, en funcion de las proporciones multiplo de atomoSj con su ley de las pro¬ 
portions multiples en masa de las reactions quimicas. 

Despues de la formulation de Dalton y de la interpretation atomica de la 
ley de las proporciones multiples en masa (1803), durante los anos de 1805 a 
1808 estudid Gay-Lussac la manera en que se combinan en volumen los gases 
para formar compuestos. Halid relations muy parecidas a las de Dalton: los 
gases a igual presion y temperatura se combinan en proporciones multiplo sen¬ 
cillas en volumen . Por ejemplo, se encontro que se combinaban 2 volumenes 
de hidrogeno y 1 de oxigeno para formar 2 volumenes de vapor de agua; 1 vo¬ 
lumen de hidrogeno y 1 volumen de cloro se combinan para formar 2 volumenes 
de cloruro de hidrogeno; y se combinan 1 volumen de oxigeno y 1 volumen de 
nitrogeno para formar 2 volumenes de* oxido nitrico. 

Dalton senalo que si los gases se combinan en proporciones multiplo sen¬ 
cillas en volumen, y tambien en proporciones multiplo sencillas en atomos, 
deberia existir una relacion sencilla entre los numeros de atomos por unidad 
de volumen de los gases en reaction. Dalton supuso que volumenes iguales de 
gases diferentes contienen, en igualdad de condiciones de presion y tempera¬ 
tura, numeros iguales de atomos. Esta hipotesis, que en un principio paretia 
razonable, condujo a incompatibilidades: por ejemplo, 1 volumen de nitrogeno 
(n atomos) se combina con 1 volumen de oxigeno (n atomos) para formar 2 
volumenes de oxido nitrico. Segun la hipotesis de Dalton de numeros iguales 
de atomos en voMmenes iguales, deberian haber In atomos de compuesto en 
los 2 voMmenes de oxido nitrico rEn cambio, el modelo atomico de la combina¬ 
tion de los atomos exige que n atomos de oxigeno y n de nitrogeno formen 
«, no 2 n, dtomos del compuesto dxido nitrico. ,,. T 

Este tipo de incompatibilidad fue resuelto en 1811 por Avogadro, quien 
modified la hipotesis de Dalton postulando que volumenes iguales de gases 
diferentes en igualdad de presion y temperatura contienen el mismo numero 
de atomos compuestos , no dtomos elementales. A los atomos compuestos les 
llamd. Avogadro moleculas.' Esta hipotesis resolvia. .las incompatibilidades 
aparentes entre'Tas otfservaciones de Dalton y Gay-Lussac e hizo posible la 
interpretation de la ley de Gay-Lussac de las proporciones multiplo sencillas 
en volumen, mediante las proporciones multiplo en atomos. Como ejemplo, 







LEY DE LAS PROPORCIONES MULTIPLES Y TEORIa ATdMICA DE DALTON 


1 

I 

3 

w 

i 

w 

0 

< 

a 

I 

£ 


3 




< 

p 

< 

H 





o 




.8 
i M 

<Z) 

E 

o 

o 

E 

o 

d 


o 

d 

s 

'O 

d 


I 

d 

i 

a 

I 

§ 

§ 

I 

d 


C/J 


d 



463 


0 



















































































464 _ AT0M0S.3 MOLECULAS 

consideremos la combination de nitrogeno y oxlgeno antes mencionada. Si se 
supone que tanto la molecula de oxlgeno como la de nitrogeno constan de dos 
atomos, al combinarse una molecula de nitrogeno y una de oxlgeno forman dos 
moleculas de oxido nltrico y en consecuencia dos volumenes .de gas oxido 
nltrico. 

Con la hipotesis de Avogadro fue posible obtener una explication de las 
reacciones entre gases en funcion de las proportions multiplo por atomos. 
Se establecio entonces que las moleculas de hidrogeno, oxlgeno, cloro, nitro¬ 
geno, etc., por ejemplo, tenlan dos atomos. A estas moleculas se les llama dia- 
tdmicas. En cambio, los gases helio, neon, argon, kripton y xenon solo tienen 
un atomo por molecula; son monoatdmicas. 

15-2 Masas atomicas y moleculares. Como, segun la hipotesis de Avo¬ 
gadro, volumenes iguales de gases diferentes en igualdad de presiones y tem¬ 
peratures contienen numeros iguales de atomos compuestos, se deduce que el 
cociente entre las densidades de dos gases es igual al cociente entre sus masas 
moleculares. Entonces, a partir de medidas de densidades se podra establecer 
una escala de masas relativas de moleculas, y si se conoce el numero de atomos 
de las moleculas, una escala correspondiente de masas atomicas relativas. Des- 
de luego, de esta manera solo podra obtenerse el cociente entre masas molecu¬ 
lares. Para establecer una escala numerica se tomo como referencia el oxlgeno, 
al que se asigno una masa atomica 16 (masa molecular 32). La election del oxl¬ 
geno se debio a que reacciona con gran numero de sustancias. La election del 
valor numerico 16 se justificaba porque los valores numericos de los demas 
elementos tomaban entonces valores convenientes que partlan de 1 (o, mejor, 
1,008) para el hidrogeno que es el elemento mas ligero. 

El numero asignado a un elemento, es decir, 16 al oxlgeno, 1,008 al hidro¬ 
geno, 12 al carbono, etc., recibe el nombre de masa atomica (o peso atomico) 
del elemento en cuestion. Conocida la composition de la molecula, se obtiene 
la masa molecular correspondiente sumando las masas atomicas de los. consti- 
tuyentes. Por ejemplo, la masa molecular del oxlgeno O 2 , es 32 y la masa molecu¬ 
lar del agua H 2 0, es 18. 


15-3 Numero de Avogadro. Masas y tamanos de las moleculas. Una can- 
tidad de sustancia que contenga un numero de gramo's igual a la masa molecu¬ 
lar recibe el nombre de masa molecular gramo (M), o simplemente mol de la 
sustancia. Analogamente, el volumen ocupado por un mol, V = M/p (p = den- 
sidad de la sustancia), recibe el nombre de volumen molar. Como la razon entre 
moles de sustancias diferentes es igual a la razon de las masas de las moleculas 
correspondientes, resulta evidente que el numero de moleculas que constituyen 
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un mol es el mismo para todas las sustancias. Si se conociera este numero N 0 sz 
obtendrla la masa de una molecula a partir de la relacfon N^n = M, o sea 

M 

m = <«- 2 ) 

Esta misma relacion valdra para la masa de un atomo si es M la masa de un 
atomo-gramo, es decir, el numero de gramos igual a la masa atomica de la 
sustancia. 

El numero N 0 , llamado numero de Avogadro, puede medirse de varias ma- 
neras mas o menos directas. Una de las primeras estimaciones del numero de 
Avogadro (y del tamano molecular) se logro a partir de un estudio de peliculas 
de aceite sobre el agua (Lord Rayleigh 1890). Si sobre una superficie de agua 
limpia se deposita una pequena cantidad de acido oleico, este se extendera so¬ 
bre una superficie extraordinariamente grande; un miligramo cubrira casi 
10 000 cm 2 . Como la densidad del acido oleico es de 0,9 g/cn# aproximadamente, 
el espesor de la pelicula sera del orden de 10 -7 cm y, por tanto, una de las 
dimensiones de la molecula de acido oleico (masa molecular M = 282,5) de- 
bera ser, como maximo, la mencionada. Si suponemos que las tres dimensio¬ 
nes de la molecula son aproximadamente iguales a 10 -7 cm, el volumen por 
molecula sera 10 -21 cm 3 . Como el volumen por mol es de unos 300 cm 3 
(M/p = 282,5/0,9), el numero de moleculas por mol, segun estas hipotesis es 
3 • 10 23 . 

Este es un metodo relativamente sencillo con el cual se obtiene una estima- 
cion del numero de Avogadro. Los valores precisos de Nq se han obtenido 
mediante estudios roentgenograficos de los cristales. En este caso, pueden de- 
terminarse con precision la estructura del cristal y la separacion entre atomos y, 
por tanto, el numero de atomos existentes en un volumen dado o en la masa 
de una sustancia de masa molecular conocida. Otro metodo para la determina- 
cion precisa de N 0 se basa en la medida de la carga electronica y de la carga 
electrica transportada de un electrodo a otro cuando se deposita electrolltica- 
mente una masa dada de material. De ahora en adelante, utilizaremos el valor 
corrientemente aceptado para el numero de Avogadro: 

N 0 = 6,025 • 10 23 moleculas/mol 

Dado el numero de Avogadro, se puede expresar en una escala absoluta 
las masas atomicas y moleculares. Por ejemplo, la masa de un atomo de oxi- 
geno es m = 16/N 0 ~ 2,65 ■ 10 -23 g, y la masa del atomo de hidrogeno es 
1/16 de este valor. 


Ingard — 30 



466 


ATOMOS Y MOL&CULAS 


Tamano de las moleculas. El significado del tamano de un objeto depende 
del metodo u operation utilizados para su medida. Cuando colocamos una 
regia graduada junto a un objeto y determinamos la longitud de este leyendo 
sobre la regia los puntos de coincidencia con los extremos del objeto, la longi¬ 
tud del objeto esta definida por las posiciones de las superficies desde las cuales 
se reflejo la luz. Si realizamos la medida en un cuarto oscuro, podremos utili- 
zar nuestros dedos o algun otro medio de contacto para establecer las posicio¬ 
nes en el espacio cuando la fuerza repulsiva entre nuestros dedos y el objeto 
se haga suficientemente grande para deformar algo los tejidos. nerviosos de 
nuestros dedos. 

Analogamente, los tamanos atomicos y moleculares pueden determinarse 
por medio de dos tipos fundamentals de -experimentos, En el primero pode- 
mos utilizar la reflexion de la luz o de otra radiation electromagnetica como 
medio de medida, -y en el segundo determinamos donde se hacen grandes las 
fuerzas repulsivas entre los atomos. Los tamanos atomicos y moleculares es- 
timados a partir de los volumenes molares son de este ultimo tipo. (Recorde- 
mos que los liquidos y los solidos, comparados con los gases, son practicamente 
incompresibles.) Por ejemplo, el hidrogeno liquido tiene una densidad de 0,07 
g/cm 3 . El volumen por mol (del hidrogeno atomico) es 1,008/0,07 ~ 14,4 cm 3 
y el volumen ocupado por un atomo sera, por tanto, v ~ 14,4/(6,02 • 10 23 ) cm 3 . 
La dimensibn lineal aproximada del atomo de hidrogeno debera, pues, ser 


Tabla 15-2. Tamanos at6micos 


Elemento 

Masa 

atdmica, M 

Densidad q, 
glcm 3 

Volumen 
por mol 
M/q, cm 3 

Tamano atdmico 
aproximado, 
d~ (MIqNq)W 

Hidrogeno 

' 

1,008 

0,07* 

1 

2,9 x 10 -8 cm 

Carbono 

12,01 

2,25f 


2,1 

Oxlgeno 

16,00 

1,14+ 


2,9 

Aluminio 

26,97 

2,70 

10,0 

2,5 

Potasio 

39,1 

0,85 

46,00 

4,2 

Hierro 

55,85 

7,8 

7,15 

2,3 

Cobre 

63,54 

8,9 

7,13 

2,3 

Plata 

107,88 

10,5 

10,25 

2,6 

Plomo 

207,21 

11,34 

18,4 

3,1 

Uranio 

238,07 

18,7 

12,7 

2,8 


tLlquido, a — 184°. C 


♦Liquido, a — 252° C fGrafito 
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d ex. (t/) 1 ' 3 o sea 2,9 • iO~ 8 cm. En la tabla 15-2 se consignan algunos tamanos 
atomipos calculados de esta manera. Observese lo sorprendentemente pequena 
que es la variation con la masa atomica. Ningun- atomo tiene un radio mucho 
mayor o mucho menor que 10~ 8 cm. 


Problemas 


15-1. Cuando reacciona el magne- 
sio con el oxlgeno 1,52 partes (en masa) 
de magnesio se combinan con 1 parte de 
oxlgeno. Segun la hipotesis de Dalton, 
iqu6 conclusion podemos sacar. acerca 
del cociente entre las masas atdmicas del 
magnesio y del oxlgeno? 

15-2. Basandose en los trabajos de 
Lavoisier, Dalton, Gay-Lussac y Avo- 
gadro, explicar la aseVeracidn de que la 
razdn de las masas moleculares de dos 
gases es igual a la razdn de sus densidades 
(supongase iguales las temperaturas y las 
presiones). 

15-3. Estimar la separation media 
de las moleculas del oxlgenq a la presion 
atmosfdrica y a la temperatura de 273° K 
en cuyo caso la densidad del oxlgeno es 
de 1,43 g/litro. £Cudl es la separacidn 
correspondiente para las del helio, hi- 
drogeno y argon? Expllquese. 


15-4. En un experimento con pe- 
llcula de dcido oleico (M — 282,5; g =0,9 
g/cm 3 ), se encuentra que un miligramo de 
dcido cubre una superficie de agua de 
0,9 m 2 . |Cual es el espesor de la pellcula? 
Si se su^one que tiene el espesor de un 
atomo, estimar el niimero de Avogadro 
mediantft este experimento. 

15-5. iCuantas moleculas constitu- 
yen 64 g de oxlgeno? £12 g de hidro- 
geno? g de uranio? 

15-6. £Cual es la masa de un itomo 
de plata? Estimar el numero de atomos 
de plata existentes en un centlmetro cu- 
bico. 

15-7. La densidad del hierro es 7,8 
g/cm 3 . £Cudl es su volumeri molar? 

15-8. Estimar la fuerza atractiva gra- 
vitatoria que se ejercen dos atomos de 
cobre. La densidad del cobre es g = 8,9 
g/cm 3 . 



CAPlTULO 16 


TEORlA CINETICA DE LOS GASES 

Resumen. Tras un breve estudio de la evidencia experimental del 
movimiento interno de la materia y de las hipotesis que fundamentan 
la teoria cinetica de los gases, se expresan la temperatura y presion de 
un gas en funcion de la energia cinetica media de traslacion de sus 
moleculas. Se determina la velocidad molecular y se comparan los 
resultados con los de ex'perimentos de salida de un gas por un orificio 
y de haces moleculares. Este ultimo experimento se utiliza como in¬ 
troduction al estudio de la distribution de velocidades moleculares. 

A continuation, se presenta la distribution de Maxwell-Boltzmann, se 
trata la energia interna de un gas monoatomico y, como introduction 
a la .equipartici6n .de la en ergi a v se estudia la mezcla de dos gases y se 
compara con los resultados de los experimentos de salida por un ori¬ 
ficio. Se amplia el principio de la equiparticion de la energia y se aplica 
al calculo de calores especificos. Se estudian fenomenos de los gases 
relacionados directamente con los choques entre moleculas, se calcu- 
lan la frecuencia de choque y el recorrido fibre medio, y se analiza un 
experimento de dispersion a partir del cual puede determinarse el ta- 
maiio molecular. Por ultimo, se ilustra la teoria de los fenomenos de 
transporte en los gases mfediante caicuios de. la conduction del calor 
y del coeficiente de viscosidad. 

El exito de la teoria atomica o molecular de la materia en la interpretation 
de reacciones quimicas, pronto condujo a intentos de comprender otras pro- 
piedades de la materia mediante una teoria molecular. Uno de dichos intentos 
se dirigio hacia una teoria cinetica molecular de los gases. Aun cuando ya Da- 
niell Bernoulli habia sugerido en 1738 las lineas generales que debia presentar 
una teoria de partlculas para los gases, la teoria detallada se desarrollo en la 
segunda mitad del siglo XIX gracias a los trabajos de Rudolf Clausius (fisico 
aleman, 1822-1888), James Clerk Maxwell (fisico ingles, 1831-1879), Ludwig 
Boltzmann (fisico austriaco, 1844-1906) y otros. La teoria cinetica de los gases 
sigue aceptandose hoy en dla con muy pocas • modificaciones respecto a la 
forma que le dieron sus autores, si bien se ha perfeccionado y sigue perfeccio- 
nandose con el fin de incluir el caudal de conocimientos, continuamente en 
aumento, acerca de las fuerzas intermoleculares y de las modernas tecnicas teo- 
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ricas y experimentales. En este capitulo nos proponemos estudiar la teoria 
cinetica de los gases en su forma elemental y estudiar algunas de sus con- 
secuencias. 

16-1 Primeras hipotesis. El punto de partida de la teoria cinetica de 
los gases es un modelo molecular o de particulas del gas, en el cual las mole- 
culas se hallan en movimiento totalmente desordenado. Una evidencia bastante 
directa de este movimiento totalmente desordenado la proporcionan las ob- 
servaciones del movimiento browniano. Las particulas de humo, por ejemplo, 
observadas a traves de un microscopio se ven moverse en forma sincopada y 
totalmente desordenada. Sabemos hoy que este fenomeno se debe a que las 
moleculas del aire se hallan en movimiento totalmente desordenado y chocan 
contra una particula de humo, primero por un lado, luego por otro, etc. (vease 
fig. 16-1). La separation entre las moleculas debe suponerse grande frente a 
las dimensiones de las mismas, en vista del hecho de que el volumen de una masa 
dada de gas se reduce muchisimo cuando este se condensa pasando a la fase 
liquida, en la cual puede suponerse que las moleculas estaran mucho mas apre- 
tadas. Con este enjambre de moleculas en movimiento o de particulas en inter¬ 
action como modelo del gas, puede parecernos desesperanzadora la tarea de 
intentar determinar el movimiento de las particulas ya que, segun vimos, el 
problema del movimiento de mas de dos particulas en interaction es practica- 
mente imposible de resolver mediante una solution teorica general. Desde el 
principio, pues, deberemos introducir hipotesis simplificativas acerca del movi¬ 
miento con el fin de poder llevar a cabo un analisis. 

Supondremos, pues, que las moleculas se mueven por el interior del reci- 
piente, al azar, sin ejercerse interacciones o choques entre si. Centraremos 
nuestra atencion en el movimiento de una molecula que sera representativa de 
las otras. A continuation, habiendo estudiado su movimiento, podemos obte- 
ner las propiedades o efectos del movimiento de todo el grupo de moleculas 
promediando adecuadamente. Sin embargo, para tomar estos promedios, de¬ 
beremos aclarar el significado de la expresion «movimiento totalmente desor¬ 
denado». Supondremos que el movimiento de las moleculas esta regido por el 
azar, es decir, que pueden aplicarse a las moleculas las leyes de probabilidad 
de igual manera que se aplican a juegos como el lanzamiento de una moneda 
o de los dados. Todas las posiciones en el recipiente del gas se consideran igual- 
mente probables o disponibles para todas las moleculas y, en consecuencia, se 
supone que el numero medio de particulas por unidad de volumen es el mismo 
en todos los puntos del recipiente. Asi, si es N el numero total de moleculas 
en el volumen V, el numero medio n de moleculas por unidad de volumen es 

■N 
V 


n 


(16-1) 
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Cuando en nuestros estudios de la 
teoria cinetica hagamos referenda a un 
valor medio, querremos significar que 
es el valor medio de un conjunto. En 
otras palabras, en la interpretation de 
la ecuacion (16-1) hemos de imaginar 
Fig. 16-1. Movimiento browniano un gran numero, un conjunto, de reci- 

pientes iguales de volumen V, cada uno 
de ellos con N particulas. En tal caso, si pudieramos hacer una fotografia ins- 
tantanea y realizar un recuento de todas las moleculas existentes en todos los 
recipientes, hallariamos que el numero medio de particulas que se encuentran 
en un 'centimetro cubico, por ejemplo, en el centro de los recipientes, seria el 
mismo que el numero medio de particulas en un centimetro cubico situado en 
otra position (si es correcta nuestra hipotesis de uniformidad). 

Supondremos que, no solo todas las posiciones en el recipiente, sino todas 
las direcciones de movimiento son igualmente probables. En el conjunto de re¬ 
cipientes habra, por termino medio, tantas moleculas que se muevan en una 
direccidn y sentido como en la misma direction pero sentido contrario. La 
transmisidn media de masa, cantidad de movimiento''y^energia en una direc- 
cion_cualquiera sera, pues, nula. La energia cinetica media de las moleculas 
contenidas en el recipiente no sera, desde luego, nula. Imaginaremos las mole¬ 
culas como esferas perfectamente elasticas, todas iguales. 

Si seguimos el procedimiento antes descrito, cosa que haremos en la pri- 
mera parte del desarrollo de la teoria cinetica, no tendremos que ocupamos 
de' los choques entre moleculas. Sin embargo, cuando estudiemos mas adelante 
los efectos y propiedades de un gas que dependan directamente de los choques, 
consideraremos la influencia del tamaiio de las moleculas y los choques que se 
producen entre ellas. 

16-2 Presion de un gas e interpretation molecular de la presion y de la 
temperatura. Como primer paso en nuestro estudio de la teoria cinetica de 
los gases, intentaremos hallar la presion de un gas en funcion del movimiento 
molecular. Vimos en el capitulo 13 que, a temperatpra ; constante, la presion 
es inversamente proporcional al volumen. Desde el punto de vista de la teoria 
cinetica, al moverse las moleculas chocan contra las paredes del recipiente. 
En cada choque se cede cantidad de movimiento a la pared y si es grande el 
numero de choques por segundo, el efecto de estos sera analogo al de un empuje 
continuo o presion sobre la pared. Para estudiat cuantitativamente el proble- 
ma, consideraremos N moleculas en un recipiente ortOSdrico de volumen V. 
El numero de moleculas por unidad de volumen serd, pues, n = N/V. Eviden- 
temente, la situacion es en todo analoga a la tratada en el capitulo 3 al estudiar 
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la fuerza que ejerda un chorro de particulas al inddir sobre una pared. Un 
chorro de n particulas por unidad de volumen que se mueven con celeridad v 
e inciden normalmente contra una pared, origii-a nv impactos por segundo y 
por unidad de superficie de la misma. En un tiempo At, todas las particulas de 
una columna de longitud v At habran chocado contra la pared. En esta colum- 
ria hay^<V^moleculas, por tanto el numero de choques por unidad de tiempo 
es nv (fig. 16-2). Si cada choque es perfectamente elastico, cada partlcula re- 
botara con una celeridad v y la cesion de cantidad de movimiento a la pared 
sera 2 mv, donde m es la masa de la partlcula. La cantidad de movimiento ce- 
dida a la pared por unidad de superficie y en unidad de tiempo es,.pues, 2 mv-nv — 
2nmv 2 , y sera la presion que el chorro de particulas ejerce contra la pared. ' 
Al seguir un razonamiento analogo en el calculo de la presion de tut gas, 
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A 
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Fig. 16-2. Cuando un chorro de n particulas por unidad de volumen choca 
contra una pared con incidencia normal y celeridad v , el numero de choques .por .se¬ 
gundo es nv por unidad de superficie de la pared. La presion correspondiente es 2 nmv 2 
si son perfectamente elasticos los choques. Cuando las moleculas se mueven en todas 
direcciones con igual.probabilidad, la presion sobre la pared es P = \nrno 2 . 


supondremos tambien que todos los choques de las moleculas con las paredes 
del recipiente son perfectamente elasticos. En cambio, ya no sera razonable 
suponer que todas las moleculas se mueven en la misma direccion, como en el 
caso del ejemplo sencillo del chorro. En su lugar, supondremos que todas las 
direcciones de movimiento son igualmente probables. A consecuencia de ello, 
la presion sobre las paredes del recipiente sera menor que 2 nmv 2 ; en realidad, 
del analisis anterior se deduce que la presion P solo es un^s exto dej valor 2 nmv 2 . 
Es decir, ‘ 


n 2 2 

3 mV ~ 3 n 


mv* 




(16-2) 


dondf^ 2 es el valor medio del cuacfrado de la velocidad de todas las nioleculas 
contenidas en el recipiente. 

Para demostrar este resultado haremos referencia a la figura 16-3, donde 
hay nA Ax moleculas en el volumen A Ax inmedjato a una de las paredes. 
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... Supongamos que n x de estas moleculas tienen una componente * de la velo- 
cidad igual a y lx . Como los' movimientos en los dos sentidos de la direction 
x son igualmente probables, por termino medio se moveran hacia la pared la 
mitad de las moleculas deA Az.En consecuencia, en un tiempo At — Az/v iX) 
habran chocado contra la pired n x A Az/2 moleculas de componente * deja 
velocidad igual a y lx . (Algunas moleculas saldran por los bordes de la caja 
elemental, pero como el numero de moleculas que atraviesan’por segundo una 
superficie es proporcional al area de esta, el numero de moleculas que saldran 
por los bordes sera nulo cuando Ax tienda a cero.) Algunas moleculas, tales 
como las que se encuentren a. mitad de camino entre las caras paralelas de A, 
chocaran al cabo de un tiempo menor que At, pero todas las moleculas conteni- 
das en la caja, en numero den x A Ax/2, habran chocado durante el tiempo At. 
El niimero de moleculas de la componente * de la velocidad que consideramos, 
que chocan en un segundo contra la pared sera, pues,n x A Ax/2 At = niAv lx /2.Si 
suponemos perfectamente elasticos los choques, la cantidad de movimiento ce- 
dida a la pared por una de las moleculas es2mv lx . 

La fuerza media que se ejerce sobre el area A es igual al producto de la can¬ 
tidad de movimiento cedida en un choque por el numero de choques por se¬ 
gundo: 

Fuerza media sobre A 

= (cantidad de movimiento cedida por choque) ■ (numero de choques por 
segundo), 

F\ = 2mvi x V'^ lx = mmvf x A ( 16 — 3 ) 


\ 

\ 

\ I'x 
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\ 
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(a) (b) 

Fig. 16-3. (a) Una molecula con una componente * de la velocidad igual a v x 
choca contra la pared y rebota con una componente de yelocidad v' x —— v x , con lo 
que cede a la pared una cantidad de movimiento 2mv x . (b) Si en la caja grande hay n 
moleculas por unidad de volumen, en el volumen pequeno que se indica habran nAAx 
y contra ja pared chocaran nAvJl en un segundo. 







PRESlON Y TEMPERATURA; SU INTERPRET ACidN CIN&T1CA 473 

La contribution a la presion media de las ni moleculas, es decir, la fuerza por 
unidad de superficie, es pues Pi = Fi/A = mn x v] x . 

Analogamente, si tenemos n 2 particulas cuya componente x de la veloci- 
dad es v 2x , su contribution a la presion sera mn 2 v\ x . Asi, si el numero de par¬ 
ticulas es n h n 2 , n 3l , con componentes x de la velocidad v lx , v 2x , v 3x , .. ., 
la presion total sera 


P = m{n x v\ x + n 2 v 2x + n 3 v 3x -1-) = mn(v 2 ) 

Hemos introducido aqul el valor medio del cuadrado de las componentes 
de velocidad de todas las moleculas: vl = (njv 2 x + n 2 vL + • ■ *)/( n i + n 2 + 
• • •) = (ni»L 4* n 2 vl x + • • -)/n donde n = ni + n 2 -f • • • es el numero total 
de moleculas por unidad de volumen. 

En vez de expresar la presion en_ funcion del valor medio del cuadrado de 
la componente x de la_velocidad v x> utilizaremos el del cuadrado de la velo¬ 
cidad total v 2 = v\ + v* + v\. Como el movimiento se supone totalmente al 

azar, tendremos vl = 4 = v\, y v x = v 2 /3. En consecuencia, la presion total 
podra escribirse en la forma 

” n mv 2 2 mo 2 

p = n ~r = 3 n — 

que es la misma que la ecuacion (16-2). En futuras discusiones, sera corriente 
que llamemos v 2 al valor medio _del cuadrado de la velocidad, en vez de 11a- 
marle v 2 . A la ralz cuadrada de v 2 se le da el nombre de velocidad cuadrdtica 
media: 

Vcm = V 2 

Por tanto, la presion es proporcional a la energia cinetica de traslacion por 
unidad de volumen del gas. De la definition dada en el capitulo 14 para la tem- 
peratura, la temperatura absoluta T resulta ser proporcional a la presion, T = 
273P/Po- Como hemos demostrado que P es proporcional a la energia cine¬ 
tica media de traslacion de las moleculas, tambien se deduce que la tempera¬ 
tura absoluta, segun la teoria cinetica de los gases, es proporcional a la energia 
cinetica media de traslacidn de las moleculas. Se acostumbra a expresar esta 
proporcionalidad en la -forma 

- 2 mv 2 lm mv 2 3 7 „ , 1C 

2 ~ 2 ~ = kT 0 sea -y = ^ W (16-4) 


Importa observar que solo interviene la energia de traslacion y no otras ener- 
gias de rotacion 0 vibracion de las moleculas. La razon de ello es que el resulta- 
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do se obtiene de la cesion de cantidad de movimiento a las paredes, a la cual 
solo contribuye el movimiento de traslacion. Ademas, el resultado es aplicable 
a cualquier tipo de gas, monoatomico o diatomico, independientemente de la 
masa molecular. La constante k, que es independiente de m, recibe el nombre 
de constante de Boltzmann y, en funcion de esta constante, la relacion (16-2) 
entre la presion y la energia cinetica puede expresarse en la forma 

P = nkT (16-5) 

16-3 Ecuacion de estado de los gases perfectos. Si introducimos en la 
ecuacion (16-5) el numero total de particulas N = nV, obtenemos P = ( NlV)kT , 
o sea 


PV = NkT = RT (16-6) 

donde la nueva constante R es igual a Nk. La relacion (16-6) se conocio mucho 
antes de formularse la teoria cinetica de los gases. A partir de experimentos 
sericillos, Robert Boyle hallo que, a temperatura constante, el producto de la 
presion por el volumen de'una cantidad de gas dada permanecia constante 
(ley de Boyle-Mariotte) Jacques Charles (fisico frances, 1746-1823) y Joseph 
Gay-Lussac ampliaron la ley de Boyle para que incluyera la dependencia de 
la temperatura y formularon la ecuacion de estado de los gases perfectos dada 
por la ecuacion (16-6). En realidad, cuando se define la temperatura mediante 
el termometro de gas, la ecuacion de estado se deduce directamente de la ley 
de Boyle y *de la definicion de temperatura. En las notas historicas que se dan 
al final de este apartado se estudian algunos de los primeros experimentos que 
condujeron a la ley de Boyle y a la ecuacion de estado de los gases perfectos. 

Debe hacerse constar que la definicion de temperatura mediante el termb- 
metro de gas solo es aplicable cuando la densidad del gas termometrico es su- 
ficientemente baja, por lo que la validez de la ecuacion de estado queda limita- 
da a gases de densidad suficientemente baja y temperatura suficientemente 
elevada. Desde el punto de vista de la teoria cinetica, esta ultima limitacion 
surge de las hipotesis de que las separaciones entre moleculas son muy gran- 
des frente a las dimensiones.moleculares y que pueden despreciarse las interac- 
ciones entre moleculas. No vamos a estudiar por ahora los llmites de aplicacion 
de la ecuacion de estado de los gases perfectos, sino que lo posponemos para 
el capltulo siguiente. 

Constante universal de los gases. La teoria cinetica de los gases, pues, ha 
llevado a un resultado compatible con los resultados experimentales conocidos. 
Ademas, ha proporcionado una interpretacion cinbtica (molecular) de la tem¬ 
peratura: el. producto de la presion por el volumen es proporcional a la tempera¬ 
tura y al numero total de moleculas. Como un mol de un gas cUalquiera contie- 
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ne siempre el mismo numero de moleculas, el numero de Avogadro, se deduce 
que el producto de la presion por el volumen por mol es el mismo para todos 
los gases a la misma temperatura. En otras palabras, si la ecuacidn (16-6) se 
refiere a un mol de gas, el numero de moleculas es el numero de Avogadro No 
y la constante 

R = N 0 k (16-7) 

es la misma para todos los gases. A esta constante se le da el nombre de constante 
universal de los gases. Esta constante puede determinate experimentalmente 
midiendo el cociente R = PVIT para un mol de gas. 

A la temperatura T = 273,2°K y a la presion atmosferica de lina atmosfera, 
el volumen de un mol de gas resulta ser 22,4 litros y, por tanto, la constante 
de los gases resulta ser 

R = 1 • 22,4/273,2 = 6,0821 atmosfera-litro/mol-°K 

Las dimensiones de la constante R son las de energia/mol-°K y, desde luego, 
puede expresarse en otras unidades. Tenemos, por ejemplo, 

R ^0,0821 atmdsfera-H ro/mol ,0 K 
c*8,31 • 107 erg/mol °K 

^8,31 joule/mol*°K 2 cal/mol-°K (16-8) 

De R = 8,31 -10 7 y N Q = 6,02-10 23 se deduce que la constante de Boltzmann^ 
k = R/Nq [vease ec. (16-7)], que puede considerarse como la constante de los 
gases por molecula, tiene el valor 

k = - ^ • 10_I “ (16-9) 

La ley de los gases de la ecuacion (16-6), con R dada por la ecuacion (16-8) se 
refiere a un mol, es decir, a 6,02 . 10 23 partlculas. Para cualquier otra cantidad 
de gas, tenemos 


PV = ixRT 

donde p es el numero de moles de gas. 

Ejemplo. En un volumen de 2 litros y a la temperatura de 300° C se tienen 10 g 
de helio. iCual es la presidn? 

La masa molecular del helio es 4 y el numero de moles que intervienen en este caso 
es 10/4 = 2,5. De la ecuacion de estado del gas se deduce que PV = 2,5 - 0,082 • 573, 
de donde obtenemos P — 59 atm. 
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La presion, volumen y temperatura de un gas reciben el nombre de varia¬ 
bles d$ estado, y cuando se dan sus valores, queda especificado el estado del gas. 
Observe que las variables de estado no son independientes entre si, sino que 
estan placionadas mediante la ecuacion (16-6), por cuya razon recibe esta el 
nombf| de ecuacion de estado. Cuando se dan dos variables, la tercera se-puede 
hallar §irectamente a partir de esta ecuacion. En ocasiones, se da la densidad 
p del g&s, en vez de su volumen, como variable de estado. Si consideramos 1 g 
de gas, es decir 1/M moles, tenemos pV — 1 , y la ecuacion de estado se puede 
escribir en la forma 


P = rpT (16-10) 

donde r = R\M es la constante de los gases por gramo de gas. 

Notas histdricas. Los primeros experiments con gases,- que fueron real- 
mente aleccionadores, se deben a Evangelista Torricelli (1608-1647), mate- 
matico italiano y en otro tiempo alumno de Galileo. El aparato utilizado por 
Torricelli era esencialmente >igual a nuestro actual barometro. Se llena de 
mercurio un tubo largo de vidrio cerrado por un extremo. Se invierte el tubo 
lleno, sumergiendo su extremo abierto en una cubeta de mercurio destapada. 
La altura que alcanza el mercurio dentro del tubo, medida sobre la superficie 
libre del mercurio en la cubeta, es de unos 76 cm. Si el tubo de vidrio tuviera 
una longitud inferior a 76 cm, continuaria lleno de mercurio. 

Cuando se realizo por primera vez este experimento (1643), se conocian el 
concept de presion como fuerza por unidad de superficie y los principios ge¬ 
nerates del equilibrio de los liquidos. Torricelli present entonces la idea de 
la existencia de un «mar de aire» que rodeara la Tierra o, en otras pa labras, 
una presion atmosferica general. Asi, en los experiments de equilibrio repre- 
sentados en la figura 16-4 la fuerza (hacia abajo) que se ejerce sobre el area 
imaginaria A de la section del extremo del tubo, esta dada por el producto de 
la presibn P = pgh! por el area A, donde p es la densidad del mercurio y g la 
aceleracion de la gravedad. La fuerza hacia arriba en ese mismo punto es 
P'A =f [pg{h’ — h) - b Pq]A, donde P 0 es la presion del «mar de aire» sobre 
la superficie fibre del mercurio. Como el mercurio esta en equilibrio, tenemos 
P'A = PA (la fuerza hacia arriba debe equilibrar a la fuerza hacia abajo) y 
P 0 = pgh. Es decir, la presion atmosferica Po es pgh, donde h (experimental- 
mente unos 76 cm) es la altura de la columna de mercurio medida desde la super¬ 
ficie fibre del mercurio en la cubeta. Observese que hemos tornado nula la pre- 
sion en la superficie mas elevada del mercurio, lo cual implica que no haya aire 
sobre ella. Este es uno de los primeros y mas satisfactorios metodos de pro¬ 
duct un vacio. 

La ihterpretacion de Torricelli de su experimento no fue aceptada plena- 
mente en un principio. Posteriormente, Pascal y Boyle realizaron importantes 
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comprobaciones experimentales de su interpretacion. Pascal se preparo para 
realizar un experimento de Torricelli a dos alturas diferentes, para probar 
la cuestiofi de que si la presion de un fluido varla con la profundidad, lo mismo 
debla ocurrir con la presion atriosferica en la atmosfera. En 1648, se transpor- 
to un aparato de Torricelli a lo alto de una montaiia y se realizo un experi¬ 
mento que sostenia la interpretacion de Torricelli. 

Por otra parte, Boyle puso a prueba la nOcion de que si se extraia el aire de 
la region que se halla sobre el mercurio de la cubeta (fig. 16-4), la altura de la 
columna de mercurio deberia bajar ya que, segun Torricelli, era el aire que 
presionaba hacia abajo sobre la superficie fibre del mercurio quien soportaba 
la columna. Para realizar este experimento, Boyle necesito una bomba y aun 
cuando no era absolutamente necesario, diseno y construyo una que podia 
vaciar (parcialmente) una region tal como A de la figura 16-4(b). El nivel del 
mercurio disminuyo cuando se extrajo aire de A. Este experimento, y otros en 
los cuales se aumentaba la presion en A y se variaba la presion en B, ofrecieron 
nueva confirmacion de que la atmosfera podia considerarse como un mar de 
aire. 

Los experimentos anteriores Uevaron a Boyle a estudiar las propiedades 
compresiyas del aire, que el llamaba el «muelle de aire». El aparato utilizado 



Fig. 16-4. (a) Experimento de Torricelli. El tubo estaba lleno de mercurio ini- 
cialmente. Luego se invertia y se sumergla el extremo abierto cerca de la superficie fibre 
del mercurio de la cubeta destapada. (b) Uno de los experimentos de Boyle. Cuando A 
se halla en la atmosfera fibre, la altura de la columna de mercurio es de unos 76 cm, 
pero cuando se extrae parte del aire de A, el nivel baja. (c) Aparato experimental de 
Boyle para el estudio del «muelle de aire». El volumen del gas en estudio es proporcional 
a s y se halla sometido a una presion igual a la atmosferica mas Qgh, donde q es la den- 
sidad del mercurio. 
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por Boyle en sus experimentos era ingeniosamente sencillo [vease fig. 16-4 (c)). 
Cuando es nula la diferencia de alturas de los niveles de mercurio A y B, la pre¬ 
sion del gas existente sobre A debe ser la atmosferica. A1 anadir mercurio en B, 
el gas existente sobre A se encuentra comprimido a un volumen menor y se halla 
sometido a una presion P — P 0 + pgh. Tambi6n realizo Boyle otros expe¬ 
rimentos para estudiar el aire a presiones inferiores a la atmosferica. Es intere- 
sante senalar que Boyle no formulo por si mismo la hipotesis de que PV = 
const.; fueron personas a quienes habia mostrado sus logros experimentales 
los que formularon la relacion. 

Vacio. Es costumbre, al referirse a la presion en una region evacuada par- 
cialmente, hablar de la altura de una columna de mercurio soportada por la 
presion residual, en vez de dar la presion verdadera en barias (dynas/cm 2 ) o 
en kp/cm 2 . La presion atmosferica, que es de 1,013 • 10 6 barias o 1,033 kp/cm 2 , 
suele expresarse simplemente diciendo «76 cm de mercurio». Las bombas de 
Boyle probablemente podian reducir la presion a 1 cm de mercurio, aproxi- 
madamente, en un recinto como el A de la figura 16-4(b). Las mejores bombas 
de vacio modernas pueden alcanzar presiones 10 000 veces menores que la men- 
cionada, o sea 10— :3 mm de mercurio. La presion del gas residual en una val- 
vula de radio es de, aproximadamente, 10~ 6 mm de mercurio y, con gran cui- 
dado y paciencia, llegan a obtenerse presiones del orden de 10~ 8 y 10 -10 mm 
de mercurio. La presion del gas en nuestra galaxia (la Via Lactea) es aproxima¬ 
damente de 10— 16 mm de mercurio y la presion del gas entre las galaxias es del 
orden de 10— 20 mm de mercurio. 

Las medidas de presiones inferiores al milimetro de mercurio no pueden 
hacerse directamente con una columna de mercurio, aun cuando las medidas 
resultantes suelan expresarse en fracciones de milimetros de mercurio. Las pre¬ 
siones superiores a la atmosferica suelen medirse en atmosferas, o directamente 
en kilopond por centimetro cuadrado. Asi, una presion de 10 atmosferas es 
una presion de 10,33 kp/cm 2 . 

16-4 Velocidades moleculares. Experimentos de salida de un gas por un 
orificio y de haces moleculares. Quiza el resultado mas importante obtenido 
de la teorla cinetica es la relacion (16-4) existente entre la energia cinetica media 
de una molecula y la temperatura del gas. Segun esta rdiacion, la velocidad 
cuadratica media de las moleculas esta dada por 


(16-11) 

La velocidad es proporcional a la raiz cuadrada de la temperatura absoluta. 
Para dar una idea de las velocidades que intervienen, consideremos el hidro- 
geno (H 2 ), para el cual M = 2. Entonces, con R = 8,31 • 10 7 erg/mol-°K, ob- 
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tenemos una velocidad de y ~ 1900 m/s- a la temperatura ambiente T = 300°K. 
Para el oxlgeno (0 2 , M = 32) a la misma temperatura, obtenemos v ^ 475 m/s. 

Algunas de las primeras objeciones formuladas a la teoria cinetica de los 
gases se basaban en lo muy grandes que resultaban estas velocidades previstas. 
Si las velocidades moleculares suelen ser.de centenares de metros por segundo, 
ipor que tarda tanto uri gas liberado en un rincon de una sala en distribuirse 
por toda ella? Hoy podemos contestar que las moleculas del gas no se mueven 
en llnea recta de un punto a otro, sino que chocsn entre si tras haber recorrido 
una distancia corta y para alcanzar un punto lejano deberan recorrer grandes 
distancias siguiendo trayectorias en forma de llnea quebrada, a lo largo de 
las cuales se produce un numero increiblemente elevado de choques. 

La relacion existente entre la velocidad molecular y la temperatura permite 
una comprobacion experimental directa de la teoria cinetica de los gases. En 
este mismo apartado veremos, mas adelante, experimentos con haces molecu¬ 
lares por medio de los cuales se puede medir la velocidad molecular. No obs¬ 
tante, antes de presentar los resultados de estos experimentos podemos realizar 
un experimento mucho mas sencillo para determinar el cociente entre las velo¬ 
cidades moleculares de dos gases diferentes. 

Salida de un gas por un orificio. Yamos a estudiar la salida de un gas a tra¬ 
ves de un orificio practicado en la pared del recipiente que lo contiene, represen- 
tada esquematicamente en la figura 16-5. En la region exterior al orificio se ha 
practicado el vacio. Las moleculas del gas, que de otra manera hubieran choca- 
do con la pared, ahora pueden escapar a traves del orificio. Al estudiar la inter¬ 
pretation cinetica de la presion, determinabamos el numero de moleculas que 
chocaban en unidad de tiempo contra, la unidad de superficie de la pared. Este 
numero era nv x /2, y puede expresarse ahora en la forma 


7VV 

Numero de choques por unidad de superficie en unidad de tiempo = — (16-12) 


donde V es la velocidad media (JJ se define en el apart. 16-5. Dejamos al lector 
como ejercicio, demostrar la relacion v x = F/2).Cuando el area de orificio es A, 
•el numero de moleculas que escapan por segundo a su traves es 



La cantidad de moleculas que salen en 
unidad de tiempo es proportional al 
numero de moleculas por unidad de vo- 
lume%y a la velocidad media. Si supo- 
nemos que en una mezcla de dos gases 
las moleculas de uno y otro se mueven 
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Fig. 16-5. Salida de un gas por un 
orificio. 
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independientemente con velocidades dudas por la ecuacion (16-11), nos vere- 
mos obligados a admitir que las velocidades de moleculas diferentes son inver- 
samente proporcionales a la ralz cuadrada de sus masas (apart. 16-7). 

Si en el recipiente hay dos gases diferentes, el cociente entre los numeros de 
moleculas de uno y otro que salen por el orificio en unidad de tiempo es 

Si 

Q 2 

En otras palabras, la composicion del chorro gaseoso que sale por e( orificio 
no sera la misma que la del recipiente. Segun la teorla cinetica, esta modificada 
por un factor igual a la ralz cuadrada del cociente de las masas moleculares; 
luego el chorro contiene mas moleculas ligeras que pesadas (mas lentas). Ese 
efecto ha sido observado y se puede determinar el cociente entre las masas mo¬ 
leculares de los gases analizando la composicion del chorro gaseoso. Sin embargo, 
existe un procedimiento mas conveniente y preciso basado en el estudio de la 
disminucion de la presion en el recipiente del cual sale el gas. Para analizar 
cuantitativamente este problema, partiremos del numero de moleculas que en 
unidad de tiempo salen a traves del orificio. Segun lo anteriormente visto, dicho 
numero es Q = Anv/A = ANv/AV, donde, como antes, N es el numero total 
de moleculas contenido en el volumen V. La velocidad de variation de este 
numero es, pues, 


ft 1U1 _ 

TI 0 V 2 712 M 1 


dN 

dt 


-JfX=- a N, 


— AL 
“47 


Con dN/N = —aai, tenemos N = —at + const, con lo que si es N' el nu¬ 
mero de moleculas en el instante t = 0, el numero de moleculas en un instante 
posterior sera 


N = N'e~ at = N'e~ tlT 
donde 1/r = a — Av/AV.l^^ 

A1 cabo de un tiempo r, llaniado tiempo de relajacidn, el numero de molecu¬ 
las presentes en el recipiente habra quedado dividido por e. Como se conoce v 
en funcion de la temperatura y de la masa molecular, la medida de los tiempos 
de relajacion de gases que salen a traves de orificios de area conocida ofrece 
un metodo para la determinacion de la masa molecular. No obstante, el area 
del orificio no suele conocerse con gran precision y hay que limitar el estudio 
a la determinacion de los. cocientes de tiempos de relajacion y, por tanto, de los 
cocientes de las masas moleculares de gases diversos. Este tratamiento de 
los fenomenos de salida del gas por un orificio solo es valido cuando el orifi- 
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Fig. 16-6. Experimento con un haz iholecular mediante el cual pueden determi- 
narse las velocidades moleculares. 

cio es muy pequeno, de tal manera que exista una probabilidad muy pequena 
de que una molecula choque con otra al recorrer una distancia igual al diametro 
del orificio. Si este fuera grande, gran cantidad del gas en la proximidad del 
orificio se verla perturbado y nuestra description de las velocidades molecula¬ 
res dejaria de ser la adecuada. 

Experimentos con haces moleculares. Puede obtenerse una comprobacion 
experimental mas directa de la teoria cinetica mediante experimentos con haces 
moleculares. En estos experimentos se vaporiza una sustancia en un horno y 
se deja salir el gas del horno a traves de un orificio practicado en una de sus pa- 
redes, pasando el gas a una region en la que se habia practicado el vatio. En 
esta region, se colima el haz molecular por medio de rendijas de manera que se 
forme un haz bien definido. Este pasa a traves de un medidor o de un selector 
de velocidades y por ultimo se deposita en un detector. 

En la figura 16-6 puede Yerse un ejemplo de ese tipo de aparato. El chorro 
de atomos emitido por el homo pasa por una rendija y luego por otra existente 
en una rueda giratoria Ri. Sobre el mismo eje que R\ esta montada otra ren¬ 
dija i ?2 en la que existe otra rendija desplazada un angulo (f> respecto a la ren¬ 
dija de la rueda R\ El haz pasara tambien a traves de esta segunda rendija si 
el tiempo que tardan las moleculas en recorrer el espacio comprendido entre las 
dos ruedas coincide con el que tarda el eje y las ruedas en girar un angulo <f>. 
Si es L la separacion de. las ruedas, w su velocidad angular, y 0 la separation 
angular de las rendijas, la velocidad de las moleculas que pasan a traves de las 
dos ruedas tendra por magnitud v— u Lj(f). Como las rendijas tienen una an- 
chura determinada, las moleculas que pasan por las dos rendijas y alcanzan 
el detector D tendran velocidades comprendidas en un cierto dominio de valo- 
res. (Para pasar a traves de las dos rendijas, una molecula que penetre proxima 
al borde delantero de la primera rendija movil, no precisara tener.una veloci¬ 
dad tan elevada como otra molecula que penetre proxima al borde de atras.) 
Yariando w, podremos seleccionar con este aparato moleculas de diferentes 
velocidades. 


Ingard — 31 
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Fig. 16-7. Medida de la velocidad de una bala mediante discos giratorios. 

El metodo de medida es enteramente analogo al conocido metodo de medida 
de la velocidad de una bala, representado esquematicamente en la figura 16-7. 
Se dispara una bala que atraviese dos discos de cartulina montados sobre un 
mismo eje giratorio y separados una cierta distancia. Los orificios practicados 
por la bala al atravesar los discos estan desplazados un angulo <f>, a partir del 
cual puede determiriarse la velocidad de la bala si se conoce la separacion de 
los discos y su velocidad angular. En los experimentos de haces moleculares, 
las rendijas corresponden a los orificios practicados por la bala que, en este 
caso, se practican previamente. 

Existen otros tipos de experimentos con haces moleculares mediante los cua- 
les se puede medir la velocidad de las moleculas. En la figura 16-8 puede verse 
un dispositivo en el cual un haz molecular penetra a traves de una rendija prac- 
ticada en un tambor giratorio. Si el tambor esta en reposo, el haz incidira sobre 
la pared del tambor en el punto diametralmente opuesto a la rendija, pero si 
el tambor gira, el haz incidira sobre un punto desplazado lateralmente y a par¬ 
tir de este desplazamiento se podra determinar la velocidad; molecular. 

Cualquiera que sea eL metodo empleado, los experimentos indican siempre 
que, en un gas a cierta temperatura, las moleculas no tienen todas la misma 
celeridad. Aun existiendo una celeridad definida predominante, encontramos 
todas las celeridades, desde las muy bajas hasta las muy elevadas. Por ejemplo, 
en el experimento de la figura 16-6 habran moleculas que atraviesan el selector 
de velocidades no solo para una velocidad angular especifica, sino para todo 
un dominio de velocidades angulares. Analogamente, en el experimento del 
tambor giratorio el haz molecular no se deposita :¥ii-rutf punto solo, sino que se 
distribuye a lo largo .de-una banda, segun se indica en la figura 16-8. Midiendo 
la distribution a lo largo de esta banda de la densidad de deposito molecular, 
puede determinarse la distribution relativa de celeridades entre las moleculas. 
Puede-obtenerse la misma information a partir del experimento del disco gira¬ 
torio, midiendo el deposito molecular correspondiente a velocidades angulares 
diferentes de los discos'. La distribution de celeridades en el haz no es la misma 
que en el homo, si bien la distribution en este puede deducirse de los datos de 
la distribution medida. 
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Fig. 16-8 
moleculas. 


Metodo del tambor giratorio para la medida de la velocidad de las 


Como en los experimentos se obtiene una distribution de celeridades, en vez 
de una celendad umca, no podra realizarse una compaction de los resulta- 
doa expenmentales con el valor calculado en la ecuation (16-11). Recordemos 
que este valor era el de la velocidad cuadratica media.de las moleculas. y para 
compararla con los resultados experimentales debemos determinar el valor me¬ 
dio del cuadrado de las velocidades moleculares medidas. Ya hemos mencionado 
que para cada regimen de funcionamiento del selector de velocidades existe un 
dominio Ay de celendades determinado que depende de la anchura de la 
rendija. Asi si representamos por An, al numero de moleculas correspondiente 

de IS de H Ce f n ? d ? Comprendldas entre y i y »i'+ Ay,, por n 2 el numero 
d,oT r ^ a da ““Pradida entre y 2 y y 2 + A y 2 , etc., el valor me¬ 

dio del cuadrado de las velocidades de las moleculas vendra dado por 

^2 __ A n-iv\ -f- An 2 y 2 + A -j- ■ • • 

N 

iV = An, -f- An 2 + An 3 + •••', 

La rate cuadrada de este resultado es la velocidad euadrdtica media. Los resul- 
tados expenmentales obtemdos de esta manera-concuerdan satisfactoriamente 
con la velocidad prevista por la teorfa cindtica. No obstante, puede avanzarse 
mas en el analisis tedrico y resulta posible, no sdlo determiner la velocidad 
cuadratica media smo tambien la distribucidn de las celeridades entre las mole- 
cuas. Esta distnbucion fue deducida por Maxwell y otros muchos antes de 
que se reauzaran los anteriores experimentos. 

lf-5 DWilhKlfc fc MaxweB-BotaMn.. En los experimentos anterio¬ 
res, el numero de moleculas detectado para un determinado rdgimen de funcio- 

nmT e A t0 A deP T d a d j “ anchura de la rendija, ya que esta determina el «doroi- 
mo» Av de celeridades aceptadas. El dominio aceptado puede variar con la ve- 
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locidad de regimen, pero los datos tornados a diferentes regimenes pueden re- 
ferirse a un dominio de celeridades patron, ya que para vaiores pequenos del 
dominio el numero de moleculas con celeridades comprendidas en el dominio 
Ay es proporcional a Ay. En otras palabras, si, en los experimentos, el domi¬ 
nio de celeridades es Ay x y es Ani el numero de moleculas con celeridades com¬ 
prendidas entre t>iy yi + Ayi, el numero de moleculas por dominio de cele¬ 
ridades unitario sera simplemente AnjAvi. Si es N el numero total de mole¬ 
culas, la fraccion de este que corresponde al dominio de celeridades unitario de 
la velocidad i>i sera (An x /N)/Avi. Representando por f(v x ) a esta fraccion del 
numero total de moleculas por, dominio unitario, podemos ver claramente que 
I 4 fraccion del numero total de moleculas que corresponde al dominio Ayi 
puede escribirse en la forma (A ni/N) = f(v x ) Av x . Analogamente, la fraccion del 
numero total de moleculas de.otra celeridad v 2 es f(v 2 ) Ay 2 , etc. Evidentemente, 
la suma de todas las fracciones del numero total de moleculas es la unidad, 
con lo cual f(v x ) Av x + f(v 2 ) Av 2 + f(v 3 ) Ay 3 + • • • = 1 ; que expresado en 
forma de integral- sera 



(16-13) 


A la funcion f(v), fraccion del numero total de moleculas por dominio de cele¬ 
ridades unitario se le da el nombre de funcidn de distribution de las celeridades. 


Puede semos util dar ahora un ejemplo conocido de funcion de distribucion. Ima- 
ginemos que queremos medir la distribucion de estaturas' de los habitantes de una 
ciudad. Primeramente, mediremos la estatura de cada individuo. Luego, para poner 
de manifiesto como se distribuyen dichas estaturas, podemos ordenar los datos y hallar 
el numero de individuos cuya estatura se halla comprendida entre 120 cm y 122 cnv, 
entre 122 cm y 124 cm, entre 124 cm y 126 cm, etc. Estos datos se podrian presen tar 
en forma de grafica o histograma, en donde podriamos representar An en funcion de 
h (An = numero de personas con estaturas comprendidas entre h y h + Ah, es decir, 
entre 122 cm y 122 + 2 = 124 cm). Desde luego, si hubieramos subdividido a la po- 
blacion en grupos cuyas estaturas estuvieran comprendidas entre 120 cm y 121 cm, 
121 cm y 122 cm, etc., cada ordenada de la grafica seria la mitad que antes. En cambio, 
si representaramos AnjAh en funcion de h, la ordenada dependeria muy poco de Ah. 
Si 10 000 personas tienen estatura comprendida entre 120 cm y 122 cm ( An/Ah = 
10 000/2 = 5 000 personas/cm), solo 5 000 tendrian su estatura comprendida entre 
120 cm y 121 cm (An/Ah ~ 5 000/1 — 5 000 personas/cm) y al ir tomando intervalos 
Ah cada vez mas estrechos, el valor de AnjAh tendera a un cierto llmite que, en este 
caso, no sera muy diferente de 5 000. Si el numero total de personas medidas es N = 
100 000, la fraccion del numero total de personas a quienes corresponde una esta¬ 
tura comprendida entre h y h + Ah sera (1 /N) (AnjAh)Ah que en nuestro ejemplo 
daria (1/20) Ah cuando h — 120 cm. El valor llmite de la cantidad (AnjN)jAh = f(h) 
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cuando Ah tiende a cero es la funcion de distribucion de estaturas. La fraction de la 
pobtacion con estaturas comprendidas entre h y h + Ah sera, pues, f(h)Ah = Art/N: 
No habran personas de estatura nula o infinita, por lo que la funcibn de distribucion 
pasara por un maximo. 


La funcion de distribucion de celeridades obtenida por Maxwell y Boltz¬ 
mann es 

f(v) = Bv\- V * ,v *« (16-14) 

donde 



La constante B debe tener un valor que satisfaga a la condition (16-13). Vere 
mos (prob. 16-15) que el valor apropiado de la constante es 


B = - 7 = -4 (16-15) 

Vtt Vo 

Derivando la funcion de distribucion de celeridades f(y) podemos hallar fa- 
cilmente que tiene un valor maximo igual a 4e~ 1 /\/w v 0 a la celeridad 


-\ 


Vo 



(16-16) 


(Vease prob. 16-16.) Tambien podemos determinar otras propiedades caracte- 
risticas de la funcion de distribucion. Ya indicamos en la ecuacion (16-12a) 
un metodo por medio del cual se puede obtener el valor medio de los cuadrados 
de las velocidades moleculares. Si en dicha expresion introducimosAn/Y =f(v) dv 
se deduce que el valor medio del cuadrado de la velocidad puede expresarse 
mediante la integral 


v 2 = f v 2 f(v) dv , (16—17) 

Jo 

y, analogamente, la celeridad media viene determinada por 



(16-18) 


Para determinar estos Yalores medios deberan conocerse las integrales de 
la forma f* v a exp {—v 2 /vD dv para s = 3 y 4. En algunos de los problemas del 
final de este capitulo podra precisarse conocer esta integral paira otros valores 
de s consignados en la tabla 16-1. A partir de los valores dados y del valor de 
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B, hallamos que la celeridad media es 

2 l2kT 

Vi = v = 



— = — Vo ^ l,12v 0 


Vx v m . s/tt 


(16-19) 


M- 


Tabla 16-1 
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y la velocidad cuadratica media es 



(16-20) 


donde v 0 = \/2kT/m. Sobre la curva de distribucion de la figura 16-9 se han 
indicado las distintas celeridades que presenta la funcidn de distribucion de 
celeridades del nitrogeno a 273°K. 


Ejemplo. iCudl es la celeridad m&s probable vq de las moldculas del n}tr6geno 
a la temperatura de 20° C y qud fraccion del numero total de moteculas corresponde 
al dominio de velocidades comprendidasentreJl,9vo y l,lvo? 

La celeridad mds probable es vq — V2RT/M)’Lb. masa molecular del nitrdgeno 
es 14 • 2 — 28, pues el nitrdgeno es diatdmico. La celeridad mis probable sera, pues, 


vo 


4 


2 • 8,31 • 107 • 293 
28 


= 4,2 • 10 4 cm/s. 


La fraccion del numero total de moldculas que corresponde al intervalo comprendido 
entre 0,9 vq y 1,1 Vq es 



que puede escribirse en forma aproximada de la manera siguiente: 


N J 0,9» 0 





obtenemos /(do) = 4/(%/t • do f e) y multiplicando por 0,2i>o se tiene Anjlf m 0,2 • 4/ 
(Vt • e) ^0,17. En otras palabras, alrededor del 17 % del numero total do Bioldculas 
tienen celeridades comprendidas en el intervalo entre 0,9 dq y 1,1 dq. 


, La distribucion de Maxwell-Boltzmann indica que la distribution de cele¬ 
ridades depende de la temperatura. El valor maximo 4/(Vr • v 0 * e) dgla fun- 
cion de distribucion disminuye al aumentar la temperatura mientras la- posi- 
cion del maximo se desplaza hacid las celeridades mas elevadas, segun se in¬ 
dica en la figura 16-10. Aun cuando varien con la temperatura el maximo y 
la forma de las curvas, todas limitan entre ella y el eje de abscisas la misma drea. 
Es decir,/* f(v) dv = 1. 

Segun la funcion de distribucion, habran moleculas con celeridades de todos 
los valores entre cero e infinito. Consecuencia de esta distribucion es que tlgunas 
moleculas de la atmosfera tendran celeridades superiores a la llamada velocidad 
de escape del planeta. En consecuencia, un planeta se halla sometido continua- 
mente a una perdida de atmosfera, perdida que es particularmente importante 
a temperaturas elevadas y para gases ligeros. 


2 10- 3 

1.5 

m 

l.o 

0,5 

0 


Fig. 16-9. Funcidn de distribucidn de celeridades pdra el nitrogeno a 273° K. 
La celeridad mds probabl e dq la ce leridad media di = d = / d/(d) dv y la velocidad 
cuadrdtica media V 2 = Vf v 2 f(v)dv , son las indicadas. 
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Fig. 16-10. La funcion de distribution varia con la temperatura. Ti > T%> T\. 

16-6 Calor especifico. En el capltulo 14 se introdujo el concepto de calor 
como cantidad que se conserva cuando se ejercen interacciones termicas entre 
cuerpos. Recordemos que si en una interaction termica la variation de tempera¬ 
tura de un cuerpo de masa m resulta ser AT, el contenido calorifico del cuer- 
po varia en una cantidad A Q = cM AT, donde c es el calor especifico del cuerpo. 
La teorla cinetica nos ha dado ahora -una interpretation de la temperatura me- 
diante la energla cinetica de las moleculas. Si dos gases de temperaturas dife- 
rentes se ejercen interaction, sabemos que variaran las temperaturas de ambos, 
pero que la energla cinetica total de las moleculas permanecera invariable. Es 
natural, pues, suponer que el . calor corresponde a la energla mecanica total del 
movimiento molecular. Esta hipotesis ha resultado perfectamente compatible 
con los resultados experimentales y el principio generalizado de la conserva¬ 
tion de la energla, y puede considerarse cotno un hecho probado (vease cap. 17). 

Segun la teorla cinetica, una masa M de gas tiene una.energia cinetica total de 
Nmv z /2 = Mv 2 /2 = 3NkT/2, donde N es el numero de moleculas existentes. 
A1 aumentar la temperatura en AT., la energla cinetica total aumenta en 
3 Nk AT/2. Por otra parte, segun la definicion de calor especifico, el calor absor- 
bido Me AT corresponde a una elevation de temperatura AT. Luego, si identi- 
ficamos el calor absorbido con el incremento de energia cinetica, obtenemos 
3JV7c AT/2 = Me AT. Para un mol de gas tenemos N Q k = R, y M es la masa 
molar. El calor especifico de un mol de gas es, pues, Me = C, o sea que el ca¬ 
lor especifico molar es C = 3R/2. Hemos visto que la constante universal R 
de los gases, tiene el valor 8,31* 10 7 erg/mol *°C o sea 8,31 J/mol*°C. Si tomamos 
4,185 J de energla mecanica como equivalentes a 1 calorla de calor, segun in- 
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dican los experimentos en los que se disipa energia mecanica (vease apart. 17-1), 
podemos expresar R como 1,99 cal/mol ,0 C. Luego, podemos prever que el 
calor especlfico de un gas sea C = 3R/2 = 2,98 cal/mol*°C q sea, aproximada- 
mente, 3 cal/mol*°C. 

Es importante que comparemos esta prediccion con los resultados experi- 
mentales de las medidas de gases reales. Pero antes vamos a decidir como va 
a medirse el calor especlfico de un gas, ya que al calentar este tiende a expan-, 
'6ionarse y, por tanto, deberemos elegir o un volumen constante o una presion' 
constante. Podemos concebir que varlen el volumen y la presion simultanea- 
mente, pero no que se mantengan ambos constantes si ha de variar la tempe- 
ratura. 

En el desarrollo de la teorla cinetica y de la ecuacion de estado de los gases 
perfectos, de donde obteniamos C = 3Rj2, se suponia que las paredes del re- 
cipiente se mantenlan en posiciones fijas, con lo que en los choques elasticos 
entre moleculas y paredes, la energia de aquellas no variaba. En cambio, si 
se movieran las paredes habrla habido en el choque una variacion de la ener¬ 
gia molecular, segun estudiaremos con mas detalle en el capitulo proximo. En 
consecuencia, la teorla se refiere a un gas a volumen constante. Para indicar 
que el calor especlfico se refiere a las condiciones de volumen constante, repre- 
sentaremos el calor especlfico molar correspondiente por C v : 

C v = f R (16-21) 

Mas adelante estudiaremos el calor especlfico a presion constante y hallaremos 
que esta reiacionaao de manera muy sencilia con C v . 

En la tabla 16-2 se consignan los valores de los calores especlficos de algu- 
nos gases representatives en la region entre 0°C y 30°C. Expresados en cal/g-°C 
parece haber muy poca regularidad u orden en los calores especlficos. Varlan 
desde un valor elevado de 2,4 hasta uno bajo de 0,015 cal/g ,0 C. Se precisa 16 
veces mas calor para elevar un grado la temperatura de un gramo de hidrogeno 
que para hacer lo mismo con un gramo de vapor de mercurio. Cuando se ex- 
presan los calores especlficos en cal/mol-°C, los valores para los distintos gases 
(excepto el eter) son ya mucho menos diferentes. Nos encontramos con el 
hecho alentador de que el calor especlfico molar de algunos gases es igual a 3 
cal/mol*°C, tal como predecla la primera version de la teorla cinetica, Sin em¬ 
bargo, aparecen otros resultados que se apartan mucho del valor previsto. Los 
gases cuyos calores especlficos estan de acuerdo con nuestra prediccion son 
los gases monoatomicos: helio, neon, argon, kripton, xenon y mercurio. Los 
calores especlficos de los gases poliatomicos son mayores, pero veremos que 
estos resultados tambien admiten interpretacion segun la teorla cinetica. (Las 
moleculas de los gases poliatomicos pueden tener energia cinetica de rotacion 
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Tabla 16-2. Calores espec/ficos de los gases 


Gas 

C„ 


y = c p /c v 

cal/g. °C 

cal!mol- °C 

caljmol. °C 

h 2 

2,4 

4,8 

6,8 

1,41 

He 

0,755 

3,02 

5,00 

1,66 

n 2 

0,176 

4,93 

6,93 

1,40 

0 2 

0,155 

4,99 

6,99 

1,40 

Ne 

0,153 

3,1 

5,1 

1,64 

Cl 2 

0,0848 

6,01 

8,15 

1,36 

A 

0,075 

3,0 

5,0 

1,67 

Kr 

0,0359 

2,9 

4,9 

1,68 

Xe 

0,0228 

3,0 

5,0 

1,67 

Hg* 

0,0150 

3,0 

5,0 

1,67 

NO 

0,166 

4,97 

6,97 

1,40 

CO 

0,179 

5,017 

7,014 

1,40 

co 2 

0,153 

6,86 

8,89 

1,30 

HCl 

0,137 

5,02 

7,08 

1,41 

S0 2 

0,117 

7,5 

9,7 

1,29 

Eter 

0,416 

30,8 

33,3 

1,08 


*A 300° C. 


y vibration, ademas de la correspondiente a la traslacidn de sus centros de 
masa.) En la tabla 16-2 hemos indicado tambien los valores medidos del calor 
especifico a presion constante C p y del cociente C p /C v que estudiaremos en 
el capltulo siguiente. 

Equiparticidn de la energia. Si se incrementa localmente la temperatura de 
un gas, el incremento local correspondiente de energia cinetica se distribuira 
por todo el volumen del gas hasta que la energia cinetica por unidad de volu- 
men sea la misma en todos los puntos. La energia cinetica media de traslacion 
por molecula, en este estado de equilibrio termico, sera 3A:7/2. Observese que 
esta energia no depende de las masas de las moleculas. Todos los gases, inde- 
pendientemente de sus masas moleculares, tendran a la temperatura T una ener¬ 
gia cinetica de traslacion molecular de este valor. Analogamente, si se mezclan 
en un mismo recipiente dos gases distintos, se alcanzard el equilibrio termico 
cuando las temperaturas de ambos gases sean iguales. La energia cinetica me¬ 
dia de las moleculas de los dos gases sera entonces la misma, a pesar de la 
diferencia de sus masas moleculares. Los choques sucesivos entre moleculas en 
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el recipie'nte tienden, pues, a distribuir uniformemente la energia cinetica (y no 
la celeridad, por ejemplo) por todo el volumen. Esta distribucion uniforme de 
energia cinetica entre las moleculas de masas diferentes constituye el ejemplo 
mas sencillo del principio de equiparticion de la energia. Este principio, no solo 
es aplicable a las moleculas sino tambien a particulas mayores, como las dehumo, 
que estan en equilibrio termico en el gas. Ya hemos estudiado un experimento, 
la salida de gases por un orificio (apart. 16-2), que constituye una comproba- 
cion experimental directa de la equiparticion de la energia en las mezclas. 

Ejemplo. Una particula de humo de masa m = 5 • 10 — * 4 g se mueve a traves 
de aire cuya temperatura es 30° C. iCual es la velocidad cuadratica media de la par¬ 
ticula de humo? Si puede considerarse esta como esfera de radio r = 2 • 10— 5 cm, 
eStimar el numero de choques por segundo que realiza con las moleculas del gas. 

Segun el principio de equiparticion de la energia, suponemos que no solo las mo¬ 
leculas del gas, sino tambien cualquier otra particula que pueda moverse libremente 
por el gas adquiere una energia de traslacion 3kT/2 a consecuencia de la interaccidn 
con el gas. La velocidad cuadratica media de la particula es, pues, 

3 • 1,38 • 10- 16 -017(5 • 10- 14 ) 2- 1,6 cm/s. 

El drea de la superficie de la particula de humo es Anr 1 . El numero de choques mo- 
leculares por unidad de superficie es riv/4 por segundo y el numero de choques con 
la particula sera, pues, 4xr 2 nt>/4 por segundo. A la presion atmosferica, el volumen 
de «un mol» de aire es (293/273)22,4 26,2 litros, el numero de particulas por uni¬ 

dad de volumen es n = (6,02 • 10 23 )/26,2 • 10 3 ~ 2,3 • 10 19 cm— 3 y la celeridad media 
(con M = 28) es 420 m/s. El numero de choques con la particula de humo en unidad 
de tiempo es, pues, 4 n • (2 • 10— 5 ) 2 • (2,3 • 10 19 ) -(420 • 102)/4 ^ 1,2-10 15 por segundo. 

Moleculas diatomicas y poliatdmicas. En el estudio de los resultados expe- 
rimentales referentes al calor especifico hemos visto que los valores que pre¬ 
dice la ecuacion (16-19) solo son aplicables a moleculas monoatomicas (a tem- 
4 peraturas ordinarias), segiin se desprende de la tabla 16-2. En el caso de mole¬ 
culas diatomicas y poliatomicas, el calor especifico molar resulta ser mayor 
que el valor de 3 cal/mol*°C correspondiente a las moleculas monoatdmicas. 
La interpretacion molecular de este resultado indica que un gas diatomico o 
poliatomico posee mas energia cinetica que un gas monoatomico a la misma 
temperatura. £,Como podemos explicar esta diferencia entre gases* monoatomi- 
cos y diatomicos, con arreglo a la teoria cinetica? 

En primer lugar, observamos que la teoria cinetica exige que la energia ci¬ 
netica de traslacion sea siempre 3kTj2 por molecula, independientemente de 
cual sea la masa o naturaleza de la molecula. En consecuencia, el gas diatomico 
o poliatomico debera poseer, ademds de la energia de traslacion, otras formas 
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de energia. Es razonable suponer que, ademas del movimiento de traslacion, 
estas moleculas esten animadas de movimiento de rotacion y quiza de vibra¬ 
tion. Cuando se mueven las moleculas de un gas, uno de los atomos de una 
molecula diatomica se vera alcanzado en'cualquier direction y no solo se co- 
muntaara cantidad de movimiento a la molecula, sino tambien momento cine- 
tico. La energia de rotacion de la molecula dara cuenta de parte del calor 
especifico del gas. ^corno podremos. determinar la manera en que la energia 
total de la molecula se divide entre energia de traslacion y de rotacion (o vi¬ 
bration)? Ya hemos mencionado que, a volumen constante, la mayoria de los 
gases diatomicos consignados en la tabla 16-2 tienen calores especificos de al- 
rededor de 5 cal/mol*°C, mientras que para los gases monoatomicos es apro- 
ximadamente ZRjl o sea 3 cal/mol-°C. Los gases diatomicos, pues, ademas de 
3 • ( R/2) por mol que expresa solo su energia cinetica de traslacion, tiene otro 
termino igual a 2 • (R/2). Esta parte aditiva, en funcion de la energia media 
por molecula, es 2 • (kTjl). 

Podemos interpretar este resultado de la manera siguiente. La energia cine¬ 
tica de traslacion es mv 2 /2 = mv 2 J2 + mv*/2 + mv 2 J2 = ZkT/2, y vemos 
que a cada una de las tres componentes de la velocidad esta asociada una energia 
cinetica AT/2. Si suponemos ahora que, en equilibrio termico, cada grado de 
libertad de rotacion adquiere tambien una energia kTjl y si suponemos ademas 
que se excitan dos de los tres grados de libertad de la rotacion, podremos in¬ 
terpretar la energia de rotacion IkTjl de la molecula diatomica. Aun cuando 
esta interpretation nos dara, sin duda, la energia (3 + 2)kTjl = SkTjl que 
exigen los resultados experimentales, nos podemos preguntar por que solo con- 


sideramos dos de los tres grados de. libertad de rotacion. Aclareremos esto 


de la manera siguiente. 


Imaginemos que la molecula diatomica tiene la forma de una haltera o, si 


se quiere, de dos esferas o atomos en contacto, como se indica en la figura 16-11. 



Fig. 16-11. Una molecula diatomica adquiere energia cinetica de rotacion al 
rededor de los dos ejes indicados. 
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A causa de los cheques, es claro que deberemos suponer que la molecula se 
pondra en rotacion alrededor de los ejes de las x y de las z representados en la 
figura. En cambio, si suponemos, como antes, que las moleculas son esferas 
lisas, no habra posibilidad de ceder momento cinetico respecto al eje y. Por 
tanto, si la molecula inicia su movimiento sin rotacion alrededor..de-dicho-eje,' 
permanecera siempre en este estado de movimiento. Ademas, en el calculo del 
calor^specifico de un gas monoatomico no considerabamos rotacion de los 
atomos y si ha de ser compatible la teoria, tampoco hemos de considerar la 
rotacion correspondiente de la molecula diatomica. (La justification completa 
solo puede darla la teoria cuantica.) Por tanto, aceptando la interpretation de 
la equiparticion de la energia dada anteriormente, la velocidad angular de ro¬ 
tacion de la molecula diatomica esta expresada por 


7*o>® = kT 
2 2 


(16-22) 


donde I x es el momento de inercia de la molecula. 


Ejemplo. Asi como podemos calcular las velocidades de rotacion de las mole¬ 
culas diatomicas de una manera en todo analoga a la empleada para calcular las ve¬ 
locidades de traslacion de las moleculas, para medir las velocidades de rotacion no 
existe ningun metodo directo analogo. A pesar de todo, sera interesante ver cual es 
la velocidad de rotacion de las moleculas de oxigeno a la temperatura ambiente, por 
ejemplo. 

Un atomo de oxigeno tiene una masa m = M/No — 16/(6,02 • 10 23 ) = 2,65 • 10— 23 g. 
Si la molecula consists en dcs atomos esfericos de radio v en contacto y si toda la masa 
de un atomo se halla concentrada en su centra, el momento de inercia de la molecula es 


1 = 2 mr 2 


Entonces, por el principio de equiparticion de la energia, tenemos 
i/co 2 = ikT = i- 1,38 • 10“ 16 • 300 ~ 2,1 • 10 -14 erg 

O 

Si tomamos el radio atbmico r igual a 1,4 A = 1,4 • 10— 8 cm, tenemos para el momento 
de inercia 


1 = 2- 2,65 • 10- 23 • (1,4 • 10— 8 ) 2 ~ 1,04 • KH 38 g-cm 2 

La velocidad angular es, pues, co = VkT/I = 1,4 • 10 12 rad/s o sea unas 10^ 
rotaciones por segundo. 

Generalizando los resultados de estas observaciones referentes a la distri- 
bucion de la energia, podemos decir que a cada grado de libertad del movi- 
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miento corresponde una energia kT/2. Eri otras palabras, si escribimos la ener- 
gia total de una molecula y es / el numero de terminos que contiene el cuadrado 
de una velocidad o una velocidad angular, la energia media de la molecula sera 
IkTjl. Esto ilustra el principio de equiparticion de la energia. 

Basandonos en esto podlamos esperar que el calor especifico de las mole- 
culas poliatomicas sea 67?/2, ya que seria posible la rotation alrededor de los 
tres ejes. Sin embargo, la situacion no es tan sencilla, puesto que en la tabla 
16-2 las tres moleculas poliatomicas consignadas tienen por calores especificos 
6 , 86 ; 7,5 y 30,8 cal/mol*°C. En realidad, no es necesario acudir a un gas poli- 
atomico para hallar este tipo de discrepancia. En la figura 16-12 se han indi- 
cado las medidas del calor especifico del hidrogeno, que es un gas diatomico, 
realizadas a diferentes temperaturas. Aun cuando existe una region de tempera- 
turas en la cual el calor especifico es 5/?/2, tal como predice la teorla anterior, 
C v puede variar desde 3R/2 a temperaturas muy bajas, hasta JR/2 a temperatu¬ 
ras muy elevadas. Podemos comprender el valor !Rj2 sin salirnos de la teorla 
de .la equiparticion si suponemos que, ademas de tener movimiento de rota- 
cion, la molecula tambien vibra. En el capltulo 8 estudiamos las vibraciones 
moleculares' y vimos que la fuerza intermolecular entre dos moleculas es ana- 
loga a la fuerza de un resorte en la proximidad del punto de equilibrio. La ener¬ 
gia de vibracion del movimiento armonico molecular es H — mv 2 /2 + Kx 2 /2 ; 
es decir, la suma de las energlas cinetica y potencial. Si a cada uno de esos ter¬ 
minos -le asignamos un valor kT/2, obtenemos para_el_calp.r_especlficq v 7i?/2 
(3R/2 para la traslacion, 2/?/2 para la rotacion y 2R/2 para la vibracion). Sin 
embargo, el comportamiento del calor especifico a otras temperaturas, las tran- 
siciones entre 5R/2 y 7/?/2 y en particular el comportamiento del calor espe¬ 
cifico en la region de temperaturas comprendidas entre 0 °K y 100 °K, no se 


Cv 



Fig. 16-12. Calor especifico de un volumen constante de gas hidrogeno, en funcion 
de la temperatura. 






CALOR ESPEClFICO 


495 


pueden explicar con la teoria cinetica. Este problema del calor espedfico fue 
uno de los primeros que representaron un serio conflicto entre los experimentos 
y la teoria clasica del movimiento y que llevaron al desarrollo de la teoria cuan- 
tica. La teoria clasica concuerda con la cuantica, solamente en la region de 
las temperaturas elevadas. 

En el caso de un gas poliatomico existen varios modos posibles.de^vibration 
ademas de los tres grados de libertad de traslacion y fosJje ^de rotation ,iy el calor 
espedfico puede alcanzar valores muy elevados, segun se indica en la tabla 16-2. 

Explication cuantica de la variacidn del calor espedfico con la temperatura. 
Segun la Mecanica clasica (newtoniana), un cuerpo rigido puede girar con un 
momento cinetico cualquiera. Desde luego, no existe limite evidente alguno 
para lo despacio que pueda girar una rueda de bicicleta. Sin embargo, la teoria 
cuantica exige que el momento cinetico de un cuerpo solo, pueda tener ciertos 
valores fijos l — nh/2ir, donde h = 6,625 • 10 -27 erg*s es la constante de Planck 
y n es un entero, 0, 1, 2, 3,.... La constante de Planck representa un momento 
cinetico muy pequeno; por ejemplo, una rueda de bicicleta que gire a 3 revolu- 
ciones por segundo tiene un momento cinetico de 10 7 erg-s, aproximadamente. 
Elio significa que para dicha rueda de bicicleta en movimiento, el valor de n 
en la cantidad nhjlr sera aproximadamente igual a 10 34 . Portanto, paratodos 
los fines practicos, una rueda de bicicleta podra girar con un momento cinetico 
del valor que se quiera, porque n es un entero tan grande y los enteros n se ha- 
llan tan poco separados (relativamente) en el caso de un objeto del tamano 
de una rueda de bicicleta girando a una velocidad razonable. 

En cambio, en el caso de un objeto del tamano de una molecula la situacion 
es totalmente distinta. La energia cinetica de rotacion es E I0t — I(a 2 /2, o bien 
l 2 /2I expresadaVen funcion del momento cinetico. Con la restriccion cuantica 
tenemos, pues, .j& TOt = n 2 h 2 /8r 2 I y la energia cinetica de rotacion minima que 
puede tener una; molecula (aparte de cero) es h 2 /Sir 2 I, valor correspondiente a 
n=l. Hemos visto que segun el principio de equiparticion de la energia, a cada 
grado de libertad que tenga una molecula hay que asociarle una ehergia media 
kTj2 , pero en el; caso de objetos del tamano de una molecula de hidrogeno (a 
10°K p. e.), 'kTjlk es menor que la energia cinetica de rotacion minima posible. 
En otras palabras, la restriccion cuantica impide que las rrioleculas adquieran 
energia cinetica de rotation a bajas temperaturas. Tan solo cuando kT se hace 
mucho mayor que la energia cinetica de rotacion minima, podran adquirir las 
moleculas la energia cinetica de rotacion especjficada por el principio de equi¬ 
particion de la energia. 

Analogamertte, tambien existe una restriccidn cuantica a los valores de la 
energia de vibracion que puede tener una molecula. Los valores posibles son 
# vib = n hfp, d onde n es un numero entero y f 0 es la frecuencia propia de vi¬ 
bration V K/m. La energia minima de vibracion para el hidrogeno es aun mayor 
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que la energia minima de rotation y por eso el hidrogeno solo podra vibrar 
al mismo tiempo que gira, a las temperaturas mas elevadas. En el limite de las 
temperaturas elevadas , el color especifico del hidrogeno es el que predice el prin- 
cipio clasico de la equiparticion de la energia. A temperaturas bajas aparecen 
divergencias respecto a el debidas a fenomenos cuanticos. 

A partir de estas consideraciones tambien podemos ofrecer una explication 
razonable (aunque no totalmente correcta, segun la Mecanica cuantica) de por 
que' los atomos simples (moleculas monoatomicas) no adquieren energia cine- 
tica de rotacion y por que las moleculas diatomicas pueden girar aparentemente 
solo alrededor de dos de los tres ejes posibles de rotacion. Mientras un atomo 
generico tiene un radio de 10— 8 cm, el nucleo, que contiene practicamente toda 
la masa del atomo, solo tiene un radio de 10— 12 o 10 -13 cm. Elio significa que 
una molecula diatomica tendra para dos de los ejes el mismo momento de iner¬ 
tia relativamente grande, mientras que el correspondiente al tercer eje, que es 
el definido por la recta que une los nucleos, es muchisimo menor. Analogamente, el 
momento de inercia de un dtomo es muy pequeno respecto a sus tres ejes. Como 
la energia cinetica de rotacion minima posible es inversamente proportional al 
momento de inercia, resulta claro que las rotaciones alrededor de estos ejes de 
momentos de inercia tan pequenos requeririan energias enormemente grandes. 

16-7 Choques entre moleculas. Recorrido libre medio. Experimento de 
dispersion. Hasta ahora no ha habido necesidad de realizar un estudio cuan- 
titativo del efecto de los choques entre moleculas. Solo hemos considerado 
dichos choques desde un punto de vista cualitativo; en otras palabras, como el 
fenomeno fisico al que se debe el establecimiento del equilibrio termico y que 
produce equiparticion de la energia. Sin embargo, admitida esta equiparti¬ 
cion, no hemos precisado considerar los choques en nuestra deduction de, por 
ejemplo, la ecuacion de estado de los gases perfectos y del calor especifico de 
los gases. No obstante, sin un estudio cuantitativo de los choques moleculares 
no pueden comprenderse muchos efectos y propiedades de los gases y mole¬ 
culas, tales como la conduction del calor y la viscosidad. Ademas, como dichos 
choques estan intimamente relacionados con los tamanos de las moleculas, 
deberan tenerse en cuenta en los experimentos destinados a determinar tama¬ 
nos moleculares. Antes de estudiar estas cuestiones, presentaremos un analisis 
teorico sencillo de los choques entre moleculas, a partir del cual podemos de¬ 
terminar, en funtion de las dimensiones moleculares y la densidad del gas, el 
numero de choques en unidad de tiempo y el llamado recorrido libre medio. 

Choques en unidad de tiempo y recorrido libre medio. Imaginemos un gas 
como conjunto de moleculas esfericas de radio r, segun se representa en la 
figura 16-13. Existiran n de dichas moleculas por unidad de volumen. Centre- 
mos nuestra atencion en una de ellas, indicada por la letra' A en la figura. Al 
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avanzar A, chocara contra toda molecula cuyo centro se halle a una distancia 
inferior a 2 r del centro de A. Se trata de determinar el numero de choques que 
sufrira una molecula en funcion de su celeridad, radio y numero de moleculas 
por unidad de volumen. El problema resulta algo complicado si se tiene. en 
cuenta el hecho de que todas las moleculas estan en movimiento. No obstante, 
sin sacrificar demasiado la esencia del problema, podemos simplificarlo consi- 
derablemente suponiendo en reposo todas las moleculas excepto la A. Podre- 
mos determinar facilmente, entonces, el numero de moleculas que chocan por 
segundo contra A. Para mayor sencillez, supongamos que la masa de A es mu- 
cho mayor que la de las demas moleculas, con lo que podremos despreciar la 
variation de velocidad de A en cada choque. Asi pues, A avanzara como un 
arado, apartando a todas las moleculas que halle en su camino. Segun se indica 
en la figura 16-13, seran alcanzadas por A todas las moleculas que se hallen 
dentro de un cilindro de radio 2 r, es decir, de radio doble que el molecular. 
En un tiempo A t, la molecula A barrera un cilindro de longitud v &t y volumen 
7r(2r) 2 v A t. El numero de moleculas que se hallan en este cilindro es n • rr(2r) 2 vAt, 
y A choca con todas ellas. El numero de choques que realiza A por segundo 
es, pues, 

v — 4wr 2 • nv (16-23) 

El tiempo medio entre choques sera, pues, r = \/v, y la distancia media re¬ 
corrida entre choques es l = vt. A esta distancia se le Hama recorrido libre 
medio. Si introducimos el valor r = 1/Vdado por la ecuacion (16-7), obtenemos 


l = (16-24) 

En este analisis simplificado, los resultadds obtenidos difieren solo ligera- 
mente de los correspondientes a un analisis mas riguroso en el que se tengan 


v At- 


° < o°o 



oo 




o 0 0 0 
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Fig. 16 -13. Todas las moleculas cuyo centro se halle a una distancia inferior a 
2 r del centro de A, chocaran con A. 
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en cuenta los movimientos de las moleculas, los cambios de direction en los 
choques y la distribution de velotidades entre las moleculas. En lugar del fac¬ 
tor 1/4 t de las ecuaciones (16-23) y (16-24), encontramos entonces l/{y/2 • 4ir). 
La celeridad v de la ecuacion (16-23) debe interpretarse como la celeridad media V. 

Como la presion de un gas es proportional al numero de particulas por 
unidad de volumen, de la ecuacion (16-24) se deduce que el recorrido libre medio 
es inversamente proportional a la presidp del gas. En efecto, si sustituimos 
n = Nq/V = NqP/RT , donde N 0 es el numero de Avogadro, obtenemos / = 
RT/Att 2 NqP. Con un radio molecular de unos 10“ 8 cm, encontramos que el 
recorrido libre medio es del orden de 10“ 5 cm en un gas a la presion atmos- 
ferica y a una temperatura aproximada de 300°K; es decir, es mil veces mayor 
que las dimensiones moleculares supuestas. Para obtener un recorrido libre 
medio de un metro, la presion debe ser solaniente de 1,5 • 10~ 5 mm de Hg. 
Esta presion se encuentra, por ejemplo, a una altura de 150 km en nuestra at- 
mosfera. (En la region entre las estrellas de la Via Lactea solo llega a haber 
un atomo por centimetro cubico y el recorrido libre medio correspondiente 
es de varios miles de millones de kildmetros.) Como los £tomos tienen celeri- 
dades del orden de 500 m/s a temperaturas ordinarias, la frecuencia de choque. 
a la presion atmosferica es del orden de vjl = 50 000/10~ 5 = 5 • 10 9 choques 
por segundo. 

Experimento de dispersidn. Los experimentos de dispersion a partir de los 
cuales pueden determinarse recorridos libres medios proporcionan una de las 
medidas mas importantes de los tamanos de atomos y moleculas. Estudiare- 
mos un haz molecular mieritras atraviesa una region llena de gas, en vez de 
tratarse del vacio como en las medidas de velocidad estudiadas en el apartado 
anterior. Con auxilio de bombas, podremos variar a voluntad la densidad del 
gas en esta region. Es evidente que cuando una molecula del haz choque con 
una del gas, a la que llamaremos molecula bianco, se desviara y saldra del haz. 
En consecuencia, cuando el haz atraviese el gas, la intensidad de aquel, es de¬ 
cir, el numero de moleculas del haz que atraviesan la unidad de superficie en 
unidad de tiempo, disminuira al aumentar la distancia recorrida. Midiendo esta 
disminucion podremos averiguar algo acerca de los choques que se producen 
en unidad de tiempo y del recorrido libre medio y* en consecuencia, acerca de 
las dimensiones de las moleculas. Siguiendo el estudio anterior de los choques 
moleculares, podremos analizar facilmente un experimento de dispersion de un 
haz molecular. 

Consideremos un haz de atomos lanzados hacia un detector D en la forma 
indicada en la figura 16-14. Si, como antes, suponemos que tanto los dtomos 
del haz como los del bianco son esferas duras de radio r, un atomo del haz 
chocara con un atomo bianco si el centro del atomo del haz pasa por el interior 
de un tirculo de radio 2 r trazado alrededor del centro del atomo bianco. En 
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otras palabras, por lo que respecta a los choques, la seccion recta eficaz de un 
atomo bianco presentada al centro de un atomo del haz es 4rr 2 . En conse- 
cuencia, si despreciamos el solapamiento de las secciones de diferentes atomos 
bianco, se deduce que los nA dx dtomos contenidos en el elemento de volumen 
A dx del haz de seccion A, ofrecen un area de obstruction total (nA dx) • 4xr 2 . 
El tanto por uno de moleculas del haz que chocaran con las moleculas bianco 
a lo largo de la distancia dx es igual a la fraction de area obstruida, es decir 
(nA dx • 47rr 2 ) /A . En otras palabras, si representamos por I(x) la intensidad de 
atomos en la position x, la cantidad en que disminuira la intensidad a lo largo 
de la distancia dx es InAirr 2 dx. La variation con x de la intensidad del haz 
estara descrita por la ecuacion 


— —4xr 2 n dx 

Esta ecuacion puede integrarse directamente y hallamos 

-4 rr 3 nx 7 z/ I 


I = I 0 e~ 


= I 0 e 


(16-25) 


donde l = l/4Trr 2 n es el recorrido libre medio que se hallo en la ecuacion (16- 
24). Se ha representado por lo la intensidad del haz molecular en x = 0. 

Estudiemos brevemente como puede realizarse una medida del recorrido libre 
medio. En la figura 16-15 puede verse un esquema del aparato adecuado. En 
la figura no se ha representado la bomba de vacio capaz de reducir la presion 
del sistema a menos de 10— 5 mm de mercurio y mediante la cual se introduce 
el gas disperso.r, argon, por ejemplo. En la capsula de la izquierda hay uri poco 
de potasio metalico. El potasio,. calentado electricamente, se funde y origina 
un gas de atomos de potasio en el interior de la capsula o horno. Parte de los 
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Fig. 16—14. Las moleculas bianco de im elemento de volumen A dx ofrecen un 
drea de obstr'uccion 4nr 2 nA dx y dispersan una fraccidn 4nr 2 nA dx/A = 4 nr 2 n dx del 
haz incidente. 
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Fig. 16-15. Esquema del aparato para la medida de un recorrido libre medio. 
Con ayuda de un iman puede colocarse el telon del haz en una posicion que impida 
la llegada al detector de cualquier haz directo. 


atomos de potasio atraviesen la rendija R y a causa de la forma y orientation 
de esta pasan a la camara de vacio hacia el detector D. Si se coiistruye y alinea 
con cuidado la rendija, todos los atomos del haz alcanzaran el detector salvo, 
claro esta, los que sean dispersados. La presion en la camara de vacio la mide 
el manometro ionico. Este no es un instrumento de medida absoluto, en el sen- 
tido de que debe calibrarse con ayuda de otros instrumentos de medida de la 
presion que si son absolutos. No nos interesan aqui los detalles de funcionamiento 
del manometro ionico ni del detector del haz. 

La medida puede realizarse de dos maneras. Podria mantenerse constante 
la presion y variai la distancia x entre la fuente R y el detector D. Podriamos 
esperar entonces que la intensidad I del haz detectado variara de acuerdo con 


I = 7„e-‘" • 

donde / es el recorrido libre medio. O bien, podria mantenerse constante la dis¬ 
tancia x y variar la presion P. Como el recorrido libre medio es inversamente 
proporcional a la presion, / = C/P, tenemos 


I = I 0 e- CxP = I 0 e- FIPo 


donde Pq es una nueva constante, dada por 


(16-25a) 


P o 


RT 

4.rrr 2 N 0 x 


(16-26) 


La determinacion experimental de / o de Pq proporciona una medida de la can- 
tidad Not 2 y si suponemos conocida N 0 podemos calcular el radio atomico r. 
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Ejemplo. En las graficas de la figura 16-16 se han representado algunos datos 
experimentales obtenidos con un aparato an&logo al de la figura 16-15. La distaiic^a 
'x entre la fuente y el detector era-11,5 cm y el gas dispersor era argon a la temperatura 
ambiente. En la grafica de la derecha se ha representado log / en funcion de la presion 
P dada en mm Hg. Esta es una manera util de representar los datos porque si I depende 
de P de la manera indicada por la ecuacion (16-25a), los puntos experimentales deben 
hallarse sobre una recta. Es decir, tenemos 



y la pendiente de la recta es —(log e)/Po- La pendiente determinada experimentalmente 
es —0,29 * 10 4 (mm Hg)—L Entonces obtenemos para Po 


—log g _ —0,434 

pendiente —0,29 • 10 4 


1,5 • 10 4 mm Hg = 0,20 barias 


A partir de la ecuacion (16-26) po demos entonces hallar un valor de Nor 2 


N 0 r 2 


UT 8,31 • 10 7 » 300 . » 

AttPqx 4t'- 0,20 • 11,5 ~ 


El valor aceptado actualmente para el numero de Avogadro es 6,02 • 10 23 y con 
Nor 2 = 9 • 10 8 , tenemos r 4 • 10—8 cm. 

Este es un valor tipico de radio atomico y resulta compatible con los valores de 
las dimensiones atomicas estim’ados por otros mdtodos. 


I I 




Presion, mm de Hg 


Fig. 16-16. Dependencia entre la intensidad del haz detectado y la presion del gas. 
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■ Los experimentos de dispersion como el que acabamos de describir ofrecen 
un metodo important© para la determination de radios atomicos. El valor exacto 
obtenido para el radio depende en cierto modo de la geometria del aparato. 
En efecto, el tamano del detector determina lo pequeno que puede ser el angulo 
de dispersion, para que pueda aiin detectarse el atomo. del haz. Idealmente, 
el gas dispersor debera estar restringido a una corta longitud del haz, de ma- 
nera que quede bien definida esta dispersidn minima. 

16-8 Fendmenos de transporte. Hasta ahora, nuestro estudio de la teo- 
ria cinetica se ha limitado a un gas uniforme, es decir, a un gas en equilibrio 
termico y en el cual todas las propiedades, tales eomo densidad, temperatura 
y presion, tienen el mismo valor en todos los puntos. En estas condiciones he- 
mos visto que no hay transmision neta alguna de masa, cantidad de movimiento 
o energia de una region a otra del gas. En cambio, en un gas no uniforme, por 
ejemplo, un gas en que la temperatura varfe de un punto a otro, habra una 
transmision de energia (flujo calorifico) hacia las temperaturas mas bajas (cap. 14). 
Analogamente, en un gas que presente un gradiente de densidades, tendra 
lugar una transmision de masa (difusion) y cuando el gas este en movimiento 
y la velocidad o la cantidad de movimiento por unidad de volumen varien de 
un punto a otro, el movimiento molecular (termico) originara una transmision 
de cantidad de movimiento de las regiones de celeridad elevada a las de cele- 
ridad baja. Estos llamados fendmenps de transporte se pueden describir cuanti- 
tativamente mediante relaciones empiricas relativamente sencillas, pero en ellos 
interviene la teoria cinetica con todos sus detalles. En este apartado, por tanto, 
limitaremos el tratamiento de los fenomenos de transporte a relaciones cuali- 
tativas y cuantitativas simplificadas. De los tres fendmenos de transporte men- 
cionados, transporte de masa, de cantidad de movimiento y de energia, ya he- 
mos visto con anterioridad uno, cual es el transporte de energia (conduction del 
calor). Estudiaremos en primer lugar este tema. 

Conduccion del calor. En el capitulo 14 estudiamos los aspectos empiricos 
del flujo calorifico y se vio que el calor q conducido por segundo a traves de 
la unidad de superficie en una sustancia es proportional al gradiente de tem¬ 
peratura. Cuando la temperatura variaba solamente en la direction x, obte- 
niamos [ec. (14-7)] 

xr dT 

i=~ K Ti a 6-27). 

donde K es la conductibilidad calorifica y el signo menos indica que el calor 
fluye en el sentido de las temperaturas decrecientes. Intentaremos ahora inter- 
pretar este resultado desde el punto de vista de la teoria cinetica. 

Segun la teoria cinetica, el calor es la energia cinetica del movimiento mo¬ 
lecular y hemos visto en el apartado 16-6 que podemos expresar la energia ci- 
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netica por unidad de masa como c v T, donde c v es el calor especifico por unidad 
de masa y T es la temperatura. Ademas de la energla molecular de traslacion, 
tambien puede haber energla de rotacion y de vibration. Supongamos ahora 
que la temperatura del gas (y en consecuencia la energla cinetica por unidad 
de voldmen) varia (crece) en la direction x. Imaginemos un piano P en el in¬ 
terior del gas y normal al eje x, como el representado en la figura 16-17. En 
la region a la derecha del piano, la energla cinetica ppr unidad de volumen y 
la energia cinetica por rnolecula son mayores que a su izquierda. En consecuen¬ 
cia, cuando una rnolecula atraviesa el piano P de derecha a izquierda, transpor¬ 
ta mas energia a traves de P que la que transportaria una rnolecula que pasara 
de izquierda a derecha. Entonces, si P es alcanzado por el mismo numero de 
moleculas desde uno y otro lado, es evidente que habra un flujo total de ener¬ 
gla (calor) a traves de P. Esto explica cualitativamente el flujo calorifico en el 
sentido negativo de las x cuando T crece en el sentido positivo. 

Para estimar cuantitativamente el flujo calorifico, rios referiremos al numero 
de choques de las moleculas por unidad de .tiempo y de superficie contra un 
piano y velamos en la ecuacion (16-12) que es igual any/4,donde n es el numero 
de moleculas por unidad de volumen y‘ V es la celeridad media de las molecu¬ 
las.* Si esjE'^la energla cinetica media por rnolecula que atraviesa el piano de 
izquierda a derecha, la energla correspondiente que atraviesa P por unidad 
de superficie y de tiempo es E\nv/4. Analogamente, la energla que atraviesa P 

P 



Fig. 16-17. Las particulas de baja energia procedentes de la izquierda son sus- 
tituidas por particulas de energia elevada que atraviesan P procedentes de la derecha. 
Resulta un flujo calorifico dirigido en el sentido de las temperaturas decrecientes. 


* El numero de choques por unidad de tiempo es algo diferente a uno y otro lado del piano 
a causa de la variacidn de temperatura pero, para los fines del estudio actual, podemos des- 
preciar esta diferencia. 
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en el sentido negativo de las x es i? 2 ny/4, donde E 2 qs la energia cinetica media de 
las moleculas que provienen de la region a la derecha de P. El flujo energetico 
total a traves de P en el sentido positivo de las x es, pues, g~ (ny/4)(^i —E^). 
Pero, icomo podemos expresar E x — E 2 en funcion de la variation conocida 
de la temperatura con x? Las moleculas que atraviesan P de izquierda a dere¬ 
cha sufrieron su filtimo choque en una position que, por termino medio, 
estara situada a un recorrido libre medio / a la izquierda del piano. Supondre- 
mos que la energia de las moleculas corresponde a la energia por unidad de 
volumen en este punto particular P\. Analogamente, se supone que la energia 
E 2 corresponde a una position P 2 situada a un recorrido libre medio a la de¬ 
recha de P. La diferencia de temperaturas entre las posiciones P 2 y Pi puede 
expresarse en la forma T 2 — T x — AT ~ 2 l(dT/dx). 

Una unidad de masa ocupa un volumen 1/p, donde p es la densidad del 
gas. El numero correspondiente de moleculas es n/p. Entonces, si es c v , el calor 
especifico por unidad de masa, la energia por molecula sera pc v T/n, y la dife¬ 
rencia E 2 — E x se podra escribir en la forma E 2 — E i ~ (pc v /n)(T 2 — 
T x ) ~ (2lpc v /n) (dT/dx). El flujo caloriflco por unidad de superficie en el senti¬ 
do positivo de las x se obtiene entonces multiplicando este resultado por riv/ 4, y 
obtenemos 

q = ? (£, ^ E 2 ) ~ - ? ^ ^ 

4 v 4 n dx 

En vista de la relacion (16-27), podemos expresar la conductibilidad calorifica 
de un gas determinada experimentalmente, en funcion de las propiedades fun¬ 
damentals del gas: 

K ~ j pc v — j nmc v (16-28) 

donde m es la masa de una molecula (p = nm). La ecuacion (16-24) daba el re¬ 
corrido libre medio en la forma l — l/kirnr 2 , y sustituyendo este valor en la 
ecuacion (16-27), hallamos el interesante resultado de que la conductibilidad ca¬ 
lorifica es independiente de n. Esto significa que, a temperatura constante, la 
conductibilidad calorifica es independiente de la presion del gas. (Este resultado 
no sera valido a presiones muy bajas, cuando el recorrido libre medio es del 
orden de magnitud o mayor que las dimensiones del aparato. Despues de todo, 
la camara de vacio de un frasco thermos ayuda a impedir la conduccion del 
calor.) Ademas, la ecuacion (16-27) predice que la conductibilidad calorifica 
depende de la raiz cuadrada de la temperatura (ya que v ~ VT). 

La experiencia nos indica que, efectivamente, la conductibilidad calorifica 
no depende de la presion en un amplio dominio de presiones, pero la dependen¬ 
ce de la temperatura resulta ser mas intensa que y/T. Esta discrepancia en la 
dependencia de la temperatura puede interpretarse sustituyendo el modelo 
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molecular de la esfera dura por un modelo con una fuerza intermolecular que 
varie continuamente con la separation entre moleculas. 

Viscosidad y difusidn. A1 igual que un gradiente de densidad de energia 
(gradiente de temperaturas) en un gas origina una transmision de energia, un 
gradiente de cualquier otra cantidad o propiedad del gas podra tambien origi- 
nar una transmision de dicha cantidad o propiedad. Por ejemplo, si se halla 
en movimiento un gas y la velocidad, y en consecuencia la cantidad de movi- 
miento por unidad de volumen, varian de un punto a otro del gas, el movimiento 
termico (molecular) del gas originara un transporte de cantidad de movimiento 
en el sentido de las densidades de cantidad de movimiento decrecientes. Esta 
transmision de cantidad de movimiento entre regiones del gas de celeridades 
diferentes equivale a una fuerza de interaction entre dichas regiones. A esta 
interaction se le llama viscosidad del gas. Se puede calcular la fuerza viscosa 
correspondiente que se ejerce entre dos regiones adyacentes del gas, determi- 
nando el intercambio de cantidad de movimiento originado por el movimiento 
termico entre ambas regiones y encontramos que el procedimiento es totalmente 
analogo al del calculo del intercambio de energia en el analisis de la conduction 
del calor. En el caso particular en que el gas se mueve en la direction y con una 
velocidad U que varia con x, como se indica en la figura 16-18, la fuerza por 
unidad de superficie a lo largo de un piano paralelo al flujo resulta ser propor¬ 
tional al gradiente de velocidades a traves del piano: 




dU 

dx 


(16-29) 


A r%r->rlo ac a1 a-Gai aty<-a /-Ja \/i a A Pn Acta aaii ar»i1 a "Fit at'TQ ac 1 a Aiprfirla 

UU1JLUV • / VO VI wvnviviiw w-v T vu VW* vvv*mvivuj a v*. w am> VjVX vivw 

por la region a la izquierda del piano P sobre la region a la derecha del piano, 
indicadas en la figura. Por ejemplo, si la region a la izquierda lleva una celeri- 
dad inferior a la de la de la derecha, lo cual corresponde a un valor positivo 
de dUjdx, la fuerza F v = —r\ ( dU/dx ) es negativa. La region de la izquierda 
tiende entonces a hacer disminuir la celeridad de la region mas rapida situada 
a la derecha. Como la fuerza de interaction es mutua, la region de la derecha 
tiende al mismo tiempo a aumentar la celeridad de la region de la izquierda 
con una fuerza (77 (dU/dx) \ dirigida en el sentido positivo de las y. 

Como los fenomenos de conduccion del calor y de viscosidad estan origina- 
dos por el movimiento termico de maneras totalmente analogas, no puede sor- 
prendernos que exista una relation entre la conductibilidad calorifica y el coe- 
ficiente de viscosidad. De la teoria desarrollada anteriormente en el caso de la 
conduccion del calor, puede deducirse la siguiente relation: 


= K 


n 


c 


(16-30) 
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Fig. 16—1-8. Circulacidn del gas en la direcci6n y con una celeridad variable con x. 
Cuando las moteculas del gas atraviesan el piano P en cantidades iguales procedentes 
de ambos lados, a travds de P se producira una cesidn neta de cantidad de movimiento. 


Es interesante observar que, segun' la teoria cinetica, tanto la conductibilidad 
calorifica como el coeficiente de Yiscosidad son independientes de la presion 
(esto iio se cumple a presiones muy bajas) y. son proporcionales a la raiz cua- 
drada de la temperature. En la tabla 16-3 se consignan las conductibilidades 
calorificas y coeficientes de viscosidad de algunos gases conocidos. 


Tabla 16-3. Conductibilidades calorIficas y coehcientes 

DE VISCOSIDAD 


Gas 

°C 

Conductibilidad 
calorifica , JsT-10 5 
unidades cgs 

Viscosidad, 

7) • 10 6 

unidades cgs 
(poise) 

Aire 

0 

5,22 

170,8 

Aire 

750 


426,3 

Argdn 

0 

3,85 

209,6 

Dioxido de carbono 

0 

3,25 

142,0 

Helio 

0 

32,7 

186,0 

Hidrogeno 

0 

36,3 

83,5 

Oxigeno 

0 

5,35 

189,0 

Vapor de agua 

100 


125,5 
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Problemas 

/ 


16-1. Consideremos un gas hipotp- 
tico en el cual un tercio de las N mo¬ 
leculas presentes en un recinto cubico 
de arista / se mueven paralelamente a cada 
uno.de los tres ejes de coordenadas. Su- 
pongamos .que todas las moleculas tienen 
la misma celeridad v y en todo instante 
las moleculas estan distribuidas unifor- 
memente por la caja de manera que, por 
ejemplo, tantas se mueven en el sentido 
del semieje + x como en el del semieje 
— x. Los choques de las moleculas con 
la pared son perfectamente elasticos. (a) 
<,Qu6 cantidad de movimiento se cede 
a la pared en cada choque? (b) ^cuantos 
choques se producen por segundo? (c) 
iqu6 cantidad de movimiento se cede 
a la pared por segundo? iCual es la 
fuerza que se ejerce sobre la pared? iCu&l 
es la presion? (d) iComo varla la pre- 
sion con el volumen V? (e) Si el modelo 
del gas es compatible con la ecuacion de 
estado de los gases perfectos, ique rela¬ 
tion existe entre la energfa cindtica mo¬ 
lecular y la temperatura? • 

16-2. Deducir la relation (16-2) a 
partir de las consideraciones siguientes. 
Consideremos un mol de gas en un reci- 
piente esKrico de radio R, como el in- 
dicado en la figura 16-19 donde se in- 
dica el movimiento de una motecula del 



gas. Estudiar el movimiento cuando la 
molecula choca contra la pared del reti- 
piente. La celeridad de la molecula es v 
y choca contra la pared formando un 
angulo <f> como el indicado. Despreciense 
los choques con las demas moleculas. 
(a) iQ\i6 cantidad de movimiento se 
entrega a la pared en cada choque? (b) 
^Cuantos choques por segundo sufre la 
molecula al moverse por el recipiente y 
cual es la cantidad de movimiento media 
por unidad de superficie de pared que 
cede esta molecula? (c) Suponiendo que 
todas las moleculas tienen igual celeridad, 
determinar la cantidad de movimiento 
total por unidad de superficie de pared 
cedida por las moleculas. El resultado 
es, entonces, la ecuacion (16-2). 

16—3. Hacemos referenda a la figura 
16-2 del texto. Consideremos un haz 
de moleculas (cada una de masa m) con 
n moleculas por unidad de volumen. El 
haz se mueve hacia una pared con cele¬ 
ridad v. El dngulo de incidencia es <f>. 

(a) iCual es la cantidad de movimiento 
cedida por el haz por unidad de tiempo 
y por unidad de superficie de la pared, si 
son perfectamente eldsticos los choques? 

(b) Si son igualmente probables todas las 
direcciones de movimiento, i,cual es el 
numero relativo de moleculas que chocan 
contra la pared bajo un angulo <f> ? (c) De- 
mostrar que la frecuencia de los choques 
por unidad de superficie de la pared es 
nv/ 4, considerando el valor medio de 
los dngulos de incidencia. 

16-4. Comprobar que kT tiene las 
dimensiones de una energla. ^Cudl es la 
energia cindtica media de traslacidn, ex- 
presada en erg, de una molecula a la 
temperatura de 27° C? iDepende esta 
energia media de la masa de la mollcula ? 


Fig. 16-19 
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16-5. (a) iCual es el cociente entre 
las energias cmeticas de traslacion de las 
moleculas de hidrogeno y oxigeno a la 
temperatura de 300° K? (b) £Cual es el 
cociente entre sus celeridades de trasla¬ 
cion? 

16-6. Determinar la constante de 
los gases por gramo de oxigeno. £.Es 
la misma para todos los gases, esta cons¬ 
tante? Razonar la respuesta. 

16-7. Determinar la velocidad cua¬ 
dratica media de las moleculas de oxigeno 
a 20° C, 1000° C y - 100° C. 

16-8. En un recipiente de 45 litros 
que tiene un orificio pequeno practicado 
en la pared se hallan mezclados oxigeno 
y helio, habiendo 10—3 mol de cada uno 
de ellos. El gas pasa a traves del orificio 
a la camara exterior en la que se ha prac¬ 
ticado el vacio’. (a) Determinar la compo¬ 
sition del haz molecular cuando sale del 
recipiente, es decir, el cociente entre los 
numeros de moleculas de oxigeno y helio 
que escapan por segundo. (b) iQue ta- 
mano deberia tener ei orificio para que 
el tiempo de relajacion del helio fuera 
20 minutos? La temperatura se mantiene 
constantemente igual a 27° C (apart. 
16-4). 

16-9. Para poner de manifiesto que 
se puede despreciar la atraccion gravita- 
toria entre las moleculas de un gas, calcular 
la energia cintiica que ganan dos mo¬ 
leculas si parten del reposo desde posi- 
ciones muy alejadas y se aproximan bajo 
la action de la gravitation. Comparese 
esta energia con kT. 

16-10. Consideremos un aparato de 
rueda dentada para medir la velocidad 
molecular. Este aparato tiene ruedas de 
10 cm de diametro y muescas cuadradas 
de 1 cm practicadas en sus periferias. Si 
la separation de las ruedas es de 5 m, 
(a) <,a que velocidad deben girar y que 
angulo han de estar desplazadas las mues¬ 


cas para medir la velocidad cuadratica 
media de las moleculas de hidrogeno a 
400° K? (b) iQue dispersion de veloci- 
dades se transmite si las muescas de las 
dos ruedas estan separadas 180°? 

16-11. En un experimento de haz mo¬ 
lecular se tiene en el horno 0,1 g de pota- 
sio. Si la intensidad del haz es de 10 12 
atomos/s, £cuauto tiempo permanecera 
el potasio en el homo? 

16-12. Un haz de n atomos de 
potasio por segundo (T = 500° K) choca 
con una hoja de aluminio de 1 cm 2 de 
superficie y 0,001 cm de espesor, que- 
dando adherida a ella. La hoja se man¬ 
tiene suspendida por una fibra de 10 cm 
de masa despreciable. iQue valor debe 
tener n para que la fibra se desvie 10° ? 

16-13. En un experimento de dis¬ 
persion, los atomos del gas tienen un 
radio ri y los atomos del haz un radio 
iQue relacion existe entre el recorrido 
fibre medio /, los radios atomicos y el 
numero de atomos por centimetro cubico 
del gas? 

16-14. iQue intensidad de haz de 
atomos de potasio debe haber en la ren- 
dija de un horno para tener una inten¬ 
sidad de un atomo por segundo a una 
uistancia de 1 m en ei aire’a ia pres ion 
atmosferica? Considerese solamente el 
efecto de la dispersion. 

16-15. Demostrar que la constante 
B de la ecuacion (16-14) (funcion de dis- 
tribucion de Maxwell-Boltzmann) tiene 
el valor dado por la ecuacion (16-15). 
(Utilicese la tabla 16-1). 

16-16. Demostrar que la celeridad 
mas probable tiene el valor dado por la 
ecuacion (16-16). Analogamente, ob- 
tener de la funcion de distribucion los 
yalores de la celeridad media y de la 
velocidad cuadratica media dados por 
las ecuaciones (16—19) y (16-20). 

16-17. De las moleculas existentes 
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en un recipiente a 300° C, /que fraccion 
de su numero total tienen celeridades com- 
prendidas entre 2vq y 2,1 vq, siendo Vo la 
celeridad mas probable? /Como varia 
con la temperatura esta fraccion? 

16-18. Demostrar que la distribu¬ 
tion • de Maxwell-Boltzmann puede 
escribirse .en la forma f(v) dv = (i/Vr)x 2 
e~ x dx en funcion de la variable adimen- 
sional x — v/vq. Determinar la fraccion 
del numero total de moleculas a la que 
corresponden velocidades mayores que 
la cuadratica media y expresar el resul- 
tado mediante una integral. 

16-19. Demostrar la ley de Dalton 
de las presiones parciales en una mezcla 
de gases, por medio de la teoria cinetica 
(apart. 16-6). 

16-20. Si la separacion de los cen- 
tros de los atomos de oxigeno en la mo¬ 
lecula de O 2 es 1,4 A, (a) /cual es el valor 
medio del numero de revoluciones por 
segundo que realiza la molecula a la 
temperatura T = 300°K? (Utilicese 
i/co 2 = %kT.) (b) /Que fuerza minima 
mantendra unidos los atomos si la rota- 
cion ttirmica no altera su separacion ? 

16-21. Si la molecula de cloro gi- 
rara con la frecuencia prevista por el prin- 
cipio de equiparticion de la energia, /cual 
seria la fuerza centripeta? Supongase que 
los nucleos de cloro estan separados una 
distancia d = 2 • 10— 8 cm. 

16-22. Estimar el numero de revo¬ 
luciones que realiza una molecula de 
oxigeno entre dos choques sucesivos con 
otras moleculas. Demostrar' que este 
numero es proporcional a la temperatura. 
Supongase la presion de 1 atmosfera y 
considerese la molecula de oxigeno como 
dos puntos materiales separados por una 
distancia igual a 1,4 A. 

16-23. Un disco uniforme de 1 cm 
de radio y masa 1 g gira alrededor de un 
eje normal a su piano y que pasa por su 


centro de masa. (a) /cuales son, segun la 
teoria cuantica, su momento cine,tico 
minimo y su velocidad angular minima? 

(b) Si el disco gira a 1 revolucion/s, 
cuanto valdra n en la expresion / = nh/lnl 

(c) Si 1 revolucion/s fuera valor permiti- 
do para la velocidad de rotacion, cual 
seria el valor permitido inmediato su 
perior? 

16-24. Supongase que los dos nu¬ 
cleos de una molecula de hidrogeno estan 
separados 10— 8 cm. (a) /Cual es el mo¬ 
mento de inercia de la molecula de hidrd- 
geno respecto a un eje que pase por su 
centro de masa y sea perpendicular a la 
recta que une los nucleos ? (b) /Cual es 
la minima energia de rotacion permitida? 
(c) /A qu6 temperatura corresponde esta 
energia minima? (d) Si es 2 • 10— 14 erg la 
minima energia de vibracion permitida 
a la molecula de hidrogeno, /cual sera 
la frecuencia propia de vibracion /o de 
la molecula de hidrogeno ? (e) /cual es el 
valor eficaz de la constante K de la fuerza 
de enlace de la molecula? 

16-25. Realicese un calculo del coe- 
ficiente de viscosidad de una manera en 
todo analogs a como se realiza el calculo 
de la conductibilidad calorifica y demos¬ 
trar la relacibn (16-30). 

16-26. /Depende de la temperatura 
la viscosidad de un gas? Si es asi, ex- 
pliquese cualitativamente la razon. 

16-27. Explicar cualitativamente por 
que la conductibilidad calorifica es inde- 
pendiente de la presion. 

16-28. (a) /A que temperatura se 
iguala la velocidad cuadratica media de 
las moleculas de hidrogeno a la velocidad 
de escape del campo gravitatorio te- 
rrestre? (b) Hallar la velocidad de escape 
de la Luna y hallar las temperaturas a las 
que el hidrogeno, argon y radon tienen 
velocidad cuadratica media igual a ella. 
Se ha estimado que la porcion iluminada 
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de la Luna tiene una temperatura de 
unos 100° C. 

16-29. Consideremos un recipiente es- 
f6rico que contiene gas nitrdgeno a 
300° K. iCudl deberia ser el radio r de 
la esfera para que el numero de choques 
contra la pared en un segundo sea igual 
al ntimero total de mol6culas existentes 
en el recipiente? 

16-30. El personal que trabaja con 
sistemas de vacio se encuentra frecuente- 
mente perturbado por una pequena 
, cantidad de agua que se deposita sobre 
las paredes del sistema. A la presion de 
10— 8 mm de Hg, iqu6 volumen ocupara 
1 g de agua (vaporizada) ? 

16-31. Una cimara de vacio «her- 
mdtica» tiene un volumen de 10 3 cm 3 y se 
ha evacuado hasta una presidn de 10—7 
mm de Hg. Se observa que la presidn 
sube hasta 10—5 mm de Hg en una hora. 
(a) iCual seria el tamafio del orificio que 
permitiera interpretar esta fuga? (b) Si 


la cdmara fuera realmente herm^tica, 
iCuanta agua tendria que evaporarse 
para explicar el aumento de presion ? 

16-32. Nuestra galaxia es, hablando 
con poca precision, un disco achatado de 
100 000 anos-luz de diametro y 1000 anos- 
luz de espesor. Distribuidas uniforme- 
mente por este disco hay 2-10 11 estrellas 
y gas hidrogeno que tiene una densidad 
de un itomo por centimetro cubico. 
(a) iCudl es el recorrido libre medio de 
un itomo de hidrOgeno de la galaxia 
que vaya a 500 m/s? (b) Al atravesar un 
diimetro de la galaxia, un rayo cosmico 
tiene una probabilidad de 10~ 3 de chocar 
con un atomo de hidrOgeno. iCual es 
el recorrido libre medio de un rayo c6s- 
mico? (c) iCual es el recorrido libre 
medio para un choque entre un rayo 
cosmico y una estrella? Supongase que 
todas las estrellas de nuestra galaxia' 
(2-10 11 ) tienen el diametro de nuestro 
Sol. 
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PRIMER PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA 

Resumen. En los capitulos anteriores, el estudio del movimiento 
global de los cuerpos y del movimiento interno de la materia nos ha 
llevado a considerar la posible conversion de la energia del movimiento 
global en energia interna, o viceversa, y la posible equivalencia entre 
ellas. En primer lugar, volveremos a examinar el intercambio energe- 
tico que aparece en los choques estudiados en los capitulos 2, 3 y 4 y 
hallaremos que se hace plausible la equivalencia de energia con ciertos 
experimentos de choques ineldsticos. Sigue una revisibn historica de 
la evidencia experimental de la equivalencia entre calor y energia me- 
c&nica. En el caso particular de un gas perfecto, puede establecerse 
directamente dicha equivalencia a partir de la teoria cinbtica y se 
demuestra que el trabajo realizado por un gas en expansi6n aislado 
tbrmicamente es igual a la disminucion de la energia (interna) cinbtica de 
sus moleculas. Se extienden estos estudios para incluir tambien la 
interaccibn tbrmica y. encontramos que la variacion de energia interna 
del gas queda interpretada mediante el trabajo y el calor absorbido por' 
el gas. Para los gases reales y otras sustancias, apelamos a la imposi- 
bilidad de existir mbviles perpetuos para establecer la conversion y- 
conservacibn de la energia. El resultado es el primer principio de la 
Termodinamica. Se estudian algunos cambios de estado especificos 
de Un gas perfecto a la luz del primer principio de la Termodinamica. 

17-1 Introduccion. Los estudios que hemos realizado hasta ahora los 
podemos dividir burdamente en dos grupos. El primero, capitulos del 1 al 13, 
trata pfincipalmente del movimiento global de los cuerpos, descritos por la 
traslacibn de sus centros de masa y la rotacion en tomo a sus centros de masa. 
El segundo, capitulos 14 a 16, se ocupa del movimiento interno de la materia 
y en el se ha definido el calor como la energia cinetica de las moleculas. Vamos 
a ocuparnos ahora de las cuestiones referentes a la posible equivalencia entre 
la energia del movimiento global y la energia del movimiento interno, y la con- 
versibn de una energia en otra. 

Teniendo presente este objetivo, repasaremos algunos de los resultados ob- 
tenidos en el estudio de las interacciones entre dos (o mas) cuerpos en los ex¬ 
perimentos de choque de los capitulos 2, 3 y 4. Encontramos en ellos que en 
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ciertos tipos de choque, tales como la interaction del tipo de resorte, la energla 
cinetica total era la misma ^ntes que despues del choque. A estos choques se 
les llamaba perfectamente elasticos. En la interaction del tipo de resorte, los 
cuerpos disminuian su velocidad a medida que se comprimia el resorte. Las 
perdidas de energia cinetica correspondientes se podian asociar a una energia 
potencial o latente del resorte comprimido, la cual se recuperaba al dilatarse 
el resorte. Analogamente, la energia cinetica perdida por un cuerpo que se des- 
'liza ascendiendo una pendiente por un piano inclinado sin rozamiento, se re¬ 
cuperaba cuando el cuerpo volvia hacia abajo. Entonces, extendiendo el concep- 
to de energia para que incluyera la potencial igual que la cinetica, podiamos 
formular el principio de conservation de la energia (limitado aun a choques 
perfectamente elasticos). En consecuencia, la suma de las energias cinetica y 
potencial, la llamada energia mecanica total H = E -f- V, se mantenia invaria¬ 
ble durante toda la interaction. Se vio que la conservation de la energia meca¬ 
nica total era aplicable a todos los casos en que la fuerza resultante ejercida 
sobre un cuerpo solo depende de la position, pero no de la direction del movi- 
miento o de la celeridad del cuerpo. La fuerza gravitatoria es un tipo caracter 
ristico de esta clase de fuerzas. 

En otros tipos de interacciones, aquellas que hemos llamado inelasticas, se 
pierde energia cinetica del movimiento global durante el choque. Por ejemplo, 
dos cuerpos con un pedazo de masilla entre ellos parecen perder al menos parte 
de su energia cinetica inicial cuando chocan y no hay medios evidentes de re¬ 
cuperation de la energia perdida. No obstante, al tratar con choques de este tipo 
podemos concebir situaciones en las que la perdida de energia cinetica solo 
sea aparente; un examen detenido re vela que la energia perdida se halla en 
forma de energia cinetica, de energia potencial, o de ambas. Este hecho surge 
cuando solo se realiza un examen superficial. 

Como ejemplo, consideremos el choque representado en la figura 17-l(a). 
El cuerpo A es un carrito de masa m que tiene inicialmente una velocidad V. 
El cuerpo B consiste en dos carritos C y D, cada una de masa m, pero estos dos 
carritos estan cubiertos por una tapa opaca sin masa unida al centro de masa 
de C y D. En consecuencia, un examen superficial solo da el movimiento del 
cetttro de masa de C y D, quedando oculta la energia respecto al centro__d_e 
masa. La energia asociada a este ultimo movimiento parece haberse perdido 
y se clasifica como inelastica la interaction, si bien no se ha perdido energia 
alguna si cada una de las interacciones es perfectamente elastica. Dejamos como 
ejercicio demostrar que la perdida aparente de energia en el choque de la figura 
17-1(a) es mV 2 /i (prob. 17-1). 

Observariamos una perdida aparente analoga de energia si los carritos A 
y B permanecieran unidos despues del choque, segun se indica en la figura 17-l(b). 
En este caso, la energia «perdida» queda almacenada como energia potencial. 
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Antes Despu^s 

Fig. 17-1. Ejemplos de choques e interacciones que son inelasticos. solo aparente- 
mente. En cada caso, el examen detallado revela que se conserva la energia mecanica total. 

En la figura 17-l(c) se presenta aun otro ejemplo. El cuerpo B consiste 
ahora en un gran numero de bolitas pequenas elasticas. El movimiento ,de las 
bolas respecto e! centro de iiih.se de 5 es un movimiento irregulnr resultHnte 
de los choques elasticos entre las bolas y las paredes y parece que se ha perdido 
la energia respecto al centro de masa. Examinando con mas detalle, se revelan 
el movimiento interno y la energia correspondiente y encontramos que no se 
pierde energia alguna en el choque. 

Surge ahora la cuestion de si todos los choques inelasticos no pueden pro¬ 
duct energia oculta, interpretando asi la perdida de energia observada en los 
choques anteriores. £Es posible que la energia cinetica que aparentemente se 
pierde en un choque plastico del tipo de la masilla, por ejemplo, solo produzca 
una transfomiacibn en el movimiento molecular interno? La respuesta a esta 
pregunta dificilmente podra obtenerse por inspection directa «abriendo» el 
cuerpo. En el siglo XYIII, los investigadores especularon mucho acerca de 
esta cuestion. 

En el primer estudio realizado acerca del calor, no se sospechaba la relacion 
existente entre energia y calor. Se imaginaba que el calor era un fluido, al que 
se dio el nombre de «calorico». Este podia circular entre los cuerpos en con- 
tacto termico y se suponia que en estos experimentos de interaccion termica 
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permanecia constante la cantidad total de calorico. Se imaginaban que las parti- 
culas de calorico podian circular por entre las particulas de materia ordinaria 
y que mientras las particulas de calorico se repelian entre si, la materia ordina¬ 
ria atraia al calorico. Todo esto constituyo un modelo razonablemente satis- 
factorio que explicaba cualitativamente la dilatation de los cuerpos calientes, 
el gran volumen ocupado por un gas, el equilibrio termico, etc. 

Este era el estado de conocimientos acerca del calor a mediados del siglo 
XVIII. En aquellos tiempos, la Mecanica se asentaba sobre bases firmes. Galileo, 
Brahe, Kepler y Newton estudiaron fenomenos a gran escala y sus logros 
constituyeron la base de la Mecanica moderna que estudiamos hoy en dia. En 
cambio, el calor estaba destinado a sufrir una drastica revision conceptual, 
si bien la aceptacion general de esta revision no tuvo lugar hasta al cabo de 
unos 100 anos. La revisidn a que hacemos referenda es la teoria cinetica del 
calor. Segun mencionamos ya en el capitulo 16, en 1738 Daniel Bernoulli 
presento las ideas esenciales de la teoria cinetica de los gases. Consideraba el 
calor como la energia cinetica de las particulas e identificaba la presion del gas 
con los choques de las moleculas gaseosas contra las paredes del recipiente. 
Pero la comunidad cientifica evolucionaba en conjunto mucho mas lentamente. 
Este nuevo concepto solo se acepto cuando hubo una evidencia experimental 
apremiante en su favor. 

La posible relation entre calor y energia la hizo resaltar especialmente Ben- 
jamIn Thompson (1753-1814; que posteriormente alcanzo el titulo de Conde de 
Rumford). Puesto que el calor puede generarse por rozamiento en cantidades 
aparentemente ilimitadas, Rumford arguyo que era dificil imaginar que el 
calor fuera una sustancia material como se suponia era el calorico, y que era 
mucho mas razonable imaginar que era movimiento. Rumford intento pesar 
el calorico y realizo una serie de medidas muy precisas de los pesos de los cuer¬ 
pos a diferentes temperaturas. No pudo hallar diferencia alguna atribuible al 
calor, lo que constituyo un golpe para la teoria del caldrico. 

La evidencia cuantitativa mis convincente que relacionaba calor y energia 
se debe a Mayer y a Joule en el intervalo de tiempo comprendido entre 1840 
y 1850. El fisico aleman Julius Mayer (1814-1878) presento argumentos que 
se apoyaban en gran manera en el calor especifico del aire, tema que proseguire- 
mos mas adelante en este capitulo. En condiciones experimentales muy varia- 
das, James Joule (1818-1889) realizo una larga serie de medidas extraordina- 
riamente precisas del calor producido al desaparecer (aparentemente) una can¬ 
tidad dada de energia mecanica. 

El concepto surgido de la labor de Joule es de lo mis importante. Desde 
hacia muchisimo tiempo, se sabia que los cuerpos se calientdn cuando sobre 
ellos se realiza un trabajo mecanico. No habrfa habido nada especialmente 
profundo en la labor de Joule, aparte de la precision con que realizo sus medidas, 
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si solo hubiera medido la cantidad de calor producido por una cantidad dada 
de trabajo mecanico o el calor que acompana a una perdida de energia cinetica 
en un solo experimento. Esa medida, o esa serie de medidas, no hubieran iden- 
tificado al calor como una forma de la energia. La importancia de la labor de 
Joule estriba en que midio el calor producido por una cantidad dada de energia 
mecanica en multitud de circunstancias y de esta manera hallo que el cociente 
(calor generado)/(energia mecanica gastada) era siempre el mismo, o esencial- 
mente el mismo. Solamente en estas condiciones puede suponerse que el calor 
es una forma de energia. Entre los multiples experimentos que realizo Joule 
acerca del «equivalente mecanico del calor» se contaban medidas del calor 
generado (1) cuando se agita agua con una rueda de paletas, (2) cuando se ca- 
lienta agua mediante un generador electrico accionado mecanicamente, (3) 
cuando se calienta el agua a consecuencia de circular por tubos de pequeiio 
diametro, (4) cuaiido se calienta el agua al caer en cascada y (5) cuando se ca- 
lientan diversos inateriales por rozamiento entre dos placas de hierro en movi- 
miento relativo. De los datos que recogio, Joule propuso para el equivalente 
mecanico del calor un valor de 4,15 * 10 7 erg/caloria. En el sistema Giorgi 
este valor seria 4,15 J/cal y el valor moderno 


1 caloria = 4,1855 joule (newton’metro) 


(17-1) 


no difiere mucho del dado por Joule. 

Volviendo atras nuestra mirada, los experimentos de Joule parecen ofrecer 
la evidencia mas coiivincente de que el calor es una forma de energia. Sin em¬ 
bargo, el concepto de la conservacidn de la energia no tuvo aceptacion inmedia- 
ta. Probablemente se debe, mas que a nadie, al brillante fisiologo y fisico aleman 
Hermann von Helmholtz (1821-1894) la formulacion clara y el reconocimien- 
to como principio experimental basico, de la conservacidn de la energia. Ex- 
tendio el concepto de energia para incluir los procesos quimicos y biologicos 
y relaciono entre si tantos fenomenos que los mas escepticos quedaron conven- 
cidos. No se conocen violaciones del principio de conservacidn de la energia 
y la base real de su validez reside en como ha resistido el principio la compro- 
bacion del tiempo. 

Hagamos notar que hasta ahora solo hemos estudiado casos en los que la 
energia mecanica perdida aparecia en forma de calor. (El caso contrario en que 
la energia calorifica se convierte en energia mecanica se estudiara en el apar- 
tado proximo.) 


Ejemplq. Una bala de cobre de masa 10 g tiene una velocidad de 300 m/s. Si se 
convirtiera en calor toda la energia cindtica de la bala, £cual seria su elevacion de 
temperatura ? 

La energia cindtica total de la bala es mv 2 /2 = 450 J. Esta energia cindtica equivale 
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a AQ = 450/4,185 = 108 calorias. Por tanto, la elevation de temperatura de la bala 
vendra dada por AQ — me AT, donde c = 0,092 (cal/g)/° C es el calor espetifico del 
cobre. La elevation de la temperatura es de unos 116° C. 


17-2 Energia interna y primer principio de la Termodinamica. En el 
apartado anterior hemos estudiado la evidentia experimental historica de la 
equivalencia entre calor y energia y hemos interpretado el calor como la energia 
asociada al movimiento molecular. Ahora queremos explorar la cuestioh ae si 
la equivalencia entre energia (trabajo) y calor y la interpretation de este como 
energia del movimiento molecular, son compatibles con la teoria cinetica de 
los gases. El analisis de esta cuestion nos llevara al concepto de energia inter¬ 
na y a la formulation del primer principio de la Termodinamica. Eh el estudio 
de la relacion entre la energia molecular y el trabajo realizado por un gas, estu- 
diaremos que pasa cuando las moleculas del gas chocan contra un embolo mo- 
vil en un recipiente. /.Podremos demostrar que las moleculas sufren una dismi- 
nucion de energia equivalente al trabajo realizado por el embolo? 

Gas perfecto. Cohsideremos N moleculas en un recipiente que tenga un 
embolo movil en un extremo, segun se indica en la figura 17-2. El gas del reci¬ 
piente, inicialmente a unr temperatura T, ejerce una presion P — nkT sobre 
las paredes del recipiente y el embolo, siendo n = NjV el numero de particu- 
las por unidad de volumen. El recipiente del gas esta aislado termicamente, con 
lo que no puede haber cesion alguna de calor al gas. 

Para mantener en equilibrio el embolo de area A, habra que ejercef exterior- 
mente sobre el, una fuerza F = PA. Haciendo disminuir una -cantidad infini¬ 
tesimal la fuerza exterior, el emboio empezara a moverse hacia afuera con lo 
que el volumen del recipiente aumentara en unidad de tiempo una cantidad 
uA, donde u es la velocidad del embolo. Evidentemente, el gas realiza un traba¬ 
jo contra la fuerza que actua exteriormente sobre el embolo (p. e., podria le- 
vantar un peso). Al desplazar el embolo una distancia dx, el gas realiza un tra¬ 
bajo dW — PA dx. La potencia suministrada sera, pues, dWjdt = PAu. 

/,Cual es ahora la perdida de energia por parte de las moleculas del gas? 
En nuestra hipotesis de choques perfectamente elasticos entre las moleculas 




i 


F = PA 






Vi 



-u 


Fig. 17—2. Al chocar las moleculas contra el embolo que se mueve hacia afuera, 
pierden energia cinetica. 
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del gas y. las paredes del recipiente, una molecula que choque contra el embolo 
en reposo, rebotara con la misma celeridad que incidio. En cambio, cuan<io 
el embolo se mueva en la direction y sentido positivo de las x con velocidad 
u, una molecula que initialmente tenia una componente v x , de la velocidad, 
despues del choque tendra una componente de la velocidad v' x =—(v x — 2u). 

Este resultado se deduce directamente del hecho de que en un choque per- 
fectamente elastico la velocidad relativa antes y despues del choque es la misma, 
salvo el signo. Antes del choque, la velocidad relativa es v x — u, y despues del 
choque viene dada por v' x — u = —\v x — u), con lo que v' x = — (v x — 2u) 
sera la velocidad de la molecula despues de chocar con el embolo. 

En el choque, pues, la molecula pierde una energia cinetica igual a mvl/2 — 
m(v x — 2u) 2 /2 = 2 mv x u — 2 mu 2 . Si multiplicamos este valor por el numero 
de choques por segundo, obtenemos la diminution total de energia en unidad 
de tiempo. No obstante, solo hemos determinado la frecuencia de choque para 
el caso en que la pared este en reposo y si vamos a utilizar este valor para la 
frecuencia de choque, deberemos suponer que la velocidad u del embolo es muy 
inferior a la velocidad molecular v x . En consecuencia, el termino 2 mu 2 sera 
despreciable frente al 2 mv x u cuando u tienda a cero, y solo precisaremos con- 
siderar el termino 2mv x u. El numero de choques por segundo de las moleculas 
contra el embolo es Anv x /2, y la perdida total de energia por segundo es entonces 
%(Anv x )(2nw x u) = nmvlAu. 

La potentia o energia suministrada en unidad de tiempo por el gas es PAu 
y queremos ver si es igual a la perdida de energia en unidad de tiempo por parte 
de las moleculas nmvlA u,calculada a partir de la teoria cinetica. La presion 
del gas, segun la teoria cinetica, es P = nmvl [vease ec. (16=3)], y, por tanto, 
nmvl Au no es mas que PAu. El trabajo mecanico realizado por un gas es igual 
a la perdida de energia (cinetica) de las moleculas del gas. (Observese que he¬ 
mos supuesto que el gas esta encerrado en un cilindro aislado termicamente.) 

Tambien puede aplicarse este analisis al caso en que se comprima el gas, 
con lo que se realizara trabajo sobre el; todo lo que necesitamos es sustituir 
u por — u. Encontraremos que el trabajo realizado sobre el gas es igual al incre- 
mento de energia cinetica de las moleculas. 

El estudio anterior ha mostrado en detalle como se extiende el principio 
de conservation de la energia a la conversion de la energia de las moleculas en 
su moYimiento totalmente desordenado (energia interna o energia cinetica to¬ 
tal de las moleculas del gas) en trabajo mecanico ordenado y viceversa. Si re- 
presentamos por U a la energia interna del gas, podemos detir que el decre¬ 
ment© (— dU) de energia interna es igual al trabajo dW = F dx = PA dx = P dV, 
realizado por el gas: 


(dU) a = —PdV (no hay flujo calorifico) 
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(Si el trabajo realizado por el gas es positivo, la energia interna disminuye. Si 
se comprime el gas, dV y dW seran cantidades negativas y la energia interna 
del gas aumenta.) 

En el capitulo 16 hemos visto que el calor sirve tambien para alterar la ener¬ 
gia interna o energia de las moleculas del gas en su movimiento desordenado 
y, en efecto, con una consideration detallada de los calores espeeificos de los 
gases pudimos interpretar todo el calor cedido a un gas, o por el .gas,_enJunci6n 
de.su energ ia interna. Estas considerations eran, para un gas mantenido a 
volumen constante: 


(dU)b = dQ (volumen constante, no se realiza trabajo) 


(Si el calor circula hacia el gas, dQ es positivo y la energia interna crece.) 

Por tanto, la energia interna de un gas puede variar, o bien (a) porque el 
gas realice un trabajo (las moleculas rebotan contra un embolo en movimiento), 
o (b) porque en el gas penetre calor. Tanto en (a) como en (b), tenemos 


o sea 


dU = ( dU) a + (dU) b = -PdV + dQ 
dQ = dU + P dV 


ti 


(17-2) 


La ecuacion (17-2) constituye la expresion matematica del primer principio de 
la Termodinamica y nos dice que el calor suministrado a un gas se invierte, por 
una parte, en incrementar su energia interna y, por otra, en suministrar la enerj 
gia para el trabajo mecanico que realiza el gas al variar su volumen. Expresa 
el hecho de que el calor y el trabajo son equivalentes y que se conserva la ener-^a. 

Eri este estudio hemos tratado el caso de un gas perfecto y hemps identi- 
ficado la energia interna con la energia cinetica de las moleculas. Entonces, 
segiin la teoria cinetica, la energia interna jd/o dependera de la temperatura. 
(Recordemos que la temperatura es una medida de la energia cinetica media 
de traslacion por molecula.) Sabemos que si mantenemos constante el volumen 
de una muestra de gas, para incrementar su temperatura en dT debemos entre- 
garle una cantidad de calor dQ = C v dT por cada mol. Todo este calor se in- 
vertira en incrementar la energia interna, por lo que tendremos 


dU = C v dT (17-3) 

para todas las transformaciones, puesto que la energja interna (energia cinetica 
de las moleculas) s6lo depende de la temperatura. Por ejemplo, aun cuando se 
requieran cantidades diferentes de calor para incrementar en un grado la tern- 
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peratura de un gas a presion constante y para incrementarla en un grado mante- 
niendo constante el volumen del gas; la variacion de energia interna es la misma 
en uno y otro caso. 

•^-Quando -se conocen la presion, volumen y temperatura de una cantidad 
dada de un gas perfecto, decimos que queda especificado el estado del gas. Como 
las variables de estado, presion, volumen y temperatura,. estan relacionadas 
_ por la ecuacion de estado de los gases perfectos, se deduce que bastara conocer 
dos variables para tener especificado el estado del gas. En otras palabras, po- 
j^emos especificar. el estado por un punto en un diagrama de la presion 
e'n funcion del volumen (diagrama P-V o de Clapeyron), por ejemplo, y una 
transformacion por una linea en dicho diagrama, segun se indica. en la fi- 
gura 17-3. 

Supongamos ahora que mediante una sucesion de. compresiones y dilata- 
ciones hacemos variar el estado del gas de manera que vuelva a su estado ini- 
cial. Esta transformacion recibe el nombre de transformacion cerrada o ciclo 
y en el diagrama P- V esta representada por una curva cerrada. Como las tem- 
peraturas inicial y final del gas coinciden y la energia interna del gas solo depen- 
de de la temperatura, se deduce que la variacion total de energia interna en una 
transformacion cerrada es nula. Elio significa, segun la ecuacion (17-2) que en 
una transformacion cerrada el calor total absorb ido por un gas perfecto debe 
ser igual al trabajo total realizado por el gas. Esta es otra manera de enunciar 
el primer principio de la Termodinamica. 

Siistancias reales. iEs aplicable el primer principio de la Termodinamica 
a sustancias que no sean un gas perfecto, o bien es posible qiie algun solido, 
llquido o gas real tenga propiedades tales que nos permita construir una maqui- 

4P 



Fig. 17-3. Cuando dl gas pasa del estado A al estado B a lo largo del camino I, 
el trabajo realizado por el gas esta representado por el area de la superficie limitada 
bajo la curva I y el eje de abscisas. Cuando el gas vuelve del estado B al A, se realiza 
trabajo sobre el gas (se comprime) y este trabajo estd representado por el area limitada 
bajo la curva II y el eje de abscisas. El trabajo total realizado por el gas al recorrer 
el.ciclo completo estara, pues, representado por el drea encerrada por el ciclo. 
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na de movimiento perpetuo que en una transformation cerrada suministre 
mas energia en forma de trabajo de la que se le entrego en forma de calor? 
La respuesta a esta pregunta solo puede darse a partir de la experiencia y hasta 
ahora, no se ha hallado ninguna sustancia ni transformation que infrinja el 
primer printipio de la Termodinamica; nadie ha podido realizar una maquina 
de movimiento perpetuo. De este tipo de evidencia experimental sacamos la con¬ 
clusion de que cuando se varia ciclicamente el estado de una sustancia real ar- 
bitraria, el calor total absorbido es igual al trabajo total realizado. Con refe¬ 
rential la ecuacion (17-2) tambien podemos expresar este resultado diciendo 
que en todas las sustancias existe una energia interna que es funcion de estado 
de la sustancia. 


Puede ayudarnos mucho el desarrollar algo mas el estudio de esta cuestion. 
A tal fin, consideremos que las curvas de la figura 17-3 representan la variation 
del estado de una sustancia, por ejemplo, un gas real, que se halle inicialmente 
en el estado A. Segun se indica en el pie de la figura 17-3, el trabajo realizado 
por el gas al ir variando su estado a lo largo del camino I, volviendo despues 
al estado A a lo largo del camino II, esta representado por el area encerrada 
por los caminos. Este trabajo no puede ser mayor que el calor total absorbido 
en el ciclo, pues, si asi ocurriera, parte del trabajo total podria convertirse en 
el calor necesario para describir el ciclo siguiente y el resto lo podriamos apro- 
Vechar. La maquina, pues, podria marchar por si sola y producir trabajo constan- 
temente, es decir, tendriamos una maquina de movimiento perpetuo llamada 
movil perpetuo de primera especie. Analogamente, el trabajo total no puede ser 
menor que el calor absorbido, ya que entonces podriamos hacer que el gas des- 
cnuiera ei cicio en sentiuo contrario y asi obtener del gas mas energia en forma 
de calor de la que le entregamos en forma de trabajo mecanico W. Parte de este 
calor se podria entonces emplear en accionar otra maquina de la que se obtu- 
viera el trabajo W y el resto del calor podria aprovecharse. Por tanto, sacamos 
la conclusion de que la imposibilidad del movil perpetuo de primera especie 
exige que en toda transformation cerrada el trabajo total obtenido debe ser 
igual al calor total absorbido y que el primer printipio de la Termodinamica 
es aplicable a todas las sustancias. 

Se deduce, pues, que la variation de energia interna en un ciclo es nula. Con 
referencia a la figura 17-3, si fuera A£/ a &la variation de energia interna del gas 
cuando pasa del estado A al B por el camino I, debera producirse una variation 
igual y opuesta AUb a = —AU a b cuando pase el gas del estado B al A por el 
camino II. Como I y II son caminos arbitrarios, la variation de energia interna 
al pasar de A a B no puede depender del camino sino solamente de los estados 
inicial y final. En otras palabras, la energia interna debe estar completamente 
determinada por el estado de una sustancia y no, por ejemplo, por su historia 
anterior. 
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Fig. 17-4. La variation de energia interna esta determinada totalmente por los 
estados initial y final, pero el trabajo realizado y por tanto el calor absorbido, dependen 
del camino. El trabajo realizado puede hacerse arbitrariamente pequeno con caminos 
analogos al II, o arbitrariamente grande con caminos como el III. 


En resumen, pues, el primer principio de la Termodinamica es un enunciado 
del principio de conservation de la energia y es valido para todas las sustan- 
cias. Sirve para definir la energia interna como funcion del estado de una sus- 
tancia. El trabajo W y el calor Q no son funciones de estado y sus valores de¬ 
penden del camino seguido entre dos estados, hecho que es evidente si recor- 
damos que el trabajo realizado en una transformation puede representarse por 
el area limitada bajo la curva P — P(V). Entonces, si mantenemos fijos los ex- 
tremos del camino en el diagrama P-V y elegimos varios caminos que los unan, 
podremos -variar a voluntad el area limitada bajo la curva P = P(V), segun 
puede verse en la figurd 17-4. La variacidn de energia interna, en cambio, es 
la misma para todos los caminos. 

Tanto si tratamos con un gas perfecto como con un gas real o cualquier 
otra sustaflcia, de la definition de calor especifico como dQ/dT (veanse capi- 
tulos 14 y 16), se deduce que la variacidn de energia interna se podra expresar 
siempre en la forma - \ 


dU = C v dT 

donde C v es el calor especifico (molar) a volumen constante. La relation dQ — 
dU + dW entre el calor absorbido dQ y el trabajo dW realizado por la sustan- 
cia podra, pues, escribirse en la forma 

dQ = C v dT + PdV 

Segun veremos en el capitulo 18, el calor especifico puede ser tambien funcion 
de las variables de estado. 
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17-3 Transformaciones de un gas perfecto. El estado de un gas queda 
especificado por su temperatura, volumen y presidn. Solo dos de estas varia¬ 
bles son independientes, ya que estan relacionadas por la ley de los gases que, 
para un mol de gas, es 

PV = RT 

El estado del gas podrd describirse univocamente por un punto del diagrama 
P-V (o V-T, o P-T). La especificacion del estado del gas implica que se halle 
en equilibrio termico. En tal caso, las condiciones seran las mismas en todos 
los puntos del gas. En este apartado vamos a estudiar en detalle el comporta- 
miento de un gas perfecto cuando se calienta, comprime, o se le obliga de cual- 
quier otra manera a pasar de un estado de equilibrio a otro. Como la especi¬ 
ficacion del estado solo es aplicable a condiciones de equilibrio, podemos es¬ 
tudiar, en principio, solo los estados inicial y final, ya que durante una trans¬ 
formation el gas no esta en equilibrio. No obstante, cuando las variaciones son 
suficientemente lentas,' hay tiempo suficiente para que el gas alcance el equili¬ 
brio en cada punto durante la transformation. Esta podra, pues, considerarse 
como una sucesion de estados de equilibrio y podra representarse por una su- 
cesion de puntos, o sea .una linea, entre los estados inicial y final en un diagrama 
P-K^ A' una transformation de este tipo se le da el nombre de reversible porque 
alterando infinitamente poco las condiciones exteriores se le puede invertir su 
sentido. Como ejemplo tlpico de transformation irreversible, consideremos que 
pasa cuando el embolo de un cuerpo de ; bomba que contiene un gas se mueve 
hacia afuera con velocidad mucho mayor que la celeridad media de las mole- 
culas. Con el embolo chocaran muy pocas moleculas y el gas realizara poco 
trabajo. Tras el embolo se crea un vacio y el gas acude a llenar el vaclo en lo 
que se llama una expansidn libre. Durante esta expansion libre el gas no esta 
en equilibrio termico y las condiciones no son las mismas en todos los puntos 
del. gas. 

"Transformacidn a presidn constante (isobarica). Color especifico a presidn 
constante. Para ilustrar una transformacion de un gas perfecto, consideremos 
un ejemplo en el cual se calienta el gas a presidn constante, como se.indica en 
la figura 17-5. El recipiente que contiene el gas tiene un extremo cerrado por 
un embolo movil. Si despreciamos el rozamiento, cuando el embolo este en equi¬ 
librio la presidn sobre sus dos caras debe ser la misma. En nuestro casq, la pre¬ 
sidn exterior es constante y si las transformaciones son lentas (reversibles), 
la presion en el interior del recipiente sera tambien constante durante todo el 
proceso. Cuando se calienta el gas del recipiente, si la presidn en su interior 
debe permanecer constante el gas se debera dilatar. Esta transformacidn a pre¬ 
sidn constante (isobarica) esta representada por una recta horizontal en el dia¬ 
grama de Clapeyron P-V de la figura 17-5. 



523 


TRANSFORM AC IQ NES DE UN GAS PERFECTO 



dQ > 0 

Fig. 17-5. Expansion a presion constante (dilatacion isobarica). 

Si es Pi la presion del gas y A el area de la superficie del embolo, cuando 
este se desplaza una distancia dx el trabajo realizado por el gas es dW = 
PiA dx = PidV. Como el volumen crece a presion constante, la temperatura 
y la energia interna deberan crecer tambien. Si la variacion de temperatura 
es dT, para un mol de gas la variacion de energia interna sera C v dT .Tambien 
el trabajo realizado por el gas puede expresarse en funcion de la variacion de 
temperatura, porque d e PV = RT se deduce que P dV + VdP = R dT, que se 
reduce a P dV — R dT cuando dP = 0. El calor absorbido por el gas podra, 
pues, escribirse en la forma 

dQ = (R + C v ) dT = C p dT 

donde 

Cp — C v -f- R 

La nueva cantidad C v que acabamos de introducir es el calor especifico 
molar del gas a presion constante. Recordemos que el calor especifico por 
mol se define como dQ/dT, donde dQ es el calor necesario para incrementar 
en dT la temperatura de un mol. Una variacion de temperatura se puede pro¬ 
duct de muchas maneras, por ejemplo, a presion constante, a volumen cons¬ 
tante, adiabaticamente, etc. y la cantidad de calor necesaria para originar una 
variacion de temperatura, y, por tanto, el calor especifico, dependera de la 
transformacion particular elegida. 

El calor especifico C v , que dedujimos a partir de la teoria cinetica, se referia 
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a un recjpiente con paredes fijas, es decir, a un volumen constante. Hallabamos 
que^ei gas no realizaba trabajo alguno al ser calentado y temamos dQ = C v dT. 
En cambio, cuando se calienta el gas a presion constante se precisa una cantidad 
adicional de calor para producir la elevation de temperatura dT, ya que ahora 
varfa el volumen y el gas realiza un trabajo. En el caso de un gas monoatomico 
hemos visto que el calor especifico a volumen constante es =377/2 ;para el 
calor especifico a presion constante obtenemos 

C p = f R (gas monoatomico) (17-4a) 

Para un gas diatomico a temperaturas ordinarias, tenemos C v = 5R/2 y por 
tanto 

C p = %R (gas diatomico) (17-4b) 


El cociente entre los calores especificos a presion constante y a volumen cons¬ 
tante, que se preve basandose en la teoria cinetica y en la Termodinamica, es 
pues 



En la tabla 16-2 puede verse que estos resultados presentan una concordancia 
satisfactory con los resultados experimentales obtenidos a temperaturas or¬ 
dinarias. 


Ejemplo. Un recipiente contiene 8 g de helio que inicialmente se halla a una 
temperatura de 21° C. La pared superior del recipiente esta constituida por un embolo 
movil, segiin se indica en la figura 17-6. La masa del embolo es despreciable. Se ca¬ 


lienta el gas hasta que su volumen sea el doble del 
inicial. iCuales son el trabajo realizado por el gas, 
la variacibn de su energfa interna y el calor total 
absorbido por el ? 

La presibn que se ejerce desde el exterior sabre 
el embolo es 1 atm y por ser despreciable el peso 
del embolo, la presion Pi en el interior del reci¬ 
piente tambien sera 1 atm. Si es V\ el volumen ini¬ 
cial del gas y V 2 el final, tenemos V 2 — 2V\ y el 
trabajo realizado por el gas es 



W = Pi (Fa - Fi) = P 1 F 1 (17-5) 


Figura 17-6 
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La ecuacion de estado nos dice que P\V\ — p-RT\, donde p — 2 ya que tenemos dos 
moles.de helio (M = 4). El trabajo. podra, pues, expresarse tambien en la forma 
P}V i = 2RT\ = 0,164 • 300 = 49,2 atm-litro y se puede representar por el area limi- 
tada bajo la curva P = P(V). El volumen inicial del gas es, evidentemente, V\ — 49,2 
litros. Como este volumen se duplica a presion constante, tambien se duplicara la tem- 
peratura. Es decir, T% — 2 T\ = 600° K. La variation de energia interna es, pues, AU= 
2C,. (72 — T]) = 2(3J?/2)7i = 3 RT\ y el calor total absorbido es 

AQ = 3RTi + 2 RTj = 5RT X = 5 • 0,082 • 300 ^123 atm-litro 

En relacion con esto hay que seiialar que si no fuera despreciable la masa del em- 
bolo, las presiones en el interior yen el exterior serian diferentes a causa del peso del 
embolo. Este se halla en equilibrio bajo la accion de la presion exterior, la fuerza de 
la gravedad y la presion en el interior del recipiente. Entonces, cuando el embolo tenga 
masa m y area A y sea P la presion en el exterior del mismo, la presion en el interior 
del recipiente sera 


Transformaciones a temperatura constante (isotermicas). Yamos a conti- 
nuar iiuestro estudio de las transformaciones de un gas a volumen constante y 
a presion constante, con el estudio del caso en que se mantenga constante 
la temperatura pero varlen simultaneamente la presion y el volumen. Para ase- 
gurar una temperatura constante, supondremos que el recipiente con el gas 
se halla en contacto termico con un deposito a temperatura constante, por ejem- 
plo, una gran masa de agua. Las compresiones y dilataciones del gas seran su- 
ficientemente lentas para mantener el gas en equilibrio termico continue con 
el deposito. Como este se supone de capacidad calorifica infinita, el calor que 
pase del deposito al gas no alterara la temperatura de aquel. 

Cuando la temperatura es constante, tenemos PV = const, y la transforma- 
cion estara representada en el diagrama P-V por una hiperbola, segun se indica 
en la figura 17-7. Desde un punto de vista energetico, la caracteristica mas im- 
portante de las transformaciones a temperatura constante (isotermicas) es que 
la energia interna del gas permanece constante y todo el calor que se cede al gas 
se convierte en trabajo, ya que dU = 0 y por tanto dQ '= dW. Al dilatarse el 
gas desde un volumen Fxhasta un volumen F 2 , e l trabajo realizado por el gas es 

W = QpdV. (17-6) 

resultado que, desde luego, no se limita a transformaciones isotermicas, sino 
que tiene validez general. [En el caso particular de una transformacion isoba- 
rica, segun estudiamos anteriormente, obtenemos W — P(7 2 — 7i)-] Obser- 
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vese que el trabajo puede representarse por el area limitada bajo la curva 
P = P(V). Si sustituimos P = RTjV, para un mol del gas, el trabajo podra 
representarse por 

f Vs f Vi AV V 

W = I PdV = RT / %r = RTlnp (17-7) 

Jv i Jv i V Vi 

EjbmploJ A un mol de gas se le hace describir un ciclo como el indicado en la 
figura 17-8. El gas se dilata a temperatura constante desde un volumen V\ hasta otro 
V 2 = 2V\. Luego se comprime a presidn constante hasta volver al volumen inicial 
y por ultimo vuelve al estado inicial calentandolo a volumen constante. iCudl es el 
trabajo total realizado por el gas en dicho ciclo, expresado en funcion de la tempera¬ 
tura inicial T\ ? 

En la expansion isotermica, el trabajo es positivo e igual a 

W y = RT X In 2 

segun la ecuacion (17-7). En la compresion de V 2 a V\, se realiza trabajo sobre el gas 
y el trabajo realizado por este es negativo. Esto se deduce directamente de la expresion 
general (17-6). Tenemos 

W 2 = [ Vl PdV - P 2 (V 1 - V 2 ) - -P 2 Vi = 

Jv 2 2 

•puesto que P 2 = Pi/2. En el calentamiento final a volumen constante no se realiza 
trabajo y el trabajo total realizado por el gas durante el ciclo sera 

w = Wi + W 2 = RTi In 2 - = RTi (In 2 - 0,5) ~ 0,19 BJPi 

z 

Transformacidn adiabatica. En las transformaciones estudiadas hasta ahora 
el gas realiza interacciones termicas con el medio que le rodea, con lo que cede 
y absorbe calor. Por ejemplo, en la transformaciop isobarica que parte del punto 
A (fig. 17-9), la dilatacion del gas exige que se le entregue calor y A Q es posi¬ 
tivo. Lo mismo ocurre, segun se ha visto, en una dilatacion isotermica. En cam- 
bio, si diminuye la presion a volumen constante desde el valor de A, el gas se 
enfriara y A Q es negativo. Vamos a estudiar ahora un caso en el cual el gas 
se halla aislado termicamente del medio que le rodea de manera que AQ — 0 
durante toda la transformacidn. En este caso tenemos una transforjnacidn adia- 
batica y de la figura 17-9 se deduce que la curva que representa esta transforma- 
cion debera tener mayor pendiente que la curva isoterma. 

Como el gas no absorbe ni cede calor, se deduce que todo el trabajo que rea- 
lice debera ser igual a una disminucion de su energia interna, del mismo valor. 
Es decir, tenemos 


dQ = dU + PdV = 0 
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o sea 

dU = -PdV (17-8) 

Sustituyendo en la ecuacion (17-8) dU = C v dT y P = RTjV, podemos hallar 
la manera en que se relacionan presion, volumen y temperatura, en una trans¬ 
formation adiabatica. La ecuacion (17-8) se reduce entonces a 

n §T__ dV 

y - ft 

que puede integrarse directamente dando In T — — ( R/C v ) In V -f- const o bien, 
con R/C v = ( C p — C v )/C v = 7 — 1, tenemos In (TV y ~ 1 ) — const. Es decir 

TV y ~ l = const = TiV I -1 (17-9a) 

Acabamos de introducir el cociente entre los calores espetificos 7 = C p /C v 
(5/3.para gases raonoatomicos y 7/3 para diatomicos). Multiplicando la ecuacion 
(17-9a) por la P\V\/Ti = PV/T, se elimina la temperatura y obtenemos la 
relacion existente entre presion y volumen, 

PjFl = PV y = const (17-9b) 

Mientras en las transformaciones isotermicas se mantiene constante el produc- 
to PV, en las adiabaticas es constante PV y y P varia como V~ y . Por tanto, 
una curva adiabatica, en el diagrama P-V tendra mayor pendiente que una 
isoterma, segun ya se menciono anteriormente. 

El trabajo realizado por el gas se obtiene mediante la integral fP dV, la cual, 
como P dV = —dU = —C v dT, se determina en forma mas sencilla a partir 
de la variacion de energla interna. En otras palabras, para hallar el trabajo 
realizado por el gas, W= C v (Ti — T z ), solo necesitamos conocer la dife- 
rencia entre las temperaturas inicial y final. 

Aun cuando, en principio, la.transformacion deba ser reversible, con lo que 
el gas se halle en todo momento en un estado de equilibrio, hallamos que en 
la practica, las relaciones obtenidas basandonos en esta hipotesis resultan apli- 
cables a transformaciones rapidas. Por ejemplo, al comprimir rapidamente el 
aire en una bomba de bicicleta, o cuando se consideran las fluctuaciones de 
la presion en una. onda sonora, podriamos dudar de la validez de la hipotesis 
de reversibilidad. Sin embargo, hallamos que estos dos procesos pueden descri- 
birse con gran precision como adiabaticos. En otras palabras, el equilibrio 
termodinamico de un gas se alcanza en un tiempo que es corto frente a los 
tiempos que suelen intervenir en muchos procesos en la practica. El tiempo 
necesario para establecer el equilibrio en un gas, o tiempo de relajacion, esta 
relacionado con el tiempo que transcurre entre choque y choque de las mo- 
leculas. Si en un gas se prod'ucen variaciones con una frecuencia que es del or- 
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den de la frecuencia de choque de las moleculas, fallara la hipotesis de equili- 
brio termodinamico. A1 principio de este apartado, se dio otro tipo de proceso 
irreversible en el que se consideraba un embolo que se movla hacia afuera 
con mayor rapidez que las moleculas. 

Cuando se dilata un gas, por ejemplo, a temperatura constante vemos que 
absorbe del medio que le rodea una cierta cantidad de calor y que el gas reaii- 
za trabajo. Si se invierte el sentido de la transformation de manera que se com- 
prima el gas siguiendo el mismo camino isotermico, hallamos que el gas cede 
al medio que le rodea una cantidad de calor igual a la anterior y que hay que 
efectuar sobre el gas el mismo trabajo que antes, con el fin de Uevar el gas a su 
estado inicial. En otras palabras, invirtiendo el camino volvemos a llevar al 
gas y al medio que le rodea a sus estados iniciales. Las transformaciones iso- 
termicas son, pues, reversibles, Aun cuando estas transformaciones reversibles 
son ideales (por ejemplo, se desprecia el rozamiento), juegan un papel muy 
importante en el estudio de la materia. Posteriormente, en el capitulo 19, in- 
sistiremos en la cuestion de la reversibilidad. 


Ejemplo. Calcular el trabajo realizado y el calor absorbido por p. moles de un 
gas perfecto monoatomico que se dilata desde un volumen V\ hasta un volumen 2Fj. 
La temperatura inicial del gas es T\. Consideraremos que las dilataciones tienen lugar 
(a) a presion constante, (b) a temperatura constante y (c) adiabaticamente. En la 
figura 17-10 pueden verse los tres caminos. 


iP 


'P = const 


‘X 


= nnnst. 


-dQ = 0 


Figura 17-10 


(a) La presion inicial esta dada por P\V\ — pRT\. El trabajo realizado por el gas 
en la expansion es Pi(Vz — V i) = P\V\. En consecuencia, el trabajo es 

W & •= fiRTi 

La temperatura se duplica en la expansion, con lo que la variacion de energla interna 
es A U a = fiC v (T 2 — T i) = / iC v T\. Como C„ = 3J?/2, obtenemos 

A C/ a = — lfifxRTi 


Ingard — 34 
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El calor absorbido por el gas es, pues, 


AQ* = W* + = &RT 1 = 2,5jaieri 

i 

Este ultimo resultado se podia haber obtenido directamente de AQ — ^Cp AT, don- 
de C p = C„ + R = 5RJ2. 

(b) En la expansion isot&mica la energfa interna del gas permanece constante. 
El trabajo realizado por el gas es 

rV 2 

W h = uRTi / ^ = (In 2)nRTi cn OWijlRTi 

JVi V 

y el calor absorbido por el gas tiene el mismo valor, 

AQb — Wb = (In 2)fiRT\ cn 0,69nRTi 

(c) En la transformacidn adiabatica tenemos dQ — 0. Para obtener la variatidn 
de energia interna, determinaremos la nueva temperatura Ti- Segtin la ecuacion (17-9a) 
tenemos T{V\~ l = T 2 V 2 ~ l V P or tant0 T 2 =(l/2) y ~ 1 Ti - (l/2) 2/3 Ti.La variacidn 
de energia interna es, pues, con C v = 3i?/2, 


AV e = pC v (T 2 - Ti) = -(1 - 2-"°)ixC v T 1 ~ —0,56^12^! 

La diminution de energia^ interna debe ser igual al trabajo realizado por el gas, 

W e « -AV e = 0,56/iSri 

Para obtener algunos valores numtiicos, consideremos un litro de helio a una tempera¬ 
tura inicial de 300° K. El numero de moles es 




- M j?) _L_ 

RTi ■ 0,082 • 300 


~ 0,081 mol 


Tenemos entonces (con Ren2 cal/mobgrado) 


tiRTi m 0,081« 2 • 300 a* 48,5 cal 

y habra que sustituir este valor en las expresiones anteriores del trabajo, energia in¬ 
terna y calor. 


17-4 Compresibilidad de un gas. El gas contenido en un recipiente se 
parece, en un aspecto, a un resorte. Si desplazamos el embolo de su position 
de equilibrio, segun se indica en la figura 17-11, por ejemplo, apretandolo hacia 
el interior del recipiente, al soltarlo rebotara y oscilara en tomo a la position 
de equilibrio. El gas del recipiente tiene «rigidez», al igual que un resorte, y 
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Fig. 17-11. La compresibilidad de un gas es k — — (1 /V)(dVfdP). 

suministra una fuerza restauradora al embolo. Es interesante determinar la 
«constatite del resorte» del gas contenido en el recipient o, lo que es equiva- 
lente, la compresibilidad del gas. En la figura 17-11 se indica la variacion de 
volumen dV que resulta cuando se incrementa en dP la presion exterior (y tam- 
bien la presion interior al recipiente). La variacion relativa de volumen es dVjV 
(en el caso representado, dV es negativa). La compresibilidad k se define como 
la variacion de volumen relativa por incremento de presion unitario, y se expre- 
sa formalmente por 


ldV 
V dP 


(17-10) 


La compresibilidad depende de la relacion entre la presion y el volumen 
durante la compresion. En una compresion isotermica tenemos PV = const y 
V dP 4- P dV — 0, lo cual significa que dVjV = — dPjP, o sea 


Ki = 


l 

P 


(isotermica) 


(17-11) 


Si la compresion es adiabatica, la relacion entre la presion y el volumen viene 
dada por PV y — const, con lo que V y dP + 7 V y ~ 1 P dV = 0 y> por tanto, 
la compresibilidad es 


_ J_ (adiabatica) 
7 P 


(17-12) 


En una compresion isotermica el calor saldra del recipiente que contiene al gas 
y la presion restauradora que proporciona el gas sera menor que en el caso 
adiabatico, en el cual la temperatura del gas puede aumentar. En el caso adia- 
batico, ia rigidez del gas es mayor y la compresibilidad menor, que en el caso 
isotermico. Para obtener condiciones adiabaticas, el recipiente del gas debera, 
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en principio, estar aislado termicamente. Sin embargo, se pueden obtener muy 
aproximadamente condiciones adiabaticas sin aislamiento termico si la com- 
presion tiene lugar con suficiente rapidez para que no haya tiempo para el in- 
tercambio de calor. (Desde luego, los cambios deben ser suficientemente lentos 
para que se mantenga el equilibrio termico en el interior del recipiente.) 


Ejemplo. Consideremos las oscilaciones 
mencionadas anteriormente. En la practica, 
este experimento podra realizarse facilmente 
con una bola de acero que encaje en el cuello 
de un frasco, en la forma indicada en la figura 
17-12. Si se desplaza la bola hacia arriba una 
distancia x, el vqlumen varia en A V — Ax, 
donde A es el area de la section del cuello. 
La variation de la presibn en el interior del 
frasco sera 


dP = 


dV 

Vk 


Ax 

Vk 



Fig. 17-12. Experimento sencillo 
para la determination de 7 = C p /C v . 


La fuerza restauradora que se ejerce so- 
bre la bola se halla dirigjda entonces hacia 

abajo y tiene por magnitud (1 /Vk)A 2 x, lo cual corresponde a una constante de re- 
sorte K = A 2 /Vk. El periodo de oscilacion de la bola es, pues, 


To = 2 7r 




donde m es la masa de la bola. En consecuencia, midiendo el periodo de oscilacion 
podemos determinar la compresibilidad k y si las condiciones son adiabaticas (/c = 
l /yP), podemos determinar el cociente y entre los calores especificos a presion cons¬ 
tante y a volumen constante. 


Problemas 


17-1. Hacemos referencia a la fi¬ 
gura 17-1 (a). Demostrar que la per- 
dida aparente de energia en este choque 
es mV 2 l4. 

17-2. Realizar un analisis similar- al 
presentado en el apartado 17-2 para 
determinar la relacion entre energia in- 
interna y trabajo realizado en la expan¬ 
sion de un gas perfecto, pero conside- 
rando ahora una compresion del gas. De¬ 


mostrar que el trabajo realizado sobre 
el gas aparece como incremento de la 
energia interna. 

17-3. Imaginar un experimento en el 
cual el estado de un gas real sufra una 
transformacion cerrada. En este ciclo, 
el gas fejerce interaccion tSrmica con 
el medio que lo rodea y realiza tambien 
un trabajo. A partir de este experimento, 
icomo verificariamos que la energia in- 
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terna del gas es una funcion de es- 
tado ? 

17-4. La energla interna esta univo- 
camente determinada por el estado de 
un gas. (,Es cierto el reciproco, es decir, 
que un estado se halla univocamente de- 
terminado por la energia interna? Ex- 
pliquese. 

17-5. Expliquese cualitativamente por 
que el calor especifico de un gas a vo- 
lumen constante es menor que el calor 
especifico a presion constante. 

17-6. Un mol de un gas perfecto 
monoatomico se dilata a la presion cons¬ 
tante P\ desde un volumen V\ hasta un 
volumen 2V\. (.Hasta que volumen de- 
beria dilatarse isotermicamente un gas 
exactamente igual a partir del mismo es¬ 
tado inicial (a) para realizar el mismo tra- 
bajo, y (b) para absorber ia misma canti- 
dad de calor que en la transformation 
isobarica? 

17-7. Las cataratas del Niagara tienen 
una altura de unos 50 m. iQue eleva¬ 
tion aproximada de temperatura puede 
esperarse para el agua en la parte in¬ 
ferior? 

17-8. Dernostrar que en una trans¬ 
formacion adiabatica, la relation entre 
temperatura y volumen .viene dada por 
TV y ~ 1 = const. 

17-9. Un cilindro contiene un mol 
de un gas diatomico. Un extremo del re- 
cipiente esta cerrado por un embolo 
movil de area A y masa m. Cuando el ci¬ 
lindro descansa sobre su generatriz, el 
embolo toma una posicion de equilibrio 
tal que el volumen del gas encerrado 
es V. El cilindro esta aislado termica- 
mente del medio que le rodea. (a) i,Cual 
sera la nueva posicion de equilibrio del 
embolo si se gira el cilindro de manera 
que el embolo quede arriba, compri- 
miendo el gas? (b) £Gual sera la posicion 
de equilibrio del bmbolo si se gira el ci¬ 


lindro de manera que aquel quede abajo ? 
(c) iCual es el trabajo realizado por la 
gravedad en (a) y (b), y cuales son las 
nuevas temperaturas del gas? Sea T la 
temperatura inicial del gas. 

17-10. Deducir una relacibn que de 
la presion en funcion de la temperatura 
de un gas perfecto durante una transfor¬ 
macion adiabatica. 

17-11. Un mol de helio a 0° C y 1 
atm de presion se comprime adiabatica- 
mente hasta 5 atm y luego se enfria hasta 
0° C a volumen constante. £Cual es la 
presion final? 

17-12. Un gas consistente en 10 g 
de argon se halla inicialmente a 3 atm de 
presion y 300° K. Sufre una transforma¬ 
cion y finalmente se halla a una presion 
de 1 atm y a 600° K. Hallar el trabajo 
realizado, el calor absorbido y la varia¬ 
tion de energla irtterna para las siguien- 
tes transformaciones, todas las cuales 
pueden llevar el gas de su estado inicial 
a su estado final: (a) Presion constante, 
volumen constante. (b) Volumen cons¬ 
tante, presion constante. (c) Temperatura 
constante, presion constante. (d) Volu- 
men constante, temperatura. constante. 

17-13. <,Cuantas calorlas se necesitan 
para calentar un litro de helio de 50° C 
a 60° C a la presibn constante de 1 atm ? 
Realizar el mismo calculo para un litro 
de oxlgeno. 

17-14, Un recipiente de volumen V 
se divide en dos mitades mediante un 
embolo hermbtico, en la forma indicada 
en la figura 17-13. Las dos partes con- 
tienen 1 mol de helio y 1 mol de oxigeno, 
respectivamente. (a) iQ ue fuerza se pre- 
cisa para mantener en equilibrio el em¬ 
bolo si las temperaturas de los dos gases 
son iguales a T? (b) Se desplaza ahora 
el embolo hasta que se comprime el oxi¬ 
geno hasta la mitad de su Yolumen ini¬ 
cial. iCual sera la fuerza que se requiere 
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ahora para mantener el 6mbolo en equi- 
librio, si para los dos gases se suponen 
adiabaticas las transformaciones ? El Area 
de la superficie del Ambolo es A. ^CuAl 
es el cociente entre las temperaturas 
finales de los dos gases? (c) En (b), icual 
es el trabajo total realizado por la fuerza 
exterior sobre el Ambolo? (d) A causa del 
flujo calorlfico a travAs del 6mbolo (se 
supone que el recipiente estA tArmica- 
mente aislado), las temperaturas de los 


dos gases llegan a igualarse. iCuAl serA 
el valor de esta temperatura y cuAl es la 
nueva fuerza requerida para mantener 
el Ambolo en equilibrio? 

17-15. Hacemos referencia a la figura 
17-13 y al problema 17-14. El 6mbolo, 
de masa m, se desplaza un poco y luego 
se suelta. iCuAl serA la frecuencia de os- 
cilacidn si en ambos gases (a) las cpn- 
diciones son adiabAticas ? (b) las condicio- 
nes son isotArmicas? 


i : He II Oj 

I 

I v/t 


I 


7/2 





F 


Figura 17-13 





CAPfTULO 18 

ALGUNAS PROPIEDADES DE LA MATERIA 


Resumen. Ahora que nos hemos familiarizado un tanto con los 
atomos y moldculas y con su movimiento, estudiaremos en este capf- 
tulo ciertas propiedades especfficas de la materia que, segiin veremps, 
pueden relacionarse con las fuerzas de interaction entre las moldculas 
y atomos de la materia. Empezaremos con un estudio de los gases y • 
liquidos y la transition de aqutilos a estos (condensacidn), y compa- 
raremos los resultados experimentales con la ecuacion de estado de 
van der Waals. A continuation. se estudia brevemente la vaporizacidn, 
fenomeno inverso de la condensacidn. Luego se describen algunas 
propiedades elasticas de los solidos y las fuerzas intermoleculares co- 
rrespondientes. Elio conduce a una estimation de las frecuencias ca- 
racteristicas de las vibraciones moleculares. Se interpreta entonces el 
calor especifico de los solidos con ayuda de la energia de las vibraciones 
moleculares. Por ultimo, se menciona la relation existente entre la dila¬ 
tation termica y la vibracidn molecular. 

En el capitulo primero se dijo que la Flsica contiene dos tipos fundamen- 
tales de problemas: el problema referente a interacciones fundamentales (in- 
teracciones de dos cuerpos) y el problema referente a la descripciott de las pro¬ 
piedades macroscopicas de la materia en funcion de sus constituyentes elemen- 
tales (interacciones entre muchas particulasj. La descripcion de las propiedades 
de la materia se ha limitado principalmente a los gases perfectos y se han 
descrito mediante la teoria cinetica. Si quisieramos detallar mucho mas ten- 
drlamos que introducir, por ejemplo, la dependencia entre las fuerzas inter¬ 
moleculares y la separacion de las moleculas, etc., y ello nos haria salir del 
ambito que nos hemos fijado. No obstante, conocemos ciertos fenomenos y 
propiedades de la materia que ponen de manifiesto en forma bien patente los 
efectos de las fuerzas intermoleculares y aun cuando no estudiemos aqui cuan- 
titativamente estos efectos, podremos presentar, al menos, una descripcion 
molecular cualitativa. 

18-1 Expansion libre de un gas. Efecto Joule-Thomson. Ed la deduccion 
de la ecuacion de estado de un gas perfecto se hicieron dos hipotesis importan¬ 
ces: se suponia que las moleculas eran de un tamano despreciable y se suponla 
que su energia era puramente cinetica. No se incluia la energia potencial resul- 
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Fig. 18-1. Experimento de expansion libre 

tante de las fuerzas intermolecuiares. Entonces, segun la teoria cinetica, la ener- 
gia interna del gas estaba totalmente determinada por el numero de molecu- 
las N del gas y por la energia cinetica media de las moleculas. La energia inter¬ 
na solo depende de la temperatura del gas y no de su volumen. 

La comprobacion experimental de la independencia entre la energia interna 
y el volumen la proporciona la expansion libre de un gas. Este experimento, 
realizado primeramente por Gay-Lussac y posteriormente por Joule, es el re- 
presentado en la figura 18-1. Mediante ufla valvula V se conecta un frasco A 
que contiene un gas con un frasco B en el que se ha practicado el vacio. El siste- 
ma total se sumerge en un calorimetro lleno de agua y aislado termicamente del 
exterior. A1 abrir la valvula, el gas se precipita en el deposito vacio (expansion 
libre) de manera que, una vez alcafizado el equilibrio, las presiones en ambos 
frascos seran iguales. Si en esta expansion libre absorbiera o desprendiera el 
gas alguna energia, se alteraria la temperatura del agua del bano. Como Gay- 
Lussac y Joule no observaron variation alguna de la temperatura, sacaron 
la conclusion de que el gas ni absorbia ni cedia calor. Como en la expansion 
libre el gas no realiza trabajo alguno contra fuerzas exteriores, Gay-Lussac y 
Joule indicaron que la energia interna del, gas era independiente del volumen, 
en corcondancia con la teoria cinetica para el caso de un gas perfecto. 

No obstante, experimentos posteriores de mayor sensibilidad demostraron 
que existe un intercambio de calor, si bien es demasiado pequeno para poderlo 
percibir en experimentos del tipo realizado por Gay-Lussac y Joule (los bano$ 
utilizados en sus experimentos tenian capacidades calorificas demasiado grandes).' 
En otras palabras, la energia interna de un gas depende algo de su volumen. Si 
se mantiene constante la temperatura de un gas, en la mayoria de ellos se ve 
que la energia interna crece con el volumen. Analogamente, en la expansion 
libre no permanece constante la temperatura de un gas aislado termicamente, 
sino que disminuye. 


Otro experimento analogo, muy conocido, es el experimento de Joule-Thomson. 
Este experimento, representado en la figura 18-2, es una modification del experimento 
de la expansion libre. El gas no se dilata ahora hacia una camara vacia, sino hacia 
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Tabique poroso 


"A 




Pared aislada termicamente 




Fig. 18-2. Cuando se obliga al gas a la izquierda del tabique poroso a atravesar 
este, se le lleva a una presion Pz y a ocupar un volumen mayor Vz- Esta expansion origi- 
na una disminucion de la temperatura. 


una camara a presion constante Pz- Esta camara esta separada de otra camara a presion 
elevada mediante un tabique poroso a traves del cual circula el gas. En principio, las 
presiones a ambos lados del tabique se pueden mantener constantes mediante em- 
bolos, segun se indica en la figura. 

El analisis de este experimento no lo vamos a realizar aqui, pero diremos que pone 
de manifiesto que si el gas fuera ideal no habria variation de temperatura en el tran- 
sito de una a otra presion. En cambio, la experiencia indica una variacion apreciable 
de la temperatura (disminucion para la mayoria de los gases). Por ejemplo, cuando 
aire a la presion de 50 atm y temperatura de 20° C pasa a la presion de 1 atm, en el 
experimento descrito, su temperatura disminuye 11,7° C. La variacion observada de 
la temperatura puede relacionarse con el hecho de depender la energia interna de la 
presion y el volumen. 

El proceso descrito tiene una gran importancia practica en la licuefaccion de los 
gases. El gas a licuar se halla en un sistema cerrado. Despues de haberlo enfriado por 
el proceso anterior, se le lleva a enfriar al gas que aun no ha sufrido dicho proceso 
y por medio de este proceso regenerativo llega a alcanzar temperaturas tan bajas que 
se puede licuar. Este procedimiento se debe a Linde y Hampson (1895) y se ha empleado 
mucho para licuar el aire. 

i,Como' podemos comprender, por razonamientos cineticos, la disminucion 
de temperatura en la expansion libre de un gas? Si consideramos la energia 
interna de las moleculas como energia cinetica solamente, no sera posible, des- 
de luego, interpretar dicho enfriamiento. En cambio, si suponemos que entre 
las moleculas se ejercen fuerzas atractivas que disminuyan continuamente al 
aumentar la distancia, las moleculas tendran energia potencial ademas de ci¬ 
netica. Como al dilatarse el gas aumenta la separacion entre las moleculas, 
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estas deberan veneer sus fuerzas mutuamente atractivas y perderan energia 
cinetica durante el proceso (pero ganaran, claro esta, una cantidad igual de 
energia potencial). Cuando disminuye la energia cinetica, lo mismo ocurre con 
la temperatura. Desde este punto de vista, el enfriamiento en la expansion libre 
de un gas es un resultado directo de .las fuerzas atractivas intermoleculares. 

Ademas del experimento de expansion libre, existen otras muchas propie- 
dades de la materia que ponen de manifiesto la atraccion entre moleculas, en 
forma atin mas directa. El hecho de que las moleculas de un solido se mantie- 
nen en posiciones medias fijas unas respecto a otras y que se requiera una fuer- 
za considerable para separarlas, constituye la demostracion mas evidente de 
la accion de las fuerzas intermoleculares. 

La influencia de las fuerzas atractivas intermoleculares depende de las mag¬ 
nitudes relativas de las energias medias cinetica y potencial de las moleculas; 
cuanto mas elevada sea la temperatura y menor la presion (o densidad), tanto 
menor sera la importancia de las fuerzas moleculares y tanto mejor podra des- 
cribirse como de gas perfecto el comportamiento de un gas real. En cambio, 
si se enfria el gas por debajo de una cierta temperatura, con lo que la energia 
cinetica resulta insignificante, la atraccion molecular tendera a agrupar. las 
moleculas. Esto se halla de acuerdo con el comportamiento de un gas real, ya 
que sabemos que a temperaturas suficientemente bajas y presiones suficiente- 
mente elevadas se condensa pasando a liquido. En los apartados siguientes 
discutireirtos algunos estudios experimentales de las relaciones entre la presion, 
el volumen y la temperatura de un gas y veremos como se pueden interpretar 
los efectos de las fuerzas moleculares y los tamanos finitos de las moleculas 
mediante una modificacion de la ecuacion de estado de los gases perfectos. 

18-2 Estudio experimental de un gas real. Los estudios experimentales 
que vamos a tratar se refieren a la relacion entre la presion y el volumen de un 
gas a temperatura constante. Estos experimentos son extensiones del experi¬ 
mento original de Boyle (apart. 16-3) a un dominio mas amplio de presiones 
y temperaturas. En la figura 18-3 se ha representado esquematicamente una 
manera sencilla de obtener presiones .elevadas. En este experimento, el gas en 
estudio se halla encerrado en un tubo de vidrio A cerrado por su extremo su¬ 
perior y abierto por el otro. La parte abierta se sumerge en una camara de agua 
en la cual se pueden desarrollar presiones muy elevadas mediante un tomillo, 
segtin se indica. Se separa el gas del agua mediante una gota de mercurio. Evi- 
dentemente, la relacion entre la presion y el volumen de este gas se puede com- 
parar con la de un gas de referenda, por ejemplo, aire, agregando un segundo 
tubo de prueba con el gas de referenda en comunicaciqn con la camara de alta 
presion. Se comprimen ahora los gases a temperatura cbnstante y se determinan 
los valores correspondientes del volumen y la presion. 



539 


ESTUDIO EXPERIMENTAL DE UN GAS REAL 




Fig. 18-3. Experimento de com- Fig. 18-4. Isotermas medidas del 

presion isotermica de un gas. dioxido de carbono. , 


En la figura 18-4 puede verse un resultado tipo de esta clase de experimento, 
en el cual figuran las isotermas para el dioxido de carbono y para el aire. A tem- 
peraturas elevadas, las isotermas del aire casi coinciden con las curvas previs¬ 
tas por la teoria de los gases perfectos, mientras que el dioxido de carbono pre- 
senta divergencias considerables, en particular a temperaturas bajas. Por ejem- 
plo, a la temperatura de 10°C y presion de unas 45 atm (punto B de fig. 18-4), 
el dioxido de carbono empieza a licuarse y parte del volumen del tubo es ocupa- 
do por liquido. Para disminuir aun mas el. volumen no se precisa ningun aumen- 
to de presion y la isoterma sera una recta horizontal en el diagrama P-V. En 
el intervalo entre B y C puede observarse en el interior del tubo una superfi- 
cie de separation entre el dioxido de carbono liquido y el gaseoso, pero al apro- 
ximarnos a Ccada vez hay mas volumen ocupado por el liquido y en C todo 
el volumen disponible esta ocupado por el liquido. Para hacer disminuir aun 
mas el volumen habra que comprimir el dioxido de carbono liquido; dicha 
cfcmpresion exige presiones muy elevadas y la isoterma se transforrfta de una 
recta horizontal en una curva casi vertical. 

Las isotermas presentan todas el mismo comportamiento general a tempera¬ 
turas elevadas y todas contienen un tramo horizontal cuando estan presented 
simultaneamente gas y liquido. Sin embargo, este tramo se acorta al aumentar 
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la temperatura, hasta que a una temperatura de 31°C degenera en un punto 
en el cual los volumenes del dioxido de carbono gaseoso y Uquido son iguales. 
Las isotermas correspondientes a temperaturas superiores a 31°C no presen- 
tan tramo horizontal. El dioxido de carbono permanece en forma gaseosa cual- 
quiera que sea su presion; ya no puede licuarse por compresion isotermica. 
A temperaturas suficientemente elevadas, por ejemplo, por encima de los 80°C, 
las isotermas son muy parecidas a las de los gases perfectos. 


Tabla 18-1. Temperaturas, presiones y volOmenes especificos crIticos 

DE ALGUNOS GASES CONOCIDOS 


Gas 

Temperatura 
critica T c , 

°C 

Presion 
critica P c , 
atm 

Volumen 
especifico v c , 
cm 2 fg 

Helio 

-267,9 

2,25 

15,4 

Hidrogeno 

-239,9 

12,8 

32,2 

Argon 

-122,4 

48 

1,88 

Oxlgeno 

-118,8 

49,7 

2,32 

Nitrogeno 

-147,1 

! 33,5 

3,21 

Dioxido de carbono 

31 i 

72,8 

2,17 

Amom'aco 

132,2 i 

112,3 

4^4 

Agua 

374,2 j 

218 


Mercuric 

.1460 

1 

1040 

-V- - 


Las isotermas del dioxido de carbono quedan, pues, divididas en dos grupos 
por la isoterma de 31°. A esta se le da el nombre de isoterma critica y a la tem¬ 
peratura correspondiente, el dejemperatura cT/7/cG..-La-presi6n.correspo^ndieQte 
al punto P de la figura 18-4,-en que ej. volumen del gas~es igual al del liquids^ 
recibe el nombre de punto crifico y a la presion correspondiente se le llama pre- 
sion critica. 

Los resultados que hemos presentado se refieren a un gas en particular, 
cual es el dioxido de carbono. Sin embargo, para todos los gases se obtienen 
isotermas analogas, siendo la diferencia esencial que cada gas tiene sus tempera¬ 
tura y presion crlticas particulars. En la tabla 18-1 se cOnsignan las tempera¬ 
turas criticas, las presiones crlticas y los correspondientes volumenes especi¬ 
ficos (volumen por gramo) crIticos de algunos gases comunes. 

Mas alia de la temperatura critica, la celeridad de una molecula es demasiado 
grande para que pueda convertirse en un bianco que quede captado permanen- 
temente en el campo de fue'rzas de otra molecula vecina, incluso en el caso en 
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que la presion del gas sea muy grande y la distancia media entre moleculas com- 
parativamente pequena. 

Despues de esta revista de los hechos experimentales acerca de la ecuacion 
de estado de los gases, pasaremos a estudiar una ecuacion de estado que inten- 
ta tener en cuenta las fuerzas interrnoleculares asi como el tamano finito de 
las moleculas. 

18-3 Ecuacion de estado de van der Waals. En 1873, el flsico holandes 
Johannes van der Waals (1837-1923) propuso en su tesis doctoral una ecua¬ 
cion de estado para los gases en la que se tenia en cuenta no solo las fuerzas 
interrnoleculares sino tambien el tamano de las moleculas. Podemos compren- 
der la esencia de dicha ecuacion de estado con ayuda de los' siguientes razona- 
mientos. 

En la ecuacion de estado de los gases perfectos, PV = RT, que obtuvimos 
basandonos en la teoria cinetica, despreciabamos el volumen propio de las 
moleculas y, por tanto, en esta ecuacion, V es el volumen por el cual pueden 
moverse libremente dichas moleculas. En este modelo sencillo, V podrla ser 
nulo. Si ahora quisieramos tener en cuenta el volumen propio de las molecu¬ 
las, el volumen de que dispondrian para moverse por el ya no seria V sino otro 
menor V — b , donde b es una medida del volumen que ocupan por si mismas 
las moleculas. Podemos, pues, esperar que para tener en cuenta el volumen 
propio de las moleculas debamos sustituir V por V — b en esta ecuacion de 
estado. 

Ademas de esta correccion del volumen, tambien debera haber una correc¬ 
tion de la presion. Esta correccion se debe a las fuerzas interrnoleculares. En 
el interior de un gas, la fuerza que sobre una moiecuia ejercen las que la rodean 
es, por termino medio, nula y no influira sobre el movimiento medio de la mo¬ 
iecuia. En cambio, cuando una moiecuia se halle en las proximidades de los li¬ 
mites del gas se hallara atraida hacia el interior, ya que al otro lado del limite 
no hay moleculas que puedan atraerla. 

Esta atraccion hacia el interior ejercida sobre las moleculas que se hallan 
en los limites es normal a la superficie de contorno (la traccion a lo largo del 
contorno en un sentido siempre estara compensada por una traccion igual y 
de sentido contrario) y equivale a una presion ejercida por una pared (imaginaria). 
En otras palabras, las moleculas procedentes del interior del gas que se dirigen 
hacia los limites, reciben una cantidad de movimiento hacia el interior del gas. 

Por tanto, por lo que respecta al movimiento de las moleculas, el efecto 
de las fuerzas interrnoleculares puede describirse con ayuda de una presion 
equivalente que representaremos por <5. Ademas de esta cesion de cantidad 
de movimiento, existe tambien otra cesion de cantidad de movimiento por parte 
de la pared verdadera que limita al gas. Esta cesion de cantidad de movimiento 
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es lo que medimos como presion P del gas. Asi pues, podemos esperar que el 
movimiento de las moleculas en el interior de un gas real cuya presion es P, sea 
igual al movimiento en un gas perfecto a la presion P + d. En resumen, pues, 
esperamos que el gas real de volumen-K-y-presidn P se comporte como gas per¬ 
fecto de volumen V — by presion P + <5 y la relacion entre P y V vendria, por 
taiito, dada por 


(P + a) (7 - b) = RT (18-D 

La presion adicional 8 se puede relacionar con el volumen del gas de la mane- 
ra siguiente. La fuerza intermolecular eficaz que se ejerce hacia el interior sobre 
una molecula muy proxima a los limites es proporcional al numero de mole¬ 
culas por unidad de volumen del gas; es decir,/ = cons t^-La presion adicional 
eficaz es proporcional al-producto de la fuerzaTeficaz sobre una molecula por 
el numero de moleculas por unidad de superficie. Con la expresion «numero 
de moleculas por unidad de superficie» queremos significar numero por unidad 
de area' dentro .de una distancia al contomo muy pequena, numero que tambien 
es proporcional a n. En otras palabras, la presion adicional originada por las 
fuerzas atractivas intermoleculares es proporcional an 2 , 8 ~const* n. 1 Si in- 
troducimos la expresion n = NjV, obtenemos 



donde a es una constante. Si sustituimos esta expresion de <5 en la ecuacion 
(18-1), obtenemos la ecuacion de estado de van der Waals, 


(* + £)<*-*>- RT 


que puede escribirse en la forma 

P = 


RT 
V - b 


a 

72 


(18-2) 

(18-3) 


Si temperatura y volumen son suficientemente grandes, vemos que la ecuacion 
(18-3) se reduce, pasando al limite, a la ley de los gases perfectos. 

Las isotermas obtenidas de la ecuacion de van der Waals tienen el siguiente 
caracter general (fig. 18-5). A temperaturas elevadas, las isotermas son muy 
parecidas a las de los gases perfectos. A temperatures bajas, las isotermas de 
van der Waals difieren de las de los gases perfectos de manera en todo analoga 
a como lo hacen las curvas experimentales de la figuVa 18-4. Al disminuir aun 
mds la temperatura, hallamos que en una region determinada la pendiente cam- 
bia de signo y cada isoterma presenta un mdximo y un minimo; en consecuencia. 
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a cada valor de la presion corresponderian tres valores posibles para el volumen 
(la ecuacion de van der Waals es de tercer grado en V). Este resultado no es 
real, pero a pesar de todo prbporciona una interpretation interesante, segun 
veremos despues. La region que contiene los maximos y mlnimos coFresponde 
a la region de isotermas horizontales de la figura 18-4. Los maximos y minimos 
de las isotermas se van aproximando mas y mas a medida que aumenta la tem- 
peratura, hasta confundirse en un punto. Este punto corresponde al punto cri- 
tico estudiado en el apartado anterior e indicado en la figura 18-4. 

En este punto crltico la isoterma es horizontal y, ademas, es un punto de 
inflexion de la curva. Las constantes a y b de la ecuacion de van der Waals 
se pueden expresar facilmente en funcion del volumen V e% la presion P c y la 
temperatura T c correspondientes a dicho punto critico haeiendo iguales l cero 
dPjdV y d 2 P/dV 2 ( prob. 18-2). Obtenemos entonces 



{ 

(0.128 litres) V / V e 


Fig. 18-5. Isotermas de van der Waals. Los ndmeros entre parentesis se refieren 
al dioxido de carbono. (Compirese con fig. 18-4). 
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relation entre presion, volumen y temperatura en el punto crltico es 

PcYc = f RT C (18-4a) 

que representa una divergencia considerable respecto a la ley de los gases 
perfectos. En el punto crltico, la ley de los gases perfectos habrla predicho 
una presion P = RT C /V C , que es 8/3 = 2,7 veces la presion de van der 
Waals. 

Con los datos de la tabla 18-1, podemos ahora estimar los valores de las cons- 
tantes a y b para diversos gases. Por ejemplo, para el dioxido de carbono tene- 
mosP c =72,8 atm y T c =31,0°C (304°K); los valores correspondientes de a y 
b, segun la ecuacion (18-4) resultan ser a ~ 3,5 atmditro 2 y b ~ 0,042 litros. 
Ambos valores se refieren a un mol de gas. Si empleamos en la ecuacion de van 
der Waals estos valores numericos, obtenemos las isotermas del dioxido de 
carbono indicadas en la figura 18-5. Comparemos estas con las curvas experi- 
mentales de la figura 18-4. Segun puede verse, la concordancia es totalmente 
satisfactoria, al menos cualitativamente, para temperaturas superiores a la cri- 
tica. En cambio, por debajo de esta temperatura tenemos una region en la cual 
la presion aumenta al aumentar el volumen. 

Estudiemos esta region algo mas detalladamente. Si partimos de volumenes 
muy grandes y comprimimos el gas, la presion crece continuamente hasta al- 
canzar el punto Pi de la figura 18-6. La experiencia nos indica que en este punto 
el gas empieza a condensarse y la isoterma experimental se hace horizontal. 
En cambio, la isoterma de van der Waals indica que prosigue el aumento de 
la presion al continuar comprimiendo el gas, hasta alcanzar el punto P 2 . Aun 
cuando la ecuacion de van der Waals no sirve para describir el comportamiento 
del gas en esta region, no por ello pierde por completo su significado flsico. 
Sabemos que un gas o vapor puede estar «sobresaturado» en un estado estable, 
en el cual la presion crece efectivamente al ir disminuyendo el volumen. La 
portion P\ Pi de la curva de van der Waals puede interpretarse que represen¬ 
ta un gas sobresaturado o sobreenfriado (los valores de P y V de la region 
P\ P 2 corresponden a isotermas de temperatura mas elevada). Un vapor o gas 
sobreenfriado es inestable y puede condensarse a causa, por ejemplo, de sacu- 
didas mecanicas. Analogamente, la region P3P4 puede interpretarse que re¬ 
presenta un llquido sobrecalentado (inestable), ya que los estados del tramo 
P3P4 pertenecen en realidad a isotermas de temperaturas inferiores. La region 
intermedia P 2 P 3) de la ecuacion de van der Waals representa claramente una 
condition muy inestable, ya que la presion disminuye al disminuir el volumen. 
Una situacion de ese tipo llevar.ia a un colapso del gas. 

Aun cuando la ecuacion de van der Waals no constituye, ciertamente, 
una description completa de la ecuacion de estado de un gas, contiene muchos 
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Fig. 18-6. Comparacion entre las isotermas experimental y de van der Waals 
para el dioxido de carbono. 

de los atributos esenciales inherentes al comportamiento de un gas real, espe- 
cialmente si se interpreta de la manera descrita la region por debajo de la tem- 
peratura crltica. Supongamos que queremos trazar la porcion horizontal de la 
isoterma de la figura 18-6, partiendo de la ecuacion de van der Waals. Desde 
luego, sera necesario saber cuando se hace inestable el gas, es decir, conocer 
la posicion del punto Pi. La ecuacion de van der Waals no da explicitamente 
esta posicion, pero a partir de un analisis ulterior de las condiciones de equili- 
brio de un sistema termodinamico puede demostrarse que la porcion horizon¬ 
tal de la isoterma debe situarse de manera que sean iguales las dos areas limita- 
das por esta recta horizontal y la isoterma de van der Waals, segun se indica 
en la figura. 

Mucho de lo que hemos dicho acerca de la ecuacion de van der Waals 
se refiere a un gas en particular. Sin embargo, la discusion es igualmente apli- 
cable a un gas cualquiera. En efecto, si se mide la presion en funcion de la pre- 
sion crltica y si se miden el volumen y la temperatura en funcion de los valores 
crlticos, las isotermas de van der Waals resultan ser las mismas para todos los 
gases, Podemos ver esto inmediatamente sustituyendo los valores a y b de las 
ecuaciones (18-4) en la ecuacion de van der Waals. Obtendremos entonces 

(?, + fi) ( V ' - « = PV (18-5) 

dondeP r = P/P c , V r = V/V c ,yT r = T/T c son los llamados valores reducidos 
de la presion, del volumen y de la temperatura. Segun la ecuacion (18-5), si 
dos gases diferentes tienen iguales temperaturas reducidas e iguales volumenes 
reducidos, tambien deberan tener presiones reducidas iguales. A esta corres¬ 
pondence se la conoce con el nombre de ley de los estados correspondientes. 
Las isotermas que corresponden a la ecuacion normalizada de van der Waals 
(18-5) son las representadas en la figura 18-5. 


Ingard •— 35 
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Ejemplo. Segun la ecuacion de van der Waals, icual es la presidn de un mol de 
oxigeno a una temperatura doble que la critica y a un volumen igual al volumen 
critico ? 

Con T = 2 T c (es decir, T r = 2) y V = V c (es decir, V r = 1), de la ecuacion (18-5) 
obtenemos P r = 5 (es decir, P = 5 P c ). En la tabla 18-1 encontramos que la presidn 
critica del oxigeno es P e = 49,7 atm y la presidn P es, piies, P = 5P e = 248,5 atm. 

Si intentaramos calcular la presion basandonos en la ecuacion de los gases perfec- 
tos, tomariamos de la Tabla 18-1 el volumen critico 2,32 cm 3 /g (en consecuencia 
2,32 • 32 cm 3 ~J^Jitros para un mol) y la temperatura critica — 118,8°C (154,4°K). 
Por tanto, con 7 V = 2 T c =■ 308,8° K, obtenemos 


OAO Q 

P - 0,082-^1^ 340 atm 

Segun vemos, incluso a temperaturas ordinarias, existe una gran diferencia entre la 
ecuacidn de los gases perfectos y la ecuacion de van der Waals cuando las presiones 
son. del orden de centenares de atmosferas. 

18-4 Vaporizacion. En el apartado anterior se indico que al comprimir 
un gas a una temperatura constante que sea inferior a la temperatura critica, 
se llega a alcanzar un punto en el cual el gas empieza a licuarse (condensarse). 
Vamos a extender esta observation de la condensation al fenomeno inverso 
llamado vaporizacidn. 

En el proceso de la condensacion isotermica, partiamos de un cierto numero 
de moleculas gaseosas y disminulamos el volumen. A consecuencia de ello dis- 
minula la separation de las moleculas hasta alcanzar un valor caracteristico 
determinado tal que las fuerzas intermoleculares pudieran juntar las moleculas 
dando origen al estado liquido. Al condensarse parte de las moleculas, aumen- 
taba la separacion media entre las moleculas restantes (si se mantenia constan¬ 
te el volumen). Se detenia entonces la condensacion, a menos que se siguiera 
disminuyendo el volumen de manera que se restableciera la separacion critica 
entre las moleculas. No era posible superar esta compresion critica del gas, 
porque mientras existia la tendencia a aumentar la presion "del gas pasaba una 
cierta cantidad de moleculas a la forma liquida. Entonces, al disminuir el volu¬ 
men disminuia el numero de moleculas del gas contenido en el recipiente (au- 
mentando en la misma cantidad el numero de moleculas del liquido), pero el 
numero de moleculas del gas por unidad de volumen y en consecuencia la presion, 
permanecian invariables durante todO el proceso de condensacion isotermica. 

El proceso de condensacion es reversible. Si en-vez de disminuir el volumen 
para obligar a pasar mas moleculas al estado liquido, incrementamos el vdlu- 
men, la separacion media de las moleculas del gas que se halla sobre el liquido 
aumentard superando la separaciort critica de condensacidn. Se detiene enton¬ 
ces la condensacion y ademas se invierte el proceso; saldran moleculas del li- 
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quido hasta que se restablezca la presion del gas. A este proceso inverso se le 
da el nombre de vaporization. La vaporization de un llquido proseguira hasta 
que la presion del vapor alcance el valor de equilibrio estudiado anteriormente 
(correspondiente a las isotermas horizontales de la fig. 18-4). A esta presion 
de equilibrio se le llama presion de vapor saturante. Una vez estaBlecida esta, 
existe equilibrio entre los estados llquido y gaseoso. Desde un punto de vista 
molecular, este estado de equilibrio se puede considerar como una situacidn 
en la cual la velocidad de condensation es igual a la de vaporization: el mismo 
numero de moleculas atraviesan la superficie de separation en un sentido que 
en otro. 

Cuando escapa una molecula de un llquido, su energla cinetica disminuye 
a causa de que las fuerzas intermoleculares del llquido realizan un trabajo (ne- 
gativo) sobre la molecula que escapa. Si la energla cinetica de fa molecula fuera 
demasiado pequena, esta no podrla escapar. A1 aumentar la temperatura, au- 
mentara el numero de moleculas rapidas en el llquido y, por tanto, se hara ma¬ 
yor el numero de las que pueden superar la barrera de potencial creada por las 
fuerzas intermoleculares. Por tanto, la presion de vapor saturante crecera con 
la temperatura. La manera en que la presion de vapor saturante depende de la 
temperatura varla de un gas (llquido) a otro. Esta dependencia de la temperatu¬ 
ra puede determinarse directamente a partir de las porciones horizontales de 
las.isotermas, segun ya se vio en la figura 18-4 para el dioxido de carbono. 

La presion de vapor saturante puede medirse de manera directa y sencilla, 
como se indica esquematicamente en la figura 18-7. El dispositivo es el mismo 
que el del experimento de Torricelli (cap. 16). Se sumerge en una cubeta con 
mercurio el extremo abierto de un tubo de ensayo lleno de mercurio y cuando 
la columna barometrica se ajusta a la altura correspondiente a la presion ex¬ 
terior, en la parte superior del tubo se forma un vacio. Si por la parte inferior 
del tubo se introduce un llquido, subira hasta colocarse sobre el mercurio. En- 
tonces se vaporizara hasta que se alcance la presion de vapor saturante. A con- 


Vaclo Con vapor 



Fig. 18-7. Medida de la presion de vapor saturante con el tubo de Torricelli. 





548 


ALGUNAS PROPIEDADES DE LA MATERIA 


secuencia de ello disminuira la altura de la columna de mercurio y midiendo 
esta disminucion podremos determinar la presion del yapor saturante. 

Es de especial interes la presion del vapor de agua saturante; en la tabla 
18-2 se consigna su valor a diferentes temperaturas. 


Tabla 18-2. Presion del vapor de agua 


Temperatura , 

°C 

Presion de vapor saturante, 
mm Hg 

0 

4,6 

20 

17,5 

40 

55,3 

60 

149,4 

80 

355,1 ' 

100 

760 

200 

11.665 


La presion de vapor saturante de un liquido presenta la caracteristica im-; 
portante de ser independiente de la presencia de otros gases sobre el liquido 
(suponemos que no tienen lugar reacciones quimicas). Por ejemplo, la presion 
de vapor saturante del agua es la misma tanto si sobre la superficie libre del agua 
hay aire como si no lo hay. La presion total del gas sobre el liquido sera, pues, 
la suma de la presion de vapor del liquido mas las presiones parciales de los 
gases presentes. 

Ejemplo. Un recipiente tiene un volumen de 2 litros y contiene 1 litro de agua. 
La presion es de 2 atmosferas. El resto del volumen esta ocupado por nitrogeno y va¬ 
por de agua. La temperatura es 80° C. i,Uual es el cociente entre el numero de mo¬ 
leculas de nitrogeno y de moleculas de vapor de agua en el recipiente? 

La presion del vapor saturante del agua a 80° C es Py = 355,1 mm Hg (tabla 18-2). 
La presibn parcial del nitrogeno es, pues, P 2 = P(—Pi, donde P, — 2 atmosferas. 
A igual volumen y temperatura, el cociente entre los numeros de moleculas de los 
dos gases no es mas que el cociente entre las presiones parciales: 

N 2 P 2 2 • 760 - 355,1 _ 

Ni ~ Pi 355,1 ~ 3,3 

donde hemos tornado 1 atmosfera igual a 760 mm Hg. 


Calor de vaporization. Segun ya,mencionamos, para escapar del liquido y 
pasar al vapor, una molecula debe tener una energia cinetica suficiente para 
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veneer el trabajo realizado por las fuerzas intermoleculares. Desde un punto 
de vista energetico, las fuerzas intermoleculares constituyen, en realidad, uila 
barrera de potencial que tiende a hacer regresar a las moleculas. 

A1 vaporizarse un llquido, pierde sus moleculas mas energeticas y su tempera- 
tura disminuye. Si se elimina en forma continua el vapor que se halla sobre el 
llquido, o si es tan grande el volumen en el exterior del llquido que nunca se 
alcanza la presion de vapor saturante, el llquido se vaporizara continuamente. 
Para mantener constante la temperatura del llquido durante la vaporization, 
habra que suministrar calor al llquido. El calor requerido para vaporizar un 
gramo de llquido recibe el nombre de calor de vaporizacion. El calor molar de 
vaporizacion, pues, puede interpretarse como el trabajo necesario para separar 
N moleculas (M gramos) unas de otras contra la action de las fuerzas de en¬ 
lace intermoleculares. Recordemos que el calor de vaporizacion del agua es 
539 cal/g a 100°C. Para la mayoria de los llquidos, el calor de vaporizacion es 
del orden de 100 cal/g y depende de la temperatura. 

Por observaciones cotidianas conocemos el proceso de enfriamiento de un 
llquido que se vaporiza. Un cuerpo humedo se enfria al vaporizarse el agua 
y existe una gran diferencia en punto a bienestar entre un dla humedo a una 
temperatura y un dla seco a la misma temperatura, originada en parte por la dife¬ 
rencia entre las velocidades de vaporizacion del sudor y el efecto refrigerante que 
la acompana. Analogamente, quitando el vapor sobre una taza de cafe caliente 
se incrementa la velocidad de vaporizacion y se refuerza el enfriamiento. 

Ebullicion. Supongamos que en un llquido se forma una burbuja gaseosa. 
La presion en la burbuja es igual a la presion de vapor saturante del llquido. 


Cn rronorol ocf o nrocinn ac rr\ i »\/ inforinp q !a nrpeinn HaI rra e An a! av+A rt nr HaI 

J—t i» gvuviui, VJkU pivoiuii wo I11UJ Ituvuvi u tu y l vuivu uvt ^uu vii vawwi KJi Uvi 


llquido, y la burbuja desaparece bajo la presion exterior. En cambio, cuando 
la temperatura es suficientemente elevada, la presion del vapor saturante se 
hace igual a la presion que se ejerce sobre el llquido y se hara posible la for¬ 
mation de burbujas. As! pues, la vaporizacion del llquido tendra lugar no solo 
en la superficie del llquido, sino en todo su volumen; el llquido hierve. En otras 
palabras, la ebullicion se produce cuando la presion de vapor saturante es igual 
a la presion en el llquido. En las capas llquidas que no sean demasiado profun- 
das, la presion interior es igual a la presion exterior. La temper*atura requerida 
para hacer igual a una atmosfera la presion del vapor de agua saturante es, 
segun sabemos, 100°C, que es la temperatura de ebullicion del agua a una at¬ 
mosfera (tabla 18-2). En las partes inferiores de un llquido, la presion es algo 
mayor que la atmosferica y la temperatura sera algo mayor que 100°C. Por 
tanto, una burbuja que se forme en la parte inferior de un llquido tiene una 
presion de vapor saturante algo mas elevada que la atmosferica y la temperatura 
sera algo mayor que 100°C, Por tanto, una burbuja formada en la parte inferior 
de un llquido tiene una presion de vapor mayor que la atmosferica y se dilata 
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al ir subiendo hacia la parte superior. Si se reduce la presion exterior, se reduci- 
ra la temperatura de ebullicion del liquido. Por ejemplo, a una presion de 1/2 
atmosfera la temperatura de ebullicion del agua es de unos 82°C, mientras que 
a una presion de 2 atmosferas es de unos 112°C. 


18-5 Propiedades eldsticas de los solidos. Red cristalina. En el estado 
liquido, las moleculas se hallan relativamente agrupadas, pero, a pesar de todo, 
pueden moverse libremente unas respecto a otras. Este comportamiento no es 
diferente del de las moleculas de un gas. En cambio en los solidos las moleculas 
estaii fijas unas respecto a otras ocupando posiciones determinadas. En un so¬ 
lid©-cristalino, los atomos se hallan distribuidos por todo el solido de manera 
ordenada y repetitiva, formando una red tridimensional de atomos. El cloruro 
sodico constituye un ejemplo sencillo; en la figura 18-8 puede verse su estructu- 
ra, llamada red cubica simple. Si es d la distancia que separa dos atomos con- 
tiguos de dicha red, el volumen por atomo es d 3 y la densidad media del 
material es 


_ m M 
9 ~ & ~ iVo d* 


(18-6) 


donde m es la masa de un atomo, M la masa molecular y iVoel numero de Avo- 
GADRO. 



Ejemplo. El cobre, que tiene una red cubica simple, tiene una densidad de 8,90 
g/cm 3 y una masa atdmica de 63,5. Estimar la constante d de la red. 

Del numero de Avogadro No = 6,02 • 10 23 y de d — MJgNo, obtenemos 


_ / 63.5 V /3 

\6,02-1023.8,9/ ~ 2,3 ' 


10 8 cm 


El mddulo de Young y las fuerzas interatdmicas. Un solido no es completa- 
mente rigido, sino que las fuerzas exteriores pueden deformarlo algo. Al de- 
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formarse el solido, varian las separaciones entre atomos. En el estudio de los 
gases y de los Hquidos, observabamos que los atomos y moleculas se atralan 
a distancias felativamente grandes, pero esta atraccion no puede existir a dis¬ 
tances arbitrariamente pequenas, pues la materia desapareceria. En su lugar, 
a pequenas distancias la fuerza debe ser repulsiva, segun se ilustra en la figu* 
ra 18-9 (vease tambien el cap. 8). En la figura, la posicion de r Q corresponds 
a la posicion de equilibrio del atomo. Para desplazamientos x suficientemente 
pequenos a partir de r 0 la fuerza restauradora sera proporcional al desplaza- 
miento x y tendremos la conocida ley para la fuerza 

F=—Kx 

Intentemos ahora expresar la constante molecular K en funcion de medidas 
de la constante de resorte del solido en conjunto. Si realizamos experimentos 
con el solido, hallamos que la fuerza necesaria para alargar A L una barra uni¬ 
forme es proporcional al area A de la seccion recta de la barra e inversamente 
proporcional a su longitud L : 


F = 



(18-7) 


La constante de proporcionalidad Y recibe el nombre de mddulo de Young. La 
fuerza por unidad de superficie a = FjA recibe el nombre de esfuerzo de la ba¬ 
rra y la variacion relativa de longitud de la barra e = A L/L, se llama deforma - • 
cion. La ecuacion (18-7) puede escribirse en funcion de cr y €, en la forma 


<r = Ye (18-8) 

es decir, el esfuerzo es proporcional a la deformacion. Esta relacion es valida 
tanto 'para valores positivos como negativos de cr, es decir, tanto para fuerzas 
tensoras como compresoras. 

En la tabla 18-3 se consignan los modulos de Young de algunos solidos co- 
nocidos. Observese que para la mayor parte de metales esta constante es del 
orden de lO 1 ^ dynas/cm 2 . 


Ejemplo. Se suspende una barra uniforme de acero de seccion recta A y longitud 
L = 1 m de manera que penda yerticalmente (fig. 18-10). ^Cu^l es el esfuerzo en el 
punto medio de la barra? 

En primer lugar, aislemos la mitad inferior de la barra. Hallamos que sobre ella 
se ejercen dos fuerzas: la de la gravedad y el esfuerzo en su piano superior. Represen- 
tando este esfuerzo por o la fuerza sobre el piano sera Ad. El peso de la mitad infe¬ 
rior de la barra sera p — A Legj 2 y la condicidn de equilibrio es entonces 


Aa 


ALpg 


o sea 


<r 


Lpg 


2 


2 
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Fig. 18-9. Fuerza y energia potencial en funcion de la separation de dos atomos 
de un cristal. 


Tabla 18-3. M6dulo de Young de algunos solidos 


Sustancia 

Modulo de Young , 
dynas/cm 2 

Densidad q, 
glcm) 

Masa 

atomica 

Aluminio (fundido) 

6,0-lOn 

2,702 

26,98 

Laton (laminado en frlo) 

9,0 

8,80 


Cobre 

12 

8,92 

63,54 

Oro 

7,8 

19,32 

197,2 

Hierro (fundido) 

8 a 9 

7,86 

55,85 

Hierro (batido) 

18 a 20 



Plomo Haminado^ 

1,5 

11,34 

207,2 

Niquel 

20 a.21 

8,90 

58,69 

Acero (i % C) 

20 

7,83 


Estano 

4 

7,31 

118,70 

Wolframio 

35 

19,3 

183,92 


lilt 


p/2 




Caida libre 
{* « 0 ) 

u . 


Figura 18-10 
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Expresado numericamente, este valor es 


<T = 


100 • 7,8 • 981 
2 


3,8 • 10 5 dynas/cm 2 


donde hemos empleado p = 7,8 g/cm 3 para la densidad de la barra. El esfuerzo en el 
punto medio de la barra sera pues 


€ 



3,8- 10 5 
2 - 1012 


~ 1,9 • 10 -7 


Supongamos que ahora se suelta la barra de su soporte y cae libremente. iCual 
sera entonces el esfuerzo en el punto medio de la barra? 

Si estudiamos la barra en un sistema de coordenadas que se acelere con la barra, 
puede verse que todas las porciones de la barra se hallan en equilibrio bajo la accibn 
de las fuerzas de la gravedad y de inercia. Entonces el esfuerzo en cada porcion de 
barra es nulo. 


Podemos ahora relacionar el modulo de Young con la constante K de la fuerza 
intermolecular de la manera siguiente. La barra considerada, de longitud L y sec- 
cion A, puede considerarse como un conjunto de «cuerdas» o «cadenas» ato- 
micas, cada una de las cuales contiene L/d atomos, segun se indica en la figura 
18-11. Dichas cadenas son paralelas y estan separadas una distancia d y el area 
ocupada por cada cadena sera, pues, d 2 . Por tanto, hay Ajd 2 cadenas paralelas 
en la barra- Si al area A se aplica uniformemente una fuerza F, sobre cada ca¬ 
dena se ejercera una fuerza Fd 2 fA que tiende a separar dos atomos adyacentes 
cualesquiera de la cadena. Si, en consecuencia, aumenta en x la distancia entre 
dos atomos adyacentes, la elongation total de la barra es ( Ljd)x = Al. De las 


uefiiiiciones ue la constante de la fueiz.a y del modulo de Youag, se deduce que 


E. — v — 

A~ 1 L 

y el alargamiento relativo de la barra podra, desde luego, expresarse en la forma 
AL/L — x/d. De la definicion de la constante K de fuerza atomica tendremos, 
pues, Fd 2 /A — Kx, y de la definicion de modulo de Young tenemos F/A — 
Y(AL/L) = Y(x/d). De estas dos relaciones obtenemos la relacion entre Kg Y: 

K= Yd 


Si tomamos como valores tlpicos de Y y d, 10 12 dynas/cm y 10 -8 cm, vemos 
que la constante de la fuerza atomica K es del orden de 10 4 dynas/cm. 

Si se desplaza el atomo de su posicion de equilibrio, podemos esperar que 
realice oscilaciones armonicas simples de frecuencia 
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Fig. 18-11. Una barra maciza puede considerarse como un mazo de cadenas 
atomicas. 


ty = —fltx 



€* = <Tx/Y 


Fig. 18-12. Un esfuerzo a x en Id direccion x produce una deformacion — p-oJY 
en la direccidn transversal. 


donde m es la masa del atomo. Si sustituimos K c*l 10 4 dynas/cm ym~ 10“ 23 
g, obtenemos una frecuencia de oscilacion del orden de 10 13 Hz. 

Otras propiedades elasticas. En el estudio anterior acerca de los esfuerzos 
y las deformaciones obtenidos mediante un simple alargamiento o compre- 
sion de un solido, se suponia tdcitamente que tratdbamos de una deforma¬ 
tion estrictamente unidimensional del solido. Sin embargo, todos hemos ob- 
servado que al estirar una goma, por ejemplo, su espesor disminuye en la direc¬ 
tion perpendicular a la del alargamiento, segun se indica en la figura 18-12. 
Inversamente, cuando se comprime una goma, aumenta su espesor. Esta contrac¬ 
tion o dilatacion transversal se presenta con mayor o menor importancia en todos 
los solidos, si' bien es particularmente apreciable en sustancias como la goma. 

Para describir cuantitativamente este efecto consideraremos de nuevo una 
barra de section rectangular y tomaremos el eje * segun su longitud, tal como 
se indica en la figura 18-12. En la direccion x se aplica un esfuerzo <r x y se ob- 
tiene una deformacidn € x = o'*/Fcomo antes. Ademas de esta deformacion, 
tambien encontramos deformaciones (es decir, variaciones relativas de las di- 
mensiones lineales de la barra) en las direcciones y y z, siendo aquellas propor- 
cionales a la deformacion en la direccion jc. Es decir, 

= €* = —H€ x = -juy (18-9) 

donde el signo menos indica que un largamiento segun * produce una contrac¬ 
tion en las direcciones transversales. La constante de proporcionalidad p, 11a- 
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mada frecuentemente coeficiente de Poisson , es del orden de 0,2 a 0,3 para la 
mayoria de los solidos. 

Debemos indicar que el modulo de elasticidad Y es el cociente entre es- 
fuerzo y deformacion solo en el caso en que no haya esfuerzo alguno segun 
las direcciones perpendiculares a x, es decir, cuando la barra puede contraerse 
o pandearse libremente. Si se sujetan las caras laterales de la barra evitando 
as! que puedan moverse, al estirar o comprimir la barra en la direccion x apa- 
recera un esfuerzo en las direcciones transversales (ejes y y z). Inversamente, si 
ademas depose aplican esfuerzos transversales, la barra variara su longitud 
no solo a consecuencia de ^smo tambien de los efectos de contraccion ori- 
ginados por los esfuerzos segun las direcciones transversales. Si esp^el es¬ 
fuerzo en la direccion y, ycr 2 ,el esfuerzo en la direccion z, las deformaciones 
(contracciones) correspondientes segun la direccion x seran —jxaJY y —ner t /Y, 
de acuerdo con la ecuacion (18-9). Por tanto, por superposicion lineal, la de- 
formacion total resultante de los esfuerzos tr*, <r y , y <r 2 sera e x = <r x /Y — ixcry/Y 
— n<r t /Y. A las deformaciones segun los ejes y y z seran aplicables expresiories 
analogas y podremos expresar la relation completa entre esfuerzo y deforma- 
cion de la manera siguiente: 

Cx = J [<?x ~ P(CT V 4- CTz)] 

~ ~Y \?V z + *x)] (18—10) 

€z = ~y\dz 4" /)] 

Ejemplo. Una barra, sujeta por su superficie lateral de manera que no pueda 
contraerse ni dilatarse en las direcciones y y z, se estira en la direccion x aplicandole 
un esfuerzo en la direccion x. <,Cudl es el esfuerzo necesario para producirle una de- 
formacibri e x en la direccion jc? 

Como esta sujeta la superficie lateral de la barra, tenemos e v = e z = 0. Las ecua- 
ciones (18-10) se reducen a 

«* = Y l 0 * ~ Vivy 4- <r,)], 

e v = 0 = j: [<r„ — ja(<r,+ a x )] 

tz = 0 - y [<r* — p(<r x 4- ffy )] 

Despejando a x se tiene 


1 - n 


1 — M 
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Esta relation indica que la rigidez, o modulo elastico equivalente, en este tipo de 
alargamiento es superior a Y en un factor (1 — (x)/(l + y) (1 — 2y). Ademas. es in- 
teresante observar que existe un limite superior jx = 0,5 para el coeficiente de Poisson. 
Segun la ecuacidn (18-11), una sustancia con |x = 0,5 tendria una rigidez infinita en 
la direccion x. 

En las deformaciones descritas hasta ahora, variaban las distancias entre 
moleculas. Existe otro tipo de deformacion, llamada cizalladura o cortadura, 
en la cual las distancias relativas entre moleculas adyacentes permanecen apro- 
ximadamente constantes. En este tipo de deformacion, un piano de atomos se 
desplaza en una direccion paralela al piano, segun se indica en la figura 18-13. 
El desplazamiento relativo, o deformacion en este caso, se define como cociente 
entre el desplazamiento del piano respecto al piano inmediato y la separacion 
entre dichos pianos, es decir, e y — Ay/d, donde Ay y d estan representadas en 
la figura. Para valores pequenos de la deformacion tenemos e c = 6, donde d 
es el desplazamiento angular de los dos pianos. Al igual que el esfuerzo normal 
ere es proportional a la deformacion normal e x la experiencia indica que el 
esfuerzo cortante (o de cizalladura) necesario para producir una deformacion 



1 





Fig. 18-13. Un esfuerzo cortante a c origina una deformacion de cizalladura 
Ayjd 8 aproximadamente proporcional a a c . 
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de cizalladura e c es directamente proportional a € c para valores pequenos de 
Tenemos 


<r c = Se c ~ Sd 


La constante de proporcionalidad S recibe el nombre de modulo de cizalladura, 
de cortadura y tambien de rigidez, del solido. Puede demostrarse (prob. 18-17) 
que S esta relacionado con el modulo de Young Y y con el coeficiente de Poisson 
p mediante la ecuacion 


S = 


Y 

2(1 + fi ) 


(18-12) 


18-6 Calor especifico de los solidos. Hace unos 100 anos, Dulong y 
Petit midieron el calor especifico de algunos solidos y observaron que el pro¬ 
ducts del calor especifico por la masa atomica era aproximadamente el mismo 
para un gran numero de elementos, por lo menos a temperaturas ordinarias. 
Este products, el calor especifico molar al que hicimos referenda en el capitulcTx 
14, resulto ser ..aproximadamente igual a 6 calorias/mol.°C (ley de Dulong y 
Petit). En la tabla 18-4 se consignan los calores especificos molares de algu¬ 
nos solidos medidos a una temperatura de unos 300°K. Todas las medidas son 
. compatibles con la ley de Dulong y Petit. 

El resultado obtenido por Dulong y Petit admite una explication senci- 
11a con auxilio de la teoria cinetica. Cada atomo del solido se supone que se 
halla en movimiento (termico) y, segun hemos visto, este movimiento es una 
oscilacion en torno a una position de equilibrio, con una frecuencia del orden 
de 10 13 Hz. Cada atomo puede oscilar libremente en una direction cualquiera; 
tiene tres grados de libertad independientes. Si suponemos que el principio 
de equiparticion de la energia (cap. 16) tambien es vali do en este^ass^Ia ener- 
gia cinetica por grado de libertad es kTj2 y la energia cinetica""media total de 
.un atomo sera 3kTj2. Ademas de la energia cinetica del oscilador armonico, 
.tambien hay energia potencial que, por termino medio, es igual a la energia 
'towi/rA f l<f tf ■ . 

;. ,J y n • y * 0 V r 

18-4.. Calores.especificos molares de algunos solidos 




Elemento 

Masa 

atomica 

Calor especifico 
cal/g- °C 

Calor especifico molar , 
call mol °C 

’Aliimihio 

27 

0,208 

5,6 

Hierro 

56 

0,104 

5,8 

Mercurio 

200 

0,033. 

6,6 

Plata 

108 

0,056 

6,1 

Plomo 

207 

i 

0,030 

6,2 
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cinetica. En consecuencia, la energia total por atomo debera ser 3kTj2 -f 3kT/2= 
6kTj2. Si multiplicamos esta cantidad por el numero de Avogadro N 0i obtene- 
mos la energia por mol, 6NokTj2 — 3RT. El calor especlfico. molar correspon- 
diente serd, pues, 

C = 3R^6 cal/mol*°C 

Ya hemos dicho que este valor del calor especlfico molar concuerda satisfac- 
toriamente con las medidas tomadas sobre tin gran numero de sustancias, en 
apoyo de las ideas desarrolladas en la teorla cinetica de los gases. No obstante, 
medidas realizadas en dominios mas extensos, particularmente a temperaturas 
bajas, han revelado divergencias considerables respecto a la ley de Dulong y 
Petit (vease la fig. 18-14). A temperaturas muy bajas, el calor especlfico es pro¬ 
portional al cubo de la temperatura y por tanto tiende a cero al tender la tem¬ 
peratura al cero absoluto. 

La divergencia respecto al valor de 6 cal/mol.°C del calor especlfico de 
los solidos que se produce a temperaturas bajas, el problema general de la ra¬ 
diation del cuerpo negro, los espectros de emision y absorcion de los elemen- 
tos y el efecto fotoelectrico, se cuentan entre los fenomenos que no tienen ex¬ 
plication satisfactory con arreglo a la Flsica clasica o de Newton. En realidad, 
fue principalmente el estudio de esos fenomenos por parte de Planck, Bohr 
y Einstein lo que echo los cimientos sobre los que se edified la teorla cuantica 
a principios de este siglo. La aplicacidn por Debye de la teorla cuantica al calcu- 



Temperatura, °K 


Fig. 18-14. Cdmo dependen de la temperatura los calores especlficos de los 
sdlidos. 
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lo de los calores especificos de lbs solidos dio resultados totalmente concor- 
dantes con los resultados experimentales a todas las temperaturas. 

18-7 Dilatacion ter mica. Ya hemos.visto que, en general, la materia se 
dilata al aumentar la temperatura. En la figura 18-9 se da una explicacibn cua- 
litativa de' la dilatacion termica de un solido a partir de las vibraciones mole- 
culares y de la asimetria de la curva de energia potencial interatomica. En dicha 
figura se presenta la separation de equilibrio de los atomos en funcion de la 
amplitud de vibracibn. Vamos a citar ahora algunos hechos relativos a la mag- 
nitud de esta dilatacion para algunas sustancias comunes. La variacion reia- 
tiva de la dimension lineal L de un solido recibe el nombre de coeficiente de 
dilatacion lineal a: 


_ IdL 
L dT 


(18-14) 


fikte coeficiente suele ser practicamente constante en un dominio considerable 
de temperaturas y si se toma como lortgitud de referenda la longitud Lq a 0°C, 
la longitud a una temperatura T serd 


En la tabla 18-5 se consignan valores de a para algunas sustancias comunes. 


TABLA 18-5. COEFICIENTES DE DILATACION LINEAL DE ALGUNAS SUSTANCIAS 

COMUNES 


Sustancia 

a • 1(0, °C-1 

Dominio de 
temperaturas 

Aluminio 

24,0 

20-100°C 

Latbn 

19,0 

0-100°C 

Carbono, diamante 

1,18 

40°C 

Calcita, paralelo al eje 

25,1 


perpendicular al eje 

-5,58 

0-85°C 

Cobre 

16,8 

25-100°C 

Vidrio, blando 

8,5 

0-100°C 

Hierro 

11,5 

0-100°C 

Hierro, acero 

29 

mas de 900°C 

Mercurio 

42 


Madera de Toble, paralelo a la fibra 

*4,92 

2-34°C 

perpendicular a la fibra 

54 

1 

2-34°C 
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Problemas 


18-1, Explicar cualitativamente por 
que la ley de los gases perfectos predice 
una presion mas elevada que la medida 
en un gas real a una temperatura y vo- 
lumen dados. 

18-2. Deducir los resultados presen- 
tados en las ecuaciones (18-4) y (18-4a). 

18-3. iQ ue significamos al decir ley 
de los «estados correspondientes» para 
gases reales? 

18-4. £,Cual es el volumen crltico de 
1 g de dioxido de carbono? i,Cual es 
entonces la separation media de las mo¬ 
leculas de este gas ? 

18-5. La presion critica del CO 2 es 
73 atm y la temperatura critica 31° C. 

(a) lA que temperatura es la presion de 
este gas doble que la presion critica, cuan- 
do el volumen es el volumen critico? 

(b) iCual es la temperatura correspon- 
diente del oxigeno, cuando la presion de 
este sea doble que su presion critica? 
(Utilicese la tabla 18-1.) 

18-6. Dese una explication cualitati- 
va, en funcion del movimiento molecular, 
de por que la presion de vapor saturante 
aumenta con la temperatura. 

18-7. La humedad relativa del aire es 
el cociente entre el numero verdadero de 
moleculas de agua existentes en el aire 
y el numero de dich^s moleculas que 
habria si el aire estuvljera saturado a la 
temperatura en question. Supongase que 
tenemos una humedad del 80 % en un 
dia en que la temperatura es 20° C y 
50 % un dia en que la temperatura es 40° C. 
iEn cual de los dos dias hay mayor nu¬ 
mero de moleculas de agua por unidad 
de volumen.del aire? 

18-8. El calor de vaporizacidn del 
agua es 539 cal/g. Hagase una estimation 
aproximada del orden de magnitud de 


la energia de enlace entre dos moleculas 
de agua. (La energia de enlace es la energia 
necesaria para separar las moleculas.) 

18-9. Expliquese por que un incre- 
mento de la presion eleva la temperatura 
de ebullition. Tracese una grafica de la 
temperatura de ebullicion del agua en 
funcion de la presion (en mm Hg). (Su- 
gerencia: Vease la tabla 18-2.) 

18-10. Un trapo humedo £se secard 
antes en una camara de vacio bombeada 
continuamente o en un lugar tal como 
el desierto, donde la humedad relativa 
es practicamente nula? Razonar la res- 
puesta. 

18-11. Una barra uniforme de ace- 
ro (longitud L, area de la seccion recta A 
densidad q, modulo de Young Y) se 
halla sobre un piano horizontal exento de 
rozamiento y se tira de ella de manera 
que su aceleracion a Q sea constante 
(fig. 18-15). (a) iCual es el esfuerzo en 
el centro de la barra ? (b) iCual es el 
alargamiento total de la barra a conse- 
cuencia de la aceleracion? (c) Dar res- 
puestas numericas a (a) y (b) utilizando 
los valores oq = 100 m/s 2 , A — 2 cm 2 , 
e = 7,8 g/cm 3 , L = 1 m e Y = lO^ 2 
dynas/cm 2 . 



Figura 18-15 

18-12. Una barra uniforme de ace- 
ro tiene una seccion de 1 cm 2 , (a) Esti- 
mar el numero de «cuerdas» atomicas que 
terminan en este area, (b) Estimar la 
«tension» en una de estas cuerdas ato¬ 
micas cuando el esfuerzo de la barra es 
10 9 dynas/cm 2 . (Vease fig. 18-11). 

18-13. Un ' disco circular uniforme 
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de radio R gira alrededor de su eje con 
velocidad angular w. El espesor del disco 
es e y su densidad q. Ei radio del arbol 
es /‘o- Determinar el esfuerzo en el disco 
en funcion de la coordenada radial r. 

18-14. Con el fin de obtener un 
esfuerzo uniforme (es decir, un esfuerzo 
independiente de r) en el disco giratorio 
del problema 18-13, el espesor e debe 
variar con r. Estudiar cualitativamente 
esta variacion. 

18-15 (a). Estimar la distancia entre 
atomos en el hierro. (b) A partir del mo¬ 
dulo de Young (Tabla 18-3), estimar 
la constante de resorte interatomica y de¬ 
terminar la frecuencia de oscilacion ca- 
racterlstica de los atomos. (c) Estimar la 
amplitud de oscilacion a la temperatura 
de 27° C. (d) lA que temperatura seria 
la amplitud de oscilacion la decima parte 
de la distancia interatomica, determinada 
a partir de la teoria del oscilador lineal? 
Comparar esta temperatura con el punto 
de fusion del hielo. 

18-16. Deducir la relacion (18-10) del 
texto. 

18-17. La compresibilidad de un 
solido se define como la variacion rela- 
tiva de volumen por unidad de presion: 

k = -(1 /V)(dV/dP) 


Haciendo a x = a y — a z — — P en la ecua- 
cion (18-10), obtener una expresion de 
la compresibilidad de un solido en fun¬ 
cion de 7 y p. 

18-18. Deducir la relacion entre el 
modulo de Young 7, el modulo de ri- 
gidez S y el coeficiente de Poisson 
es decir, S = 7/2(1 + p). Considerar 
a tal fin, un cubo solido de arista unidad 
y con un esfuerzo en la direccion y igual 
a a. A consecuencia de este esfuerzo, el 
cubo se deforma convirtiendose en un 
paraleleplpedo, segun se indica en la 
figura 18-16. (a) iCual sera ahora la 
longitud en la direccion yl (b) ^Cual es 
ahora la longitud en la direccion x? (c) 
Considerar, a continuacion, el cubo ins- 
crito indicado en la figura. Demostrar 
que a consecuencia del alargamiento en la 
direccion y la pendiente de las aristas de 
este cubo varia un angulo 8 ~ ( a/Y ) 
(1 + fj)/2 para valores pequenos de 
ajY. (d) Demostrar que la componente 
tangencial del esfuerzo sobre la cara del 
cubo inscrito es a/4, (e) A partir de la 
definicion de modulo de rigidez, expre- 
sar 6 en funcion de S y demostrar que 
7/2(1 + ^). 

18-19. Por debajo de una cierta 
temperatura llamada temperatura de De¬ 
bye , el calor especlfico de un solido 


j . 




Figura 18-16 


Jngard — 36 
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es proporcional al cubo de la tempera- 
tura, es decir, 

C v = . (K = const) 

donde B d es la temperatura ■ de Debye 
(del orden de 200° G para muchos me- 
tales). Determinar el calor requerido para 
incrementar la temperatura de un mol 
de xm solido de 0,1 B d a 0,2 6 d . 

18-20. Interpretar la ley de Dulong 
y Petit con ayuda de la teoria cine- 
tica. 

18-21. Demostrar que, a causa de 
la dilatacidn tdrmica, el incremento re¬ 
lative de superficie de una placa viene 
dado por /? = (1 /A)(dA IdT) ~ 2a, donde 
a es el coeficiente de dilatacidn lineal. 
Andlogamente, demostrar que el coefi¬ 
ciente de dilatacidn cubica estd dado por 


8 - (l/V)(dV/dt)cmBa- 

18-22. Una barra uniforme con m6- 
dulo de elasticidad Y y coeficiente de 
dilatacion t^rmica a se sujeta entre dos 
pianos rigidos, xmo a cada extremo de la 
barra. De esta manera, se evita que la 
barra se dilate en dicha direccion al ser 
calentada. iCudl es el esfuerzo des- 
arrollado en la barra cuando se incre- 
menta la temperatura en AT 0 C? 

18-23. Una barra de cobre y otra 
de hierro de igual longitud L e igual 
seccidn 'A se ensamblan de manera que 
los extremos queden fijos. Se incrementa 
la temperatura de las barras en IT 0 C = 
100° C. iQu6 espacio recorrera la uni6n 
de las barras a causa del calentamiento y 
cual es el esfuerzo desarrollado ? Utilicese, 
en particular, L = 50 cm y A = 1 cm. 2 



CAPfTULO 19 

SEGUNDO PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA 

Resumen. Si se considera que el primer principio de la Termodi¬ 
namica trata de la carttidad de energia (conservacion) de un proceso 
natural, podemos decir que el segundo principio se ocupa de la calidad 
de las distintas formas de energia que intervienen. En el segundo prin¬ 
cipio de la Termodinamica se introduce una medida cuantitativa de 
esa calidad, en funcion de la cual se describe la probabilidad relativa 
de ocurrencia de diferentes procesos. Para explicar estas ideas, empe- 
zaremos con un estudio cualitativo del sentido de evolucion de un 
proceso natural y la distincion entre transformaciones reversibles e 
irreversibles. Luego seguira un estudio cuantitativo de la conversidn 
del calor en trabajo, primeramente en una transformacion unidirectio¬ 
nal y luego en una transformacion cerrada o periodica. Se estudia el 
ciclo de Carnot y se calcula su rendimiento en funcion de las propie- 
dades de un gas perfecto. Se introduce la escala termodinamica de 
temperaturas. Sigue luego una comparacion entre una transformacidn 
ciclica reversible arbitraria y el ciclo de Carnot y se halla que para 
todos esos ciclos fdQjT = 0. Se introduce la entropia y se interpreta 
el segundo principio desde un punto de vista molecular en funcion 
de la relation entre las diferencias de entropia entre estados y su pro¬ 
babilidad relativa segun Boltzmann. Vuelve a interpretarse, ahora 
cuantitativamente, por medio de la relacidn de Boltzmann, el estu¬ 
dio cualitativo realizado al principio del capitulo acerca del sentido 
de evolucidn de las transformaciones. 

19-1 Sentido de evolucion de los acontecimientos en la Naturaleza. El 
niftndo fisico, as! como el biologico, se caracteriza por cambios. Las particu- 
1 se ejercen interacciones y se intercambian cantidad de movimiento y ener- 
g%, tanto en escala microscopica como macroscopica. Sin embargo, todas las 
transacciones de energia realizadas en la Naturaleza son tales que la energia 
total permanece invariable, seguri expresa el principio de conservacion de la 
energia. Aun cuando este principio es upo de los mas poderosos de la Fisica, 
es importante observar que no predice |a verosimilitud de una transaction, o 
sea el sentido. en que circula la energia entre los cuerpos que intervienen. Por 
lo que respecta a la conservacion de la energia, la Naturaleza podria ser per- 
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fectamente estatica, sin que se produjeran cambios en absoluto. En realidad, 
si tomamos como guia el principio de conservacion y consignamos los sucesos 
que llevan consigo transformaciones energeticas que satisfagan al principio de 
conservacion, hallamos que en dicha consignation podrian incluirse muchos 
sucesos que parecen imposibles. Para obtener dichos sucesos, bastaria filmar 
una explosion, un salto de esqul, el crecimiento de una flor, una cascada, el 
movimiento amortiguado de un pendulo, etc., y luego proyectar estos sucesos 
hacia' atras (en el tiempo). 

Como ejemplo, consideremos un pendulo que parta con una amplitud de 
oscilacion determinada. Al pasar el tiempo, las oscilaciones se amortiguan len- 
tamente: a causa de los choques con las moleculas del aire y de otros mecanis- 
mos de rozamiento. De esta manera, el pendulo llegara a quedar en reposo. 
Esta energla iniciai «organizada» del pendulo se habra transformado en ener- 
gla termica. El reciproco de esta transformation de energla corresponderla a 
un caso en el cual todas las moleculas del aire se organizaran y empujaran al 
pendulo en uno y otro sentido hasta recuperar la energla iniciai. Segun sabe- 
mos bien, la probabilidad de dicho suceso es realmente Infima. 

Analogamente, cuando se ponen en contacto dos cuerpos de temperaturas 
diferentes, circulara calor del mas caliente al mas frlo, pero no en sentido con- 
trario. 

Otro ejemplo algo diferente se refiere a la expansion libre de un gas. Por lo 
que respecta a la conservacion de la energla, el gas tanto podrla estar ocupando 
solo la mitad del recipiente como estar distribuido uniformemente por todo 
el volumen. Analogamente, la mezcla de dos gases no se invierte por si misma 
produciendo de nuevo la separation de los dos gases, si bien segun el principio 
de conservacion de la energla no hay nada que impida que ello ocurra. 

Con ejempios de este tipo, iiegamos a la conclusion de que el principio de 
conservacion de la energla no exige que se produzcan los sucesos que satisfa¬ 
gan el principio de conservacion. En realidad, el principio de conservacion de 
la energla no influye en el plan general con arreglo al cual opera la Naturaleza 
y con arreglo al cual se aceptan o rechazan las transformaciones energeticas. 

Es, pues, bastante natural que'nos preguntemos si no serla posible formu- 
lar otro principio que expresara al menos alguna caracterlstica del plan de la 
Naturaleza respecto a la election de transacciones energeticas. Existe dicho 
principio y lleva el nombre de segundo principio de la Termodinamica. No va- 
mos a registrar aqul el interesante desarrollo historico que condujo a la formu¬ 
lation de este principio. La ingeniosa labor de Carnot, Clausius, Kelvin y 
Boltzmann condujeron finalmente a un principio que contiene en forma con- 
cisa las diversas observations acerca del sentido de evolution del flujo ener- 
getico y de otros sucesos de la Naturaleza. 

El primer principio de la Termodinamica, en esencia, establece que la ener- 
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gia total de la Naturaleza se mantiene constante, mientras que f el segundo 
principio se refiere a la observation de que ten las transformaciones de la J'Tatu- 
raleza, la energla se «degrada» de una forma organizada a una forma desor- 
denada, llamada calor, y que el calor, a su vez, circula de las regiones a tempera- 
tura elevada a las regiones a temperatura bajaj A1 igual que pudimos expresar 
el . primer principio mediante la no existencia del movil perpetuo de primera 
especie, el segundo principio se puede formular de manera analoga. Una ma- 
quina que produjera trabajo util sin mas que disminuir la temperatura de una 
fuente termica (el oceano, por ejemplo) sin ceder calor a una fuente a tempe¬ 
ratura inferior no violaria el primer principio de la Termodinamica. Pero el 
segundo principio de la Termodinamica estipula que dicha maquina, llamada 
mdvil perpetuo de segunda especie, es irrealizable. 

El segundo principio va mas alia de las aseveraciones cualitativas de este 
tipo. Proporciona un metodo para calcular la probabilidad relativa de ocurren- 
cia de diferentes estados. .Esta ultima interpretation del segundo principio de 
la Termodinamica, en funcion de la tendencia de la Naturaleza a pasar de los 
estados menos probables a los mas probables, se atribuye a Ludwig Boltzmann. 
Gran parte de nuestro estudio del segundo principio de la Termodinamica se 
basara en la idea de Boltzmann. Antes de penetrar en un estudio cuantitativo 
de estas cuestiones, debemos comentar algunos temas referentes a las idealiza- 
ciones de reversibilidad y equilibrio termico, que en nuestros anteriores estu- 
dios de las transformaciones suponiamos sin mas. Despues ya estaremos pre- 
parados para considerar en detalle la conversion de calor en trabajo y, por ul¬ 
timo, las ideas generales del segundo principio de la Termodinamica. 

19-2 Transformaciones reversibles e irreversibles. En la Termodinamica 
de los gases perfectos hemos estudiado las relaciones entre la presion, el volu- 
men y la temperatura .de. un ~g&S-que-estdene_quiIibrio. Equilibrio significa que 
la presion, la densidad, etc., no varian con el tiempd. Cuando un sistema se halle 
en proceso de variation, no esta en equilibrio y las relaciones que hemos venido 
presentando, por ejemplo la ley de los gases, no son aplicables. Muchos de 
los sistemas que nos conciernen varian con el tiempo y para veneer este punto 
muerto se ha inventado la idea de transformaciones cuasi-estdticas o reversibles. 
Segun dijimos en el capitulo 16, son transformaciones tan lentas que durante 
la transformation son apropiadas en todo momento las relaciones de equilibrio 
entre presion, volumen, etc. Hablando con propiedad, una transformation cuasi- 
estatica requeriria un tiempo infinitamente largo para realizarse. Ademas, a 
las tranformaciones cuasi-estaticas va asociado el concepto de reversibilidad . 

El valor de estas idealizaciones depende de hasta que punto puedan utili- 
zarse como descripciones aproximadas de las relaciones entre las variables de 
estado (tales como presion, temperatura, etc.) en los sistemas que varian con 
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el tiempo. Se puedeil describir muchos sucesos con un alto grado de precision 
basdndose en la imagen cuasi-estatica, pero otros no. Por ejemplo, si conside- 
ramos cuasi estaticas las fluctuaciones relativamente rapidas de la presion en 
una onda sonora, la velocidad del sonido que se obtiene por calculo partiendo 
de esta hipotesis concuerda con el valor experimental con un error menor del 
0,01 %. En cambio, cuando la frecuencia de-una onda sonora se aproxima a 
la frecuencia de choque de las moleculas de un gas, la hipotesis cuasi-estatica 
no es vdlida. 

En una transformacion tal como la expansion libre de un gas en el vacio, 
la description cuasi-estatica carece de significado, ya que durante la transfor¬ 
mation no podemos siquiera definir la presion del gas. Solamente despues de 
haberse completado la expansion podremos definir el nuevo estado de equili- 
brio del gas. Esta transformacion es tipicamente irreversible; tan solo pueden 
definirse termodinamicamente los estados extremos y el sistema aislado no pue- 
de volver a su estado initial. Si hemos de decir algo acerca de una transforma¬ 
cion irreversible con arreglo a la Termodinamica del equilibrio, debera hacer- 
se en funcion de los estados extremos. 

Como una transformacion reversible puede considerarse como una suce- 
sion de estados de equilibrio, podra representarse en un diagrama mediante 
una curva que una los estados initial y -final del sistema (por ejemplo, el dia¬ 
grama de Clapeyron para un gas). En una transformacion irreversible, en 
cambio, solo podran especificarse en el diagrama los estados extremos. 

19-3 Conversion del calor en trabajo. Rendimiento de conversion en una 
transformacidn no periodica. En el.apartado 19-1 estudiamos la conversion de 
la energia organizada de un pendulo en energia interna calorifica desordenada 
del gas en cuyo seno oscila el pendulo. Este no es sino uno de los numerosos 
ejemplos qu,e podemos recordar en los cuales se produce calor con un rendi¬ 
miento del 100 % a partir de la energia mecdnica o de otra forma cualquiera 
energia «disponible». Por «disponible» queremos significar que la energia se 
halla en una forma tal que podemos utilizarla en un momento cualquiera para 
los fines que queramos. Una vez convertida la energia en el movimiento des- 
ordenado correspondiente al calor, resulta menos dispqnible, o menos util, en 
este sentido. Se nos presenta la cuestion de cuanto se ha degradado la energia 
al pasar a esta forma menos disponible. La energia calorifica es disponible, 
al menos parcialmente, ya que puede utilizarse para mover maquinas ttimicas, 
tales como una maquina de vapor o una turbina de vapor. Pero, £puede conver- 
tirse en trabajo la energia interna calorifica con un rendimiento del 100 %? 

Para estudiar este problema, consideremos un gas perfecto a la temperatura ini¬ 
tial T\. La energia interna del gas es proporcional a la temperatura, por lo que si 
tenemos un mol de gas, la energia interna es XJi = C V T i, donde C v es el calor es- 
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pedfico molar a volumen constante del gas. Hagamos disminuir la energia in¬ 
terna del gas. Esta disminucidn se puede lograr de muchas maneras. El gas 
se puede enfriar a volumen constante, en cuyo caso no se convierte ninguna 
energia interna en trabajo. En cambio, tsi se disminuye la temperatura, y por 
tanto la energia interna, mediante una expansion adiabatica reversible, a tra- 
ves de las paredes del recipiente no habra flujo calorifico y la disminucidn de 
energia interna sera igual al trabajo realizado por el gas. A1 final de la expansion, 
la energia interna del gas ha pasado a tener el valor C V T 2 . El trabajo realizado 
por el gas durante la expansion es, pues, 


W - C V (T ! - T 2 ) 


que representa una fraccion 


W T x -T 2 
■ U x ~ T x 

de la energia interna initial.] Cuanto mas bajo sea el valor de T 2 , mayor sera la 
fraccion de la energia calorifica que puede convertirse en trabajo; en efecto, si T 2 
fuera el cero absoluto, se podria convertir toda la energia interna inicial del gas. 

En ,ufra transformation no adiabatica penetra calor en el gas al dilatarse 
y enfriarse, y fcarte del calor suministrado se convierte en trabajo. En efecto, 
si se dilata el gas a temperatura constante, el calor que penetra en el contra- 
rresta totalmente su tendencia a enfriarse durante la expansion. Como la tem¬ 
peratura se mantiene constante, la energia interna tambien se mantendra cons¬ 
tante y todo el calor que absorbe el gas se convierte en trabajo. En otras palabras, 
si queremos convertir calor en trabajo en una transformacion unidireccional 
no periodica, obtendremos el rendimiento de conversion maximo (100 %) uti- 
lizando una expansidn isotermica de la sustancia que trabaja , que en este caso 
es -un gas. La energia interna del gas permanece constante. El gas solo actua 
de transformador de la energia. 

Hagamos resaltar que este rendimiento de conversion del 100 % no depende 
de la temperatura. Sin embargo, en un caso practico, el convertidor de energia, 
es decir, el gas del recipiente, tendra un intervalo de variacion de volumen li- 
mitado. En tales condiciones, la cantidad de calor que se convierte en tra- 
bajo en una expansidn isotermica desde un volumen V\ hasta un volumen V 2 
dependera de la temperatura. En efecto, el trabajo realizado por mol en una 
expansidn isotermica es 

<2i = V i = J ’ p dV = RTtj ' y- = In ^ 


(19-1) 
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En otras palabras, la cantidad de calor convertido en una expansion isotermica 
entre dos volumenes fijos es proporcional a la temperatura. 

Todo el estudio anterior se ha basado en la idea de que la transformacion 
es reversible. Asi pues, todas las transformaciones de que nos ocupemos podran 
invertirse. Por ejemplo, despues de la expansion isotermica, podriamos llevar 
el gas de nuevo a su estado inicial (Vi, T i) mediante una compresion isoter¬ 
mica, en la cual el trabajo obtenido en la expansion se convierte en calor que 
desprendera el gas contenido en el recipiente. La conversion total de calor en 
trabajo en dicho ciclo completo V 1 —> V 2 — * Vi, es pues nula. 

En relation con esto, recalquemos que cuando haya que comprimir un gas 
isotermicamente desde un volumen fijo F 2 hasta otro volumen fijo V X) z\ tra¬ 
bajo requerido es proporcional a la temperatura. Cuanto mas baja sea esta, 
tanto mas facil sera la compresion. Es importante tener bien presente este hecho 
tan sencillo en el analisis, que realizaremos a continuation, de una maquina 
de funcion amiento periodico. 

Ciclo de Carnot. En el estudio que hemos realizado acerca del rendimiento 
de conversion, tratabamos de una transformacion unidireccional. Desde un 
punto de vista practico, dicha conversion suele ser relativamente inutil, ya que 
en la practica se quiere repetir el proceso una y otra vez con la misma maquina. 
En el ejemplo presentado anteriormente, la maquina no era mas que un gas 
contenido en un recipiente y que tenia un embolo movil en un extremo. Para 
poder utilizar esta maquina en forma continua, debemos volver a llevar el em¬ 
bolo a su position inicial. Si lo hacemos mediante una compresion isotermica 
a igual temperatura que en la expansion, la conversion total de calor en traba¬ 
jo sera nula. En cambio, el estudio anterior sugiere la posibilidad de comprimir 
el gas a una temperatura inferior, con lo que se precisara menos trabajo para 
realizar esta compre'ion. 

Asi pues, en una maquina de funcionamiento periodico en la que se convier- 
ta calor en trabajo habria que convertir en trabajo una gran cantidad jde ^alor 
mediante una expansion a temperatura relativamente elevada y parte del trH- 
bajo obtenido emplearlo en comprimir el gas a una temperatura mas baja. El 
problema de cambiar la temperatura del gas se puede resolver de varias mane- 
ras. Ya hemos mencionado una posibilidad, una expansion y una compresion 
adiabaticas. 'Si utilizamos estas variaciones adiabaticas, el ciclo representative 
de la maquina de funcionamiento periodico seria del tipo indicado en la figura 
19-1, al cual se da el nombre de ciclo de Carnot, en honor al hombre de ciencia 
frances Sadi Carnot (1796-1832). Segun indicamos en el apartado anterior, se 
comprende que la conversion total de calor en trabajo en la expansion adiaba- 
tica mas la correspondiente a la compresion adiabatica subsiguiente, suman 
cero. En la expansion, la variacion de energia interna es C V (T X — T 2 ), y esta 
cantidad de energia se convierte en trabajo; en la compresion, se invierte el 
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Fig. 19-1. Ciclo de Carnot representado en un diagrama P-V y la maquina 
correspondiente indicada en forma simbolica. 


proceso y el intercambio total es nulo. En consecuencia, si representamos por 
Qi el calor tornado de la fuente termica de temperatura elevada y por -1 
tornado de la fuente termica a baja temperatura, el trabajo realizado en el ciclo es 


W — Qi + Q2 

donde Q 2 es una cantidad negativa. El rendimiento de conversion puede de¬ 
finite como cociente entre el trabajo obtenido en un ciclo y el calor tornado 
de la fuente a temperatura elevada , y se expresa en la forma 


_ _ Q 1 H~ Q2 

v ~Qi~ Qi 


(19-2) 


Como en este proceso circula calor, en realidad, hacia la fuente a baja tempera¬ 
tura, Q 2 debe ser negativa en todas estas relaciones, segun veremos. 

Resulta sencillo expresar este rendimiento en funcion de las temperaturas 
T\ y T z - Si representamos porFi, V 2 , V* l° s volumenes correspondien- 
tes a los vertices del ciclo indicado en la figura 19-1, podremos expresar Q±y 
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Q 2 en la forma siguiente 

Qt — RTi ln-& y Qi=RT 2 ln^i 

segun la ecuacidn (19-1). Ademas, puede demostrarse facilmente que los co- 
cientes de voliimenes V 2 /V 1 y F 3 /F 4 son iguales (vease el ejemplo siguiente), 
con lo que tenemos 

osea + ^ = 0 (19-3a) 

El rendimiento del ciclo de Carnot resulta, pues, ser 

i? = — jr — = 1 — ijr (19—3 b) 

En otras palabras, el rendimiento de esta maquina de funcionamiento perio- 
dico no puede ser nunca igual a uno (100 %) a menos que la temperatura de 
la fuente frfa sea el cero absoluto. 

Ejemplo. iCudles son las relaciones entre Ips volumenes inicial y final de las ex¬ 
pansions y compresiones adiabaticas en un ciclo de Carnot? 

Empleando la notacidn de la figura 19-1, los volumenes antes y despues de la ex- 
pansion adiabatica son V% y Vy respectivamente. En una transformacidn adiabatica, 
tenemos P7 T = const; 0 sea RTV y ~ l — const; es decir.Ti Y \“ 1 = Analo- 

gamente, para la compresidn adiabatica tenemos T\V[~ l = De estas dos 

relaciones se deduce que F 4 /F 1 = F 3 /F 2 0 sea V 2 IV\ = F 3 /K 4 . 

El proceso de Carnot, como cualquier otro proceso reversible, se puede hacer 
funcionar en sentido contrario. En este caso se realiza trabajo sobre la maqui¬ 
na cuando hace pasar calor de la fuente fria a la fuente de temperatura mas 
elevada. Si es finita la capacidad calorifica de la fuente fria, su temperatura 
disminuira continuamente, teniendo como limite (al menos en principio) el 
cero absoluto. Este proceso representa una maquina frigorifica. La relacion en¬ 
tre trabajo y calor sigue siendo la dada por la ecuacion general (19-2). Cuando 
se refiere a una maquina termica, esta ecuacidn contiene W y Qi positivos y 
Q 2 .negativo. En cambio, en el ciclo frigorifico W y Qison negativos y Q 2 po- 
sitivo; se cede calor a la fuente caliente desde la mdquina, y de la fuente fria 
a la maquina. Si el rendimiento de esta es 17 , tenemos 

W 

, = <27 
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como antes. En relation con el ciclo frigorifico, al calor absorbido del foco 
frio dividido por el trabajo, Qz/W, se le da el nombre de rendimiento del ciclo , 
frigorifico. Esta cantidad, a diferencia del rendimiento de una maquina ter- 
mica, puede,ser mayor que la unidad. 

Todas las maquinas tirmicas reversibles que funcionen entre las mismas tern- 
peraturas extremas tienen el mismo rendimiento. En el anterior estudio del ciclo 
de Carnot, como sustancia que evoluciona en la maquina considei-dbamos un 
gas perfecto. Basandonos en la ecuacidn de estado de los gases perfectos obte- 
niamos la expresion (19-3b) para el rendimiento de la maquina. Supongamos 
ahora que construimos una maquina termica reversible en la cual la sustancia 
que evoluciona no sea un gas sino, por ejemplo, un solido. fEs posible que di- 
cha maquina tenga un rendimiento mas elevado que el de la maquina de gas 
de Carnot? Si no conocemos la ecuacidn de estado de la sustancia, no podemos 
contestar directamente esta pregunta en funcion de, por ejemplo, las dos tem- 
peraturas T i y T 2 , como hicimos en el caso anterior. 

Para estudiar esta cuestiort, supongamos que existe una maquina termica 
de rendimiento mas elevado que el de la maquina dfe gas de Carnot. Vamos a 
investigar las consecuencias de esta hipotesis y demostrar que conduce a una 
violation del segundo principio de la Termodinamica (apart. 19-1). 

Consideremos el experimento imaginario representado en la figura 19-2. 

- Represen temos por A a la maquina de rendimiento mas elevado y por B a la 
maquina de Carnot. Hagamos funcionar A como maquina termica y B como 
frigorifica, entre las mismas fuentes termicas de temperaturas T\ y T?. Si es Wb 
el trabajo necesario para accionar B y es 17 &, e 1 rendimiento de B, el calor sumi- 
nistrado por B a la fuente a temperatura Ti f s-Wb/rjb. Empleemos este calor 
en A, que convertira parte de el en trabajo. Si esy a ,el rendimiento de A, el tra¬ 
bajo realizado por A es W a = r) a (Wb/'nb)-^ nionCQ& > si esij a mayor que el 



Fig. 19-2. Experimento imaginario que demuestra que una mdquina de rendi¬ 
miento superior al de la de Carnot que funcione entre las mismas temperaturas extre¬ 
mas, vulnerarla el segundo principio de la Termodinamica. 



572 SEGVNDO PRINCIPIO DE LA TERMODIN AMICA 

trabajo realizado por A sera mayor que el necesario para accionar B\ En con- - 
secuencia, podemos emplear parte delTapara accionar B y aun nos quedara 
para accionar alguna otra maquina. Tengase bien presente que no hemos alte- 
rado nada la condition de la fuente califnte, ya que el calor que B le suminis- 
tro se empleo en el funcionamiento de 4 . En cambio, la fuente fria si se ha al- 
terado. La maquina frigorifica B ha e^traido una cantidad de calor igual a 
Wb( 1 — vb)/m de la fuente fria y A Ha entregado a esta la cantidad menor 
Wb{l — A a )/% . El calor extraido de la fuente fria es igual al exceso de trabajo 
obtenido en el funcionamiento combinado (hipotetico) de A y B. 

En otras palabras, el efecto resultante de hacer funcionar de esta manera 
la maquina termica A y la de Carnot B juntas, convertiria calor en trabajo en 
un proceso ciclico y no se producirla en la naturaleza otro cambio que el de en- 
friar una fuente termica (la fuente fria). En consecuencia, esta maquina podria 
convertir en trabajo las fabulosas reservas de energia existentes en los oceanos, 
en la atmosfera, o en la Tierra, con io que podrian accionarse maquinas de 
muy diversos.tipos. Jjeria lo que se llama un movil perpetuo de segunda especie, 
el cual no se ha logrado nunca construir y el segundo principio de la Termodi- 
namica postula la imposibilidad de su existencia. Basandonos en este .principio 
resulta que no existen maquinas como la supuesta y que todas las maquinas ter- 
micas reversibles que trabajen entre las mismas temperaturas extremas tienen 
el mismo rendimiento, independientemente de cual sea la sustancia que evolu- 
ciona. (Con un razonamiento enteramente analogo al anterior podriamos de- 
mostrar que ninguna maquina termica reversible puede tener un rendimiento 
menor que el de la maquina de Carnot de gas). 

19-4 Escala termodinamica de temperaturas. En el estudio de la tem- 
peratura realizado en el capitulo 14 indicamos brevemente los problemas que 
intervenian en la definicion de escala de temperaturas. Las escalas de tempera¬ 
turas basadas en la dilatacion de solidos y liquidos no solo daban escalas lige- 
ramente diferentes sino que estaban limitadas considerablemente en su domi- 
nio de utilizacion. El termometro de gas demostro ser mas satisfactory; el 
dominio de utilizacion es mucho mas amplio y todos los gases de densidades 
suficientemente bajas daban escalas casi coincidentes. Todas las relaciones termo 
dinamicas que hemos obtenido se han basado en escalas definidas con un ter- 
mometro de gas. 

Podemos ahora volver a definir la temperatura en funcion de medidas 
energeticas, definicion que es independiente de la sustancia evolutiva utilizada 
en el «termbmetro», que es ahora una maquina de Carnot que funciona 
entre dos fuentes termicas. Los calores cedidos por una y otra fuente termica 
son Q y y Q 2l respectivamente. El cociente entre las temperaturas de las dos 
fuentes se define entonces como el cociente entre las magnitudes de los ca- 



ENTROPIA 


573 


lores Qiy Q 2 : 


Ti Qi 

T 2 Qi 


(19-4) 


El cero de la escala de temperaturas queda establecido por la temperatura de 
la fuente fria cuando el rendimiento de la maquina de Carnot es igual a la uni- 
dad, es decir, cuando Q 2 es nulo. 

Como ya tenemos el punto cero, solo necesitaremos otro punto para esta- 
blecer la escala de temperaturas. Para determinar este otro punto, podemos 
proceder como antes y dividir la escala entre los puntos de congelation y ebu- 
llicion a 1 atm del agua en 100 partes iguales (grados). La temperatura de con- 
gelacion del agua en la escala termodinamica se obtendra entonces haciendo 
funcionar una maquina de Carnot entre dos fuentes termicas, una de las cuales 
este constituida por agua hirviendo a 1 atm y la otra por hielo fundente a la 
misma presion, y midiendo entonces Qx y Q 2 .La temperatura desconocidaTidel 
hielo fundente se deduce de la relation 


Qi _ T\ 4~ 100 
Q2 T\ 

Midiendo Q\/Q 2 y despejando T\, obtenemos Ti = 273,2 grados. 

Como todas las maquinas de Carnot que funcionen entre las mismas tem¬ 
peraturas extremas tienen el mismo rendimiento y, por tanto, el mismo valor 
para Qi/Q 2 >l a escala de temperaturas obtenida es independiente de la sustancia 
termometrica. Esta definition de temperatura, propuesta por Lord Kelvin en 
1848 es la verdadera escala kelvin 0 de temperaturas absolutas. Hallamos, pues, 
que esta escala coincide con la basada en el termometro de gas perfecto, ya 
, que nuestro estudio de la maquina de Carnot con ayuda de las temperaturas 
del termometro de gas nos condujo precisamente a la misma relacion de la ecua- 
cion (19-4). Sin embargo, la escala del termometro de gas perfecto no se basa 
en ninguna sustancia real y por tanto, no es conceptualniente satisfactoria. 
Cuando se empleen gases reales, sabemos que las escalas diferiran. La ventaja 
de la actual definition termodinamica es que establece una escala de tempera¬ 
turas basada en medidas sobre sustancias reales y la escala obtenida es indepen¬ 
diente de la election de sustancia termometrica. 


19-5 Entropla. En general, las transformaciones del tipo indicado en la 
figura 19-3, que estan representadas eh un diagrama de Clapeyron por caminos 
cerrados de formas diferentes, etc., dan trabajos diferentes y diferentes inter- 
cambios de calor con el medio ambiente. El calor total absorbido / dQ, varia 
de un proceso a otro. Sin embargo, a pesar de esta diferencia, en .un intercam- 
bio de calor existe una propiedad interesante que comparten todas las trans- 
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formadones cerradas. Podemos expresar esta propiedad caracterfstica de la 
manera siguiente. Consideremos las cantidades elementales dQ de calor absor- 
bido (positivas o negativas) durante la transformacion. Cuando dividimos cada 
dQ por la temperatura correspondiente, encontramos que la Suma (dQ/T)i + 
(dQ/T) 2 + (dQ/T) 3 + • • • es siempre nula, independientemente de la forma del 
camino cerrado en el diagrama P-V. Esto puede expresarse en forma integral 
de la manera siguiente: 



donde £ significa que la integration esta extendida a un camino cerrado. Es 
evidente que se absorbe mas calor a temperaturas altas que a temperaturas 
bajas (por lo que el calor total absorbido no sera nulo), pero como las dQ gran- 
des estdn divididas por temperaturas T grandes, las contribuciones calorificas 
por grado dQ/T dan una suma nula. 

Para comprobar este resultado, partiremos de un ciclo de Carnot en el que 
solo se produzcan intercambios calorificos a lo largo de las isotermas. Si es Q % 
el calor cedido al sistema a la temperatura T\ y Q 2 a T 2 , tenemos/ dQ/T— 
Qi/Ti para la isoterma superior y f dQ/T = @ 2/^2 para la isotenna inferior. 
La suma de estas dos contribuciones £dQ/T# = Qi/Ti + Qi/T^ es nula, se- 
gtin la ecuacion (19-3a). 

Para, extender esta comprobacion de manera que sea aplicable a transforma- 
ciones cerradas que no sean ciclos de Carnot, procederemos de la manera si¬ 
guiente. La transformacion considerada se puede aproximar con tanta preci¬ 
sion como queramos a una sucesion de isotermas y adiabdticas, segun se indica 
en la figura 19-3. Un elemento cualquiera de isoterma a temperatura elevada 
tiene siempre un elemento correspondiente a temperatura baja. Estos elementos 
pueden considerarse como partes de un ciclo de Carnot elemental, como el 
sombreado de la figura 19-3. Si los calores absorbidos a las temperaturas mas alta 
y mds baja son dQi y dQ 2 , respectivamente, tenemos dQi/Ti -f- dQ 2 /T 2 = 0. 
Este mismo resultado es vdlido para cualquiera otro de los ciclos de Carnot 
elementales que cubren la region limitada por el camino cerrado y sumando 
todos esos resultados obtenemos de nuevo que / dQ/T = 0, tal comb se habia 
expresado en la ecuacion (19-5). 

Si en la ecuacion (19-5) hacemos 


dS = f (19-6) 

tenemos f dS = 0. La cantidad S tiene la propiedad de que cuando pasamos 
de un estado del sistema (gas) al estado inicial por un camino cualquiera, las 
variaciones de S durante la transformacion son siempre tales que la variation 
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Fig. 19-3. Un ciclo arbitrario puede considerarse compuesto de un gran numero 
de pequenas transformaciones isot^rmicas y adiabaticas. 



Fig. 19-4. La variacion de entropfa es independiente del camino y s61o depende 
de los estados inicial y final del sistema. 


total de S es nula, independientemente de la election de la trayectoria. En este 
aspecto, S es en todo analoga a la energla interna l/. Se deduce que la variacion 
de S de un estado a otro es independiente del camino seguido; solo depende 
de los estados inicial y final, segun se ilustra en la figura 19-4. En ella hemos 
representado dos caminos diferentes, marcados 1 y 2, que van de A a B. La in¬ 
tegral a lo largo del camino cerrado que va de A a B por 1 y vuelve de B a A 
por 2 es nula, segun la ecuacion (19-5) y puede expresarse en la forma 

(/>): + (/>), = ° 

Como hemos considerado transformaciones reversibles , podemos escribir 
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Por tanto, obtenemos 


(/», *= (II dS ) 


que nos indica existe una variation de S al pasar del estado A al B , la cual es 
independiente del camino" seguido entre dichos estados. 

A la cantidad S se le ha dado un nombre especial: entropia. Hemos visto 
que esta cantidad es funcion de estado, pero aun no hemos examinado el signi- 
ficado • flsico de esta cantidad. Sin embargo, veremos que la entropia puede 
utilizarse para especificar el sentido de evolution de los sucesos en la Naturaleza 
y para la clasificacion de las probabilidades relativas de la ocurrencia de las 
transformaciones. Todo ello se vera en el apartado 19-6. 

El calculo formal de la variation de entropia cuando pasa un gas perfecto 
de un estado a otro se puede realizar directamente por medio de la definition 


S 2 ~ S i 


r 2 

r dQ 

i T 


(19-7) 


utilizada junto con el primer principio de la Termodinamica y la ecuacion de 
los gases. Obtenemos dQ = C v dT + P dV = C v dT-\-RT (dV/V). Para la va¬ 
riation de entropia de un mol de gas tendremos, pues, 


S a -St = C,lnQ^)+ 


(19-8) 


que solo depende de ios estados initial y final (V lt T\)y (V 2 , 7 2 ), 
camino elegido. 

Este resultado solo es aplicable, desde luego, a un gas perfecto. Cuando 
en las interactions termicas intervienen otras sustancias, deberemos calcular la 
variacion de entropia de cada cuerpo mediante la definition S 2 — Si = Jf dQ/T. 
Recuerdese que esta formula lleva impllcito que la transformation sea rever¬ 
sible. Pronto veremos la importancia de esto, al estudiar las variaciones de en¬ 
tropia en transformaciones irreversibles. 

Algunas propiedades generates importantes de la entropia de un sistema 
pueden hallarse directamente de la definition de entropia y por tanto no tene- 
mos que calcular la integral f dQ/T en funcion del volumen y la temperatura, 
etcetera, de los estados inicial y final, como hicimos en el caso de un gas perfec¬ 
to. La primera propiedad importante es: En toda transformacidn reversible, la 
entropia del Universo permanece constante. Este resultado es inmediato al re- 
cordar que en una transformacidn reversible los cuerpos en interaction se ha¬ 
ll an siempre en equilibrid durante esta. En otras palabras, si el cuerpo A in- 
teractua con B, A y B tienen la misma temperatura. En consecuencia, cuando 
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A cede a B una pequena cantidad de calor dQ, la variacion de entropia de B 
es dSb = dQ/Tb y la variacion correspondiente de A es dS a = —dQ/T a = 

— dSb. La variacion total de entropia del sistema (el Universo) sera nula; es 'decir, 
dS a -f dSb = 0. Consideremos la expansion isotermica de un gas. En este caso, 
los cuerpos en interaccion termica son el gas y la fuente termica que le rodea. 
En la expansion, el calor absorbido por el gas es el mismo que sale de la fuente 
termica. Las temperaturas del gas y la fuente son iguaies y por tanto la ganancia 
de entropia del gas dQjT tiene igual magnitud que la perdida de entropia de 
la fuente termica. La variacion total de entropia del sistema (gas mas fuente 
termica) es nula. 

La segunda propiedad importante de la entropia es: en toda transjormacidn 
irreversible , la entropia del Universo aumenta. Las transformaciones reversibles 
son ideales. Todas las transformaciones que tienen lugar en la Naturaleza, son 
mas o menos irreversibles. En una transformacion irreversible lt>s cuerpos en 
interaccion no estan en equilibrio; la temperatura, o tal vez alguna otra canti¬ 
dad tal como la densidad, varia de un punto a otro del sistema. Cuando no se 
perturba el sistema, sigue una marcha definida; es decir, el calor circula de los 
cuerpos a temperatura elevada hacia los que tienen temperaturas mas bajas y 
la masa circula en el sentido de las densidades decrecientes, etc. 

En toda transformacion, reversible o.no, la energia se conserva siempre y 
en un. intercambio de calor entre dos cuerpos, la cantidad de calor que cede 
uno es siempre igual al calor absorbido por el otro. Por tanto, la diferencia fun¬ 
damental entre transformaciones reversibles e irreversibles podra enunciarse 
de la manera siguiente. En una transformacion reversible, los cuerpos en inter¬ 
accion termica, por ejemplo el gas y la fuente termica en una maquina de Carnot, 
estan siempre a la misma temperatura, con io que circula calor de un cuerpo 
a otro sin que haya variacion de temperatura. En cambio, en una transmision 
irreversible de calor, los cuerpos en interaccion tienen.temperaturas diferentes, 
con lo que el calor se «degrada» en la interaccion. Demostremos mediante 
ejemplos que cuando se produce una transformacion irreversible, crece la en¬ 
tropia total del sistema de cuerpos en interaccion (Universo). 

Hemos llegado anteriormente a la conclusion de^que la variacion de entropia 
en una transformacion esta umvocamente determinada por los estados inicial 
y final y no por el comportamiento del sistema durante la transformacion. 
Cuando se conocen los estados extremos, podemos calcular la variacion de 
entropia evaluando la integral f dQ/T para una transformacion reversible 
que lleva al sistema del estado inicial al final. 

Expansion libre. Un ejemplo que ilustfa el aumento de entropia en una 
transformacion irreversible lo constituye la expansion libre de un gas perfecto. 
Consideremos un mol de gas perfecto contenido en un, recipiente aislado ter- 
micamente que este dividido en dos mitades por una pared. Inicialmente, el gas 
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se halla en una de las mitades del recipiente mientras que en la otra se ha hecho 
el vaclo. Se practica un orificio en la pared y el gas circula a traves de el (expansion 
libre) hasta que la presion sea la misma en todos los puntos del recipiente. La 
transformation es irreversible. No es una sucesion de estados de equilibrio; 
durante la transformation, la densidad y la presion no son uniformes en todo 
el volumen del gas y no podemos especificar un estado del gas, ya que P, V y 
T no son cantidades bien definidas. Si el gas fuera perfecto, no habria variation 
de temperatura a consecuencia de la expansion libre (cap. 18) y el estado final 
difiere del initial sbloen volumen y presion. Para determinar la variacion de en- 
tropia en la transformacibn, debemos determinar el valor de / dQ/T para una 
transformacion reversible que lleve al gas del estado initial al final. La transfor¬ 
mation reversible mas sentilla en este caso seria una expansion isotermica del 
gas. En la ecuacion (19-8) se ha realizado el cdlculo correspondiente de f dQ/T 
para un gas perfecto, y hallamos que la diferentia de entropia entre dos estados 
de .un gas esta dada por£ 2 — Si=C v In (T 2 /Ti) + R\n (F 2 /Fi).En el caso 
actual tenemos T 2 — T iy V 2 — 2V\. La variation de entropia es, pues, 

S 2 - Si = R In 2 

Si no tenemos presente que la relacidn f? dQ/T se refiere a una transforma¬ 
tion reversible que lleva al sistema del estado inicial al final, podriamos pregun- 
tarhos lo siguiente: Puesto que el gas estd aislado termicamente.del medio que 
le rodea, ipor que no es nula la integral / dQ/T'l La respuesta es, simplemente, 
que la dQ que figura en la integral no es el calor que interviene en el proceso 
irreversible, sino que es el de una transformacion reversible utilizada para medir 
la diferencia de entropia entre los estados extremos. 

Circulacidn del calor entre dos cuerpos. Consideremos ahora el flujo calo- 
rifico entre dos cuerpos A y B de masas y calores especificos iguales, pero de 
temperaturas T a y Tb. diferentes. Se ponen en contacto y se aisla termicamente 
el sistema A +5 del medio que le rodea. Si es T a mayor que Tb, circulara 
calor de A a B y las temperaturas llegaran a igualarse. 

Determinemos la variacion de entropia que resulta cuando circula de A a 
B una pequena cantidad de calor dQ. Elio se lograri.sacando de A el calor dQ 
(por ejemplo, dejando que A haga las veces de fuente termica en una maquina 
de Carnot) y luego entregando dQ reversiblemente a B (por ejemplo, dejando 
que B sea la fuente fria de otra mdquina de Carnot). La variacion de entropia 
de A sera dS a = —dQ/T a ,y la variacion de entropia de B es dS b = dQ/T b . La 
variacion total de entropia de la transformacion sera 
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Como Tb es menor que T a , vemos que la variation total de entropia durante 
la transformation, es positiva; la entropia total del sistema aumenta a conse- 
cuencia del,calor que pasa de A a B. 

Las temperaturas de los dos cuerpos llegaran a alcanzar el valor de equili- 
brio T, = (T a + T b )j2. La variacion total de la entropia de A sera, pues, 

- f'&l - f'i?.-- 1 h 

ASa rp me J^ rp me In p 

donde m es la masa de A, y c el calor especifico. La variacion de entropia de B 
se obtiene de la formula anterior sustituyendo Tb por T a . La variacion total de 
entropia de A + B es, pues, 


AS = AS a + AS b = me In YYl ~ mc ln > 0 

Esta cantidad es positiva, puesto que 

{T u +T b ) 2 _ - , (T a - T b ) 2 
±T a Tb ^ ±T a T b 

es mayor que la unidad; la entropia total aumenta durante la transformacidn. 
(T/ es la media aritmetica de T a y Tb, y y/T a Tb es la media geometrica.) 

De nuevo, esta transformacion ha tenido lugar en un sistema A + B ais- 
lado termicamente del medio que lo rodea. Por si mismo, ha pasado de un es- 
tado con una cierta entropia a otro con una entropia superior. Es importante 
observar que el sistema esta aislado termicamente, por lo que durante la trans¬ 
formacion el trabajo que ha penetrado en el sistema A + B es nulo. Esto no 
significa que durante la transformacion sea nula f dQ/T , porque la dQ que 
entra en el calculo'de la entropia se refiere a transformaciones reversible,s en las 
que los miembros del sistema pasan del estado initial al final. 

Mezcla de dos gases. Como otro ejemplo mas, consideremos un recipiente 
aislado termicamente lleno con cantidades iguales de dos gases, por ejemplo, 
oxlgeno y nitrogeno, separados por una pared de manera que cada uno ocupe 
la mitad del recipiente. Al quitar la pared, los dos gase's se mezclaran hasta dis- 
tribuirSe uniformemente por todo el volumen. Por tanto, cada gas se habra 
dilatado hasta el doble de su volumen initial. Si tenemos un mol de cada gas, 
el incremento de entropia de cada gas sera R In (F 2 /F 1 ) = R In 2 (la tempe- 
ratura se mantiene constante) y la variacion total de entropia es 2 R In 2. Vemos 
de nuevo que la entropia de un sistema aislado crece en una transformacion 
irreversible. 
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EstOs ejemplos —expansion libre, circulation del calor, y mezela de gases— 
ponen todos de manifiesto el hecho importante de que la entropia del Universo 
crece siempre en las transformaciones irreversibles. Como todas las transfor¬ 
maciones qqe se producen en la Naturaleza son irreversibles (al menos hasta 
cierto punto), se deduce que el Universo evoluciona continuamente hacia en- 
tropias cada vez mayores, que el calor se degrada al pasar de regiones de tem- 
peratura elevada a otras de temperatura inferior y que la entropia es una medida 
de esta degradation. Pueden producirse disminuciones locales de~‘la" entropia 
cuando los cuerpos se ejerzan interacciones, pero toda disminucioii va acom- 
panada de un aumento de entropia en alguna otra parte, de valor tal que la 
entropia total del sistema aqmente. Tan solo en las transformaciones ideales 
que llamamos reversibles es nula la variation total de entropia. 


19-6 Entropia y probabilidad. Cuando un sistema de cuerpos en inter¬ 
action sufre una transformation, tiende a un estado de entropia mas elevada. 
Por lo que respecta al primer principio de la Termodinamica, existe una infi- 
nidad de transformaciones posibles; unas representari una diminution de la 
entropia total y otras un aumento. La Naturaleza aparta por si rnisma las trans¬ 
formaciones que conducen a una entropia incrementada y rechaza todos. los 
cambios que lleven a una diminution. Parece razonable esperar que la entropia 
pueda utilizarse de alguna manera para la clasificacion de los estados, o de las 
transformaciones, por sus probabilidades relativas de ocurrencia. 

Este punto de vista es fundamental en la interpretation molecular de Boltz¬ 
mann de la entropia y en el segundo principio de la Termodinamica. Segun 
la interpretation de Boltzmann, el estado de un sistema puede describirse,_ al 
menos en principio, en funcion de las distribuciones y celeridades de las mo- 
leculas. Estas pueden distribute de muchas maneras; algunas distribuciones son 
mas probables que las otras. Las moleculas buscan su distribution mas proba¬ 
ble segun las mismas leyes de la probabilidad que predicen, por ejemplo, la 
distribution mas probable de un gran numero de monedas lanzadas al aire. 
La teoria de Boltzmann indica como puede calcularse la probabilidad de las 
distribuciones moleculares con arreglo a los estados macroscopicos y como 
esta relacionada con la entropia dicha probabilidad. En este apartado nos pro¬ 
ponents estudiar brevemente estas ideas e ilustrarlas con algunos ejemplos 
sencillos. 


Ilustracion del calculo de la probabilidad de los estados. Para ilustrar la idea 
que lleva consigo el calculo de la probabilidad de varias distribuciones mole¬ 
culares con arreglo a los estados macroscopicos de una sustancia, estudiare- 
mos la distribution de un gas perfecto en un recipiente. Segun ya indicamos, 
supondremos que las leyes de la probabilidad son aplicables a las moleculas 
de la misma manera que lo son a los sucesos cotidianos. 
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Para repasar las ideas elementales de las leyes de la probabilidad, conside- 
remos el lanzamiento al aire de una moneda. Existen dos resultados posibJ.es 
del lanzamiento, «cara» y «cruz» y no existe a priori ninguna razoii para consi- 
derar un caso mas probable que el otro. Decimos que cara y cruz son resultados 
igualmente probables y que la probabilidad de obtener, por ejemplo, cara es, 
pues, 1 / 2 . Desde un punto de vista experimental, la probabilidad de obtener 
cara esta determinada por el.cociente entre el numero de casos favorables (ob¬ 
tener cara) y el numero total de lanzamientos, cuando este ultimo es muy grande. 

Al lanzar simultaneamente dos monedas, existen cuatro resultados igual¬ 
mente probables; cara-cara, cruz-cruz, cruz-cara, cara-cruz. La probabilidad 
de obtener el resultado cara-cara, por ejemplo, es pues, 1/4. Como existen dos 
maneras posibles de obtener una combination cara-cruz de las monedas, la 
probabilidad de obtener un tal «estado mixto» independientemente de cual sea 
la moneda que de cara sera, evidentemente 2 • £ = Analogamente, puede 
comprobarse con facilidad que el numero de posibilidades de n\ monedas que 
den cara y n 2 qiie den cruz al lanzar n\ + n 2 = n monedas es 


1 • 2 • 3 • • • n 

(1 • 2 ■ 3 • • • ttiXl • 2 • 3 • • • n 2 ) 


(19-9) 


Volvamos a las moleculas del gas en el recipiente. Este esta dividido en dos 
partes iguales A y B. Si en el recipiente hubiera una sola molecula del gas, ha- 
brian dos distribuciones posibles de igual probabilidad 1 / 2 : la molecula puede 
estar en A o puede estar en B. Las dos distribuciones son igualmente probables. 
Cuando tenemos dos moleculas, a y b, en el recipiente, hay cuatro distribucio¬ 
nes posibles: ay b pueden estar en A, a y b en B, o. en A y b en B t o a en B y 
b en A. La probabilidad de cada una es 1/4. De estas cuatro combinaciones 
posibles, dos dan una distribucion uniforme y dos una distribution no unifor¬ 
me. La probabilidad de tener una distribucion uniforme es, pues, 2 • 5 = Al 
incrementar el numero de moleculas, la probabilidad de obtener una distribu¬ 
cion uniforme crece rapidamente y disminuye la probabilidad de obtener una 
distribucion no uniforme. 

En el caso de tres moleculas, habran 2 3 = 8 combinaciones posibles y para 
n moleculas habran 2 n combinaciones, cada una de ellas con una probabilidad 
l/ 2 n . Con n — 10, tenemos 2 10 = 1024 combinaciones. De estas, solo una ten- 
dra las diez moleculas en A. Si consideramos la distribucion de una molecula 
en A y nueve en B, encontramos diez posibilidades, las cuales corresponden 
a colocar la molecula numero uno en A y las otras en B, la numero dos en A 
y las otras en B, etc. Si pasamos a considerar la distribucion de dos moleculas 
en A y ocho en B, encontramos que hay 45 posibilidades. Podriamos continuar 
facilmente este recuento del numero de maneras en que se puede alcanzar un 
estado, y el resultado es el que se consigna en la tabla 19-1. Por estado queremos 
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Numero de 
moleculas 
en A 

10 


8 

7 

6 

5 

4 

3 

2 

1 

0 

Numero de 
mol&ulas 
en B 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Niimero de 












posibilidades 

1 

1 

10 

45 

120 

210 

252 

210 

120 

45 

10 

1 


significar una distribution con numeros especificados de moleculas en A y en B. 
No importa que moleculas estan en A y cuaies en B. Asi, varias combinaciones 
pueden dar origen a un mismo estado. Cuanto mayor sea el numero de combina¬ 
ciones, tanto mayor sera la probabilidad de la existencia de dicbo estado. 

En este caso particular, encontramos que el 70 % de todas las combinaciones 
posibles estan concentradas en los tres estados centrales de la tabla. Estos es- 
tados representan una distribution casi uniforme de las moleculas en la caja. 
A1 ir aumentando el numero de moleculas, se favorecera mas y mas la unifor- 
midad. Con los numeros extraordinaramente grandes de moleculas que existen 
en los gases a presiones ordinarias, la probabilidad de una distribution uni- 
forme (o casi uniforme) es, para todos los fines prdcticos, igual a la unidad. 
En un mol de gas, la probabilidad de que todas las moleculas esten en A es 
(l/ 2 )*o = (i/2) 6 ‘ 1 ° 23 j ntimero extraordinariamente pequeno. La probabilidad 
de que hayan numeros aproximadamente iguales de moleculas en A y en B es 
la unidad, para todos los fines practicos. 

Asi, utilizando las leyes de probabilidad *a un sistema de moleculas que se 
suponen totalmente indepeildientes unas de otras, podemos comprender facil- 
mente el comportamiento de un gas cuando se expansiona y distribuye unifor- 
memente en un recipiente. Esta idea fundamental de cpntar las combinaciones 
que corresponden a diferentes estados de un sistema de moleculas puede utili- 
zarse igualmente en otros casosjgara la determination de las probabilidades 
relativas de varios estados. Se ^ostula que el sistema particular adopta el esta¬ 
do que tenga probabilidad mdxima. Esta es la esencia del segundo principio de 
la Termodindmica en su interpretacidn molecular . ... - 

En el ejemplo anterior, se suponia tacitamente que en los diversds estados 
las particulas se movian con celeridades iguales, con lo que era posible asignar 
probabilidades iguales a las diversas combinaciones de particulas. En otras pa- 
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labras, considerabamos que todos los estados tenian la misma temperatufa. 
Este analisis se puede extender para que incluya estados de temperaturas dife¬ 
rentes, perq nos limitaremos al caso mas sencillo que hemos tratado. 

Vamos a considerar la posibilidad de comparar las probabilidades de diversos 
estados en funcion de las propiedades macroscopicas de los estados, tales como 
volumen, temperatura, densidad, etc. Que existe esta posibilidad se ve inmediata- 
mente mediante el ejemplo sencillo de la distribucidn de las moleculas de un 
gas en un recipiente. Si hay dos volumenes posibles diferentes del gas, £ste bus- 
ca ocupar el yolumen mayor. En efecto, es posible calcular las probabilidades 
relativas de dos estados macroscopicos que tengan la misma temperatura, pe'ro 
volumenes diferentes. En el estudio anterior, encontramos que la probabilidad de 
que todas las particulas de un mol de gas se hallen en. una mitad del recipiente es 
(l/ 2 ) ]V o j donde N 0 = 6 • 10 23 . De manera en todo andloga, encontramos que 
la probabilidad de que todas las particulas esten en un volumen V\ es (Vi/V) N °, 
donde V es el volumen total disponible. Analogamente, la probabilidad de 
que todas las particulas esten en un volumen F 2 es (V 2 /V) N °. El cociente X 2 /X 1 
entre las probabilidades de estar las particulas en V 2 y en V i/respectivamen- 
te, es, pues; 

'% - (liY’ 

^1 - \Vi/ 

o sea 

. X 2 XT , vj 

In Xl = n vf (19-10) 

En otras palabras, en este caso sencillo las probabilidades relativas de los dos 
estados de un mol de gas a temperatura constante se pueden expresar direc- 
tamente en funcion del cociente entre los volumenes de los dos estados. 

Relation entre probabilidad y entropia. En el apartado anterior [vease ec. 
(19-8)], encontramos que entre dos estados diferentes de un mol de gas per- 
fecto a temperatura constante, existe una diferencia de entropia S 2 — S x = 
R In (F 2 /FO. y acabamos de ver que el cociente entre las probabilidades delos 
mismos estados es ln(Z 2 /Xi) = N 0 In (F 2 /Fi)[veasd ec. (19-10)]. Compa¬ 
rand© estos dos resultados, podemos ver que la entropia y la probabilidad de un es- 
tado estan relacionadas (al menos en este caso particular) de la manera siguiente: 

A S = S 2 - S x = = fcln^ (19-11) 

donde k es la constante de Boltzmann. Esta relacion entre probabilidad y en¬ 
tropia no solo es aplicable a estados de igual temperatura, sino que puede 
demostrarse su validez general. 

Una vez determinada la diferencia de entropias entre dos estados, podemos 
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determinar el cociente entre las • probabilidades de los estados a partir de la 
relation de Boltzmann 


_ JSn-Srflk 

x,~ e 


(19-12) 


Ejemplo. Un bano de 1001 g de agua esta a 0° C. ^Cual es la probabilidad de 
que exista el estado 2, en el cual 1 g de agua es hielo (cediendose el cal or late hte al 
llquido restante), en vez del estado 1, en el cual el gramo de agua mencionado sea agua 
llquida a 0° C? 

Nos hallamos ante una transition entre dos estados especificados de la manera 
siguiente. Primer estado: 1 g de agua a 0° C y 1000 g de agua a 0° C. Segundo estado: 
1 g de hielo a 0° C y 1000 g de agua a A To C. Llevemos el sistema de un estado a otro 
por via reversible y calculemos los valores correspondientes de f? dQ/T para las dos 
partes en interaction que constituyen el sistema (1 g de agua y 1000 g de agua). 

1 Empecemos con el gramo de agua. En la extraction de calor (p. ej. con una ma- 
quina de Carnot) necesaria para formar el hielo, la temperatura T — Tq — 273° K 
permanece constante y se quita el calor latente del agua, Q\ ~ 80 cal/g. La variation 
de entropla correspondiente es 

<*-*)--/. f = 

El agua restante del bano puede calentarse reversiblemente en forma analoga, y obte- 
nemos 

,c o, fir , To + Ar 

(s 2 - Si)b = j y = mc J 1 y " mc ln ■—%— 

donde me AT = Q\. 

Para valores pequenos de AT, podemos hacer 

Asl, la variacion total de entropla en dicha transformacion imaginaria serla 

„ _ Qi, AT 1 1 ArV 

S *- Sl - -To+^To-™2 \To) 

Como Qi = mcAT, obtenemos 


Con Qi ~80 cal, obtenemos AT = 80/1000 • 1 = 0,08° C y 


S 2 - Si - - 


1000 /0,08 
2 \273 


J—., 


3 • 10~ 5 cal/°C 
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El cociente entre las probabilidades de los estados 2 y 1 sera, piles, 

X 2 [S 2 -Si\ l 4,3 • 10 -5 \ . 1SK 

Xi 6Xp \ k ) 6XP \ 0,33 • 10-23/ — ex P ( 1 » 3 ‘ 10 ^ 

La probabilidad de esta cristalizacion espontanea sin intercambio de calor con el ex¬ 
terior es, efectivamente, pequenisima. 


Sera interesante estudiar mas detalladamente, a la luz de lo que hemos apren- 
dido acerca de la probabilidad de los estados, algunas de las cuestiones mencio- 
nadas en el apartado 19-1. Consideremos, por ejemplo, el movimiento de un 
pendulo en el seno de un gas. A1 chocar el pendulo con las moleculas del gas, 
se cede la energia mecanica organizada del pendulo al movimiento desordenado 
de las moleculas (calor) y el pendulo llegara a detenerse. Este tipo de fenomeno 
es muy corriente; la probabilidad de que se transforme trabajo mecanico en 
calor es, para todos los fines practicos, igual a la unidad. En cambio, ya hemos 
dicho que la transformacion inversa de calor en energia mecanica organizada 
no ocurre; la probabilidad de este suceso es, para todos los fines practicos, nula. 
i,Como se explican los hechos experimentales de este tipo mediante la teoria 
de la entropla y la probabilidad de los estados expresados por la ecuacion 
(19-12)? iCuan probable es la transformacion de energia mecanica en calor, 
y cuan improbable es el proceso inverso? 

Para responder a estas preguntas partiremos de la ecuacion (19-7). Calcu- 
lemos la probabilidad de que el pendulo reciba energia mecanica E del aire, el 
cual perdera esa misma cantidad de calor. Si consideramos que la fuente ter- 


rmca, cn cstc case j.a atrncsicra, ticnc CapaCiuEu uaiuiiutE iuniiiia^ m iciiipcrci* 
tura del sistema permanecera invariable. Entonces, los dos estados del sistema 
que nos ocupa son: 


Estado 1; La temperatura es T y la energia del pendulo es nula. 


Estado 2: La temperatura es T, el pendulo tiene una energia mecanica E y la 
fuente termica (la atmosfera) ha perdido una cantidad igual de calor; es decir, 
/ dQ = -E. 

La variacion de entropia que se tiene cuando el sistema pasa de uno a otro es¬ 
tado es igual a la variacion de entropia de la fuente termica/ dQ/T = —E/T . 
La probabilidad relativa de los dos estados sera, pues, 


X 2 _ —E/kT 

X 1 - 


(19-13) 


En el movimiento de su centro de masa, el pendulo alcanza una altura ma¬ 
xima h sobre el suelo tal que mgh = E, donde m es la masa del pendulo. Como 
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ejemplo, tomemos h= 1 cm y m=l g. Entonces, con hT ~ 10 14 erg (tem- 
peratura T ~300°K), obtenemos 


~ ~ exp (-1 • 981 • 1/10“ 14 ) ^ exp (-10 17 ) 

X\ 

que es un niimero tan pequeno que puede considerarse, para todos los fines 
practicos, que la probabilidad de que se transforme el calor en trabajo es nula. 

Para hallar la probabilidad de que la energia mecdnica del pendulo se trans¬ 
forme en calor, bastard que cambiemos el signo de la variation de entropla, 
ya que ahora la fuente termica recibe calor. El cociente entre la probabilidad 
de que el pendulo se amortigue y la probabilidad de que permanezca oscilando 
es ahora exp (10 17 ), es decir, un numero tan extraordinariamente grande que 
la conversidn de energia mecanica en calor, para todos los fines practicos, es 
una certidumbre. 

Desde luego, el resultado de la ecuacidn (19-13) es aplicable a una masa 
cualquiera; en particular, puede emplearse para calcular la probabilidad rela- 
tiva de hallar una molecula al nivel del suelo y a una altura h, segfin se ilustra 
en la discusion siguiente. 

Distribution de la densidad en una atmdsfera isoterma (ley de las atmdsfe- 
ras). ^Cual es la probabilidad de hallar una molecula de masa m a una dis- 
tancia y sobre el suelo, comparada con la probabilidad de que se encuentre 
al nivel del suelo (y = 0)? 

Para determinar la probabilidad relativa de estas dos posiciones moiecula- 
res, utilizando los conceptos anteriores, introducimos E — mgy en la ecuacion 
(19-13) y obtenemos 


X2 _ —E/kT _ —mgy/kT 

x[~ e ~ e 


(19-14) 


El cociente X 2 /Xi es extraordinariamente pequeno para masas ordinarias 
(p. ej. 1 g), pero puede verse que cuando tratamos con masas moleculares 
(del orden de 10“ 23 g), el cociente puede ser muy proximo a la unidad incluso 
para valores grandes de y. Es decir, (X%/X\) cz. exp (—10~ 6 y), donde y esta 
dada en centimetros. 

El cociente X 2 /Xi entre las probabilidades debe ser igual al cociente entre 
las densidades del aire sobre la superficie terrestre a una altura y y a una altu¬ 
ra y = 0. Si representamos por M la masa molecular y si hacemosXa/Xi = p/po, 
la ecuacion (19-14) podra escribirse en la forma 


P = 




(19-15) 


donde p es la densidad a una altura y y pc es la densidad en el suelo. 
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Es interesante ver que esta expresion es efectivamente la misma que la ob- 
tenida directamente de las condiciones de equilibrio en una atmosfera isoterma. 
La temperatura T de la atmosfera se supone constante. La presidn y la densi- 
dad varian con la altura y sobre ei suelo (vease fig. 19-5). El equilibrio de un 
elemento de gas de espesor dy exige entonces que la fuerza por centimetro cua- 
drado, p — (p + dp) = — dp, hacia arriba debe ser igual a la fuerza por cen¬ 
timetro cuadrado pg dy hacia abajo. Es decir, 


dp = —pg dy 


Segun la ley de los gases, p = rpT, donde r es la constante de los gases por 
unidad de masa, r = RjM (M = masa molecular). Asi pues, sustituyendo 
dp = rT dp, tenemos 


dp 

P 




Integrando tenemos 


P = 




Po «-”™'‘ r 


donde Po es la densidad en y = 0 y m es 
la masa de una particula de gas (M = 
N 0 m,k = R/N 0 ). Este resultado es igual 
al obtenido anteriormente en nuestras 
consideraciones acerca de probabilidades. 



Fig. 19-5. £l equilibrio de un ele¬ 
mento gaseoso en el campo gravita- 
torio terrestre ekige que dp — — Qg dy. 


Ejemplo. Podemos ilustrar la generalidad de las relaciones que hemos estudiado 
anteriormente, con el ejemplo siguiente que es de naturaleza algo diferente de los que 
hemos dado hasta ahora. Podemos igualar a cero la energia interna de un atomo de 
sodio en su estado normal. El &tomo puede existir tambi^n en el llamado estado exci- 
tado que tiene un exceso de energia de 3,32 • 10 — 12 erg, originado por un desplazamiento 
interno de las cargas electricas. Los dtomos en este estado emiten espontdneamente 
una luz amarilla del sodio y a consecuencia de ello el desplazamiento de las cargas 
vuelve a su estado inicial. Se encierra en un tubo una cierta cantidad de vapor de sodio 
y se ve que emite luz de intensidad I\, cuando la temperatura del vapor se mantiene 
a 727° C. Supongamos que queremos incrementar 100 veces la intensidad, incremen- 
tando la temperatura. lQu.6 incremento de temperatura puede esperarse que produzca 
este incremento de intensidad? 

Representando por «o el numero de atomos en estado normal, la relacion de 
Boltzmann nos hace presumir que el numero de atomos excitados a temperatura T sera 


donde en este caso E — 3,32 • 10 — 12 erg es la energia necesaria para excitar un atomo. 
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Si suponemos que la intensidad de la radiacion es proporcional al numero de ato- 
mos excitados, tenemos 

, ’ . —El kT 

I = const noe 

i 

En consecuencia, el cociente entre las intensidades a dos temperatures diferentes T\ 
y T 2 sera 


I 2 6 


-ElkT 2 


h e- E ' kT i 
Con / 2 // 1 = 100, tenemos 


= exp 


+fe)( l - 


In 100 = 


0 sea 


E 

kTi 


M) 


T\ kT 1 

1 T 2 e n100. 


Ti 

T 2 


-tc 


^ = 1 - 


^-i(ln 100)= 1 - - 1 -- 8 ‘ 10 - 

E 3,32 • IO- 1 2 

T 2 1200°K. 


1000 


4,6 ~ 0,83 


Entropia , irreversibilidad y desorden. Hemos indicado repetidas veces que 
cuando tiene lugar una yariacion _en. un sistema aislado, este busca su estado 
de probabilidad maxima. En consecuencia, la entropia del sistema crece. Si un 
sistema A se halla en equilibrio, no variara y su entropia permanecera constan- 
te. Para que se proauzca una iransformacidu, A debc entrar en interaccion 
con otro- sistema Bs'Eti esta interaccion es perfectamente posible que disminu- 
ya la entropia de A, pero siempre esta disminucion ira acompaiiada de un au- 
mento de energia de B tal que la entropia total del sistema A +2? aumente du¬ 
rante la transformacion. A partir de observaciones de este tipo podemos sacar 
la conclusion de que siempre que en la Naturaleza tenga lugar una transforma- 
cion, la entropia del Universo debera aumentar, aun cuando puedan produ- 
cirse disminuciones locales de entropia, Este es uno de los enunciados del se- 
gundo principio de la Termodinamica. 

Una transformacion reversible es ideal y esta constituida por una sucesion 
de estados de equilibrio, no teniendo sentido de evolucion preferido. Por tanto, 
para las transformaciones reversibles del sistema total las probabilidades son 
iguales. Cuando tratemos de transformaciones reversibles de un sistema A, 
atribuiremos-las variaciones a interacciones de A con otro sistema B. De nuevo, 
en una tal transformacion reversible es evidente que la entropia de uno de los 
dos sistemas debe disminuir, pero siempre queda eso compensado por un in- 
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cremento igual del otro, con lo que la variacion total de entropla en una trans¬ 
formation reversible es nula. Aun cuando las transformaciones reversibles sean 
ideales y aun cuando la variation de entropla total en dichas transformaciones 
sea nula, no deja de ser una herramienta importante para el calculo de la dife- 
rencia de entropias entre dos estados del sistema A, por ejemplo. En efecto, 
esta es la tecnica mediante la cual podemos calcular los cocientes entre las pro- 
babilidades de dos estados de A. 

Como en las transformaciones reversibles la variacion de entropla es nula 
y en los irreversibles es mayor que cero, la variation de entropla puede servir- 
nos para medir la irreversibilidad de una transformation. Cuanto mayor sea 
la irreversibilidad, mayor es la probabilidad de que tenga lugar la transformation. 

La entropla puede considerarse tambien como medida del «desorden»; la 
Naturaleza parece pasar de estados ordenados (por ejemplo, energla mecanica 
organizada) a desordenados (p. ej., movimiento termico desordenado). Desde 
el mismo punto de vista, dos gases sin mezclar representan un estado ordenado. 
Cuando se difunden en una camara comun, se mezclan entre si formando un 
estado desordenado. Desde luego, esta interpretation no es mas que una defi¬ 
nition de la palabra desordert en funcion de la probabilidad; no es mas que 
otra manera de expresar el hecho de que la Naturaleza tiende hacia los estados 
mas probables. As! pues, un estado desordenado es aquel que puede producirse 
con un gran numero de combinaciones diferentes de los elementos (moleculas) 
de un sistema. Este significado estadlstico del desorden no es compatible con 
el sentido ordinario de la palabra. La razon de que los papeles situados sobre 
ciertos escritorios parezcan estar en desorden se debe simplemente a que exis- 
ten muchas combinaciones en que los papeles estan desordenados y muy pocas 
en que estan ordenados. 


Problemas 


19^-1. Describir algunos procesos en 
la Naturaleza que no vulneren el pri¬ 
mer principio de la Termodinamica, pero 
que a pesar de todo, no ocurran. 

19-2. Consideremos las tres trans¬ 
formaciones unidireccionales siguientes 
de un mol de gas monoatomico: (a) ex¬ 
pansion isobarica a la presion-Pi desde 
el volumen V\ hasta el volumen 2V\, 
(b) expansion isotermica desde el estado 
(Pi, Vi) hasta el volumen 2V lt y (c) ca- 
lentamiento del gas desde Pi hasta 2Pi al 
volumen cons tan te V\. iCuales son los 
rendimientos mecanicos de estas trans¬ 


formaciones? (Es decir, el cociente entre 
el trabajo realizado por el gas y el calor 
cedido al gas.) 

19-3. Explicar en detalle la razon 
por la cual el trabajo realizado por una 
sustancia en una transformation cerrada 
pueda representarse por el area encerrada 
por el ciclo en un diagrama P-V. 

19-4. Las ecuaciones (19-2) y (19-3a, 
b) indican que, para una maquiria de 
Carnot 

W = Q1 + Q2 _ ft 
Qi Qi Ti 



590 


SEGUNDO PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA 


Explicar detalladamente los significados 
de las cantidades que figuran en esta 
ecuacion e iridicar las variaciones, si las 
hay, que habria que aplicar a esta rela- 
ci6n para que fuera vdlida para un ciclo 
frigorifico. 

19-5. En la expansidn isot6rmica de 
un gas perfecto, todo el calor absor- 
bido por el gas se convierte en trabajo. 
iCual es la razon fundamental de que el 
calor no pueda transformarse en trabajo 
con un rendimiento tan elevado en una 
maquina de funcionamiento periodico? 

19-6. En la figura 19-6 se ha re- 
presentado una transformacidn cerrada. 
Consideraremos que consta de dos ciclos 



Figura 19-6 


de Carnot que funcionan entre tempe- 
raturas diferentes. Utilizando los valores 
de las temperaturas y volumenes indi- 
cados en. la figura, determinar el rendi¬ 
miento del ciclo y demostrar que es in¬ 
ferior al de una maquina de Carnot 
que funcione entre las temperaturas ex- 
tremas que intervienen en el proceso. 
(El mismo resultado podria extenderse 
a un ciclo arbitrario descomponidndolo 
en ciclos de Carnot elementales.) 

19-7. En el estudio de la figura 
19-2 se vio que todas las maquinas 


reversibles que funcionan entre las mismas 
temperaturas tienen rendimientos iguales 
independientemente de cudl sea la sus- 
tancia que evoluciona. iQue puede de- 
cirse del rendimiento de las maquinas 
irreversibles ? (Rend. = Trabajo/calor ab- 
sorbido.) 

19-8. Explicar como, en principio, 
la temperatura puede definirse de manera 
que sea independiente de la sustancia 
termomdtrica que interviene. Demostrar 
que esta definicidn es plausible y que da 
lugar a la misma escala de temperaturas 
que se obtiene por medio del termometro 
de gas perfecto. 

19-9. Demostrar que en una md- 
quina de Carnot Q\)T\ + Q 2 /T 2 = 0. 
i,Es tambidn nula la suma Qi+ Qrl De¬ 
mostrar que para un ciclo reversible cual- 
quiera tenemos JdQ/T = 0. iQud es 

fdQI 

19-10. Un gas perfecto (n moles, 
constante de los gases R) se lleva del es- 
tado 1 al estado 3 mediante una trans- 
formacidn a volumen constante y otra 
a presidn constante, segun se indica en 
la figura 19-7. (a) iCual es el trabajo 
total realizado por el gas a lo largo del 
camino indicado? (b) i,Cual es la varia- 
ci6n total de energia intema a lo largo 
de este camino ? (c) iCudl es el calor total 
suministrado al gas a lo largo de este 


iP 


Po 


1 


Po/2 


3 


, Vo 2 Vo 


Figura 19-7 
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camino ? (d) iCual es la variacion de 
entropla a lo largo de este camino? . 

19-11. Deducir la relacion dada por' 
la ecuacibn '(19-8) que expresa la varia¬ 
cion de entropla de un gas perfecto 
que pasa de un estado V]T\ a un estado 

r 2 r 2 . 

19-12. Demostrar que la ecuacibn 
de estado de un gas perfecto puede ex- 
presarse en la forma P/Pq — (p/po) r 
e (s-s 0 )ic v ^onde y = CpjC v . 

19-13. Describir un ciclo de Car¬ 
not tanto en el. diagrama P — V como 
en el T — S. iQu6 representan las Areas 
encerradas en estos diagramas? 

19-14. Un mol de un gas real puede 
hacerse pasar del estado A (Pi, V\, T{) al 
estado P(P 2 , V 2 , T 2 ) por medio de dife- 
rentes transformaciones. iCuAles de las 
siguientes parejas varlan en cantidades 
que son iguales para todas las traftsfor- 
maciones? (a) Q, W, (b) S, Q, (c) U, Q, 
(d) U, fV,(c) U, S, ({) S, W. 

19-15. Demostrar que cuando se 
lanzan al aire n monedas, el numero de 
posibilidades, dado por la ecuacibn 
(19-9), de obtener n\ caras y n — n\ 
cruces es igual al coeficiente de a ni b n ~ n 1 
en el desarrollo de ( a + b) n . 

19-16. Dos fuentes termicas que con- 
tienen cada una m kilogramos de agua, 
tienenjas temperaturas T\ y 3TV (a) Se 
ponen en contacto las fuentes y las tem¬ 
peraturas Uegan a alcanzar el valor de 
equilibrio 2T\. iCual es la variacion de 
entropla del sistema? (El sistema esta 
constituido por las dos fuentes). (b) En 
la igualacion irreversible de temperaturas 
de (a) no se ha obtenido trabajo alguno. 
Utilicemos ahora las fuentes para accionar 
una maquiria tArmica reversible que conste 
de una sucesibn de ciclos de Carnot en 
la cual la fuente calidnte se enfria y la 
frla se calienta hasta que las temperaturas 
de ambas sean iguales. i,Cual es la tem- 


peratura final? (c) iCual es el rendimiento 
termodinamico total de esta maquina ? 

19^17. Un depbsito aislado tbrmi- 
camente se divide en dos comparti- 
mientos de igual volumen mediante Un 
tabique conductor del calor. Cada com- 
partimiento contiene 6 -lO 1 ® molbculas 
(= 10 _13 mol) de un gas monoatbmico 
a la temperatura T = 300° K. Existe la 
posibilidad de que la temperatura de un 
compartimiento disminuya en una canti- 
dad AT — 0,001° K y el calor liberado sea 
conducido a traves del tabique y empleado 
en elevar la temperatura del otro com¬ 
partimiento en 10 - 3°K, mientras los vo- 
lumenes de los compartimientos perma- 
necen invariables. 

(a) iCual es la variacibn de entropla 
del gas cuya temperatura disminuye en 
AT? (b) Deducir una ecuacion que ex- 
prese la variacion de entropla del gas en 
el otro compartimiento. (c) Calcular el 
valor numerico de la variacion de entropla 
del sistema (en erg/°K). (d) iCuantas 
veces mas probable es que sean iguales 
las temperaturas de los dos compartimien¬ 
tos que que difieran en 0 , 002 ° K? 

19-18. lA qub altura habrla que 
ascender sobre el nivel del suelo para 
notar una variacion de un 1 % en el co- 
ciente entre las densidades de numero de 
moleculas del nitrogeno y del oxlgeno 
en el aire ? Supongase una atmosfera 
isoterma T — 300° K. 

19-19. La atmbsfera de Jupiter esta 
compuesta probablemente de hidrogeno, 
helio, amonlaco y metano. La masa mo¬ 
lecular media es aproximadamente de 
3,3 y la temperatura — 138° C. (a) Hallar 
el valor de g en la proximidad de la su- 
perficie de Jupiter, (b) Hallar las alturas 
a las cuales las densidades de amoniaco 
(NH 3 ) y helio se reducirian al valor de 
la superficie dividido por e. 

19-20. Una fuente termal suminis- 
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tra 10 kg/min de agua subterranea 
a 85° C. En la proximidad existe un gran 
lago con agua a 25° C. Si se accionara 
una maquina de Carnot entre estos dos 
focos calorlficos, £cual serfa el rendi- 
miento termodinamico ? iQue potencia 
(en kilowatt) podrfa‘generar la maquina? 
Supongase que el agua a 85° C se reduce 
a 25° C. 

19-21. Un mol de pelotas de ping- 
pong de 0,5 g se distribuye sobre una 
superficie plana. La temperatura de las 
pelotas y de su medio ambiente es de 
300° K. (a) Si se hiciera una foto ins- 
tantanea de todas las pelotas, icuantas, 
aproximadamente, estarian 1 cm o mas 
sobre la superficie plana? (b) iVe Vd. 
como puede expresarse su respuesta al 
apartado (a) en funcion del tiempo que 
transcurre observando una pelota antes 
de que ascienda 1 cm o mas ? 

19-22. Explicar por que aumenta 
la .entropia del universo en la expansion 
fibre de un gas perfecto, aun cuando du¬ 


rante dicha expansion no pase calor a 
traves de los limites del sistema. 

19-23. Imaginemos una camara ci- 
nematografica capaz de fotografiar juntos 
sucesos macroscop icos y microscopicos. 
Se fotograflan los siguientes: expansidn 
isotermica de un gas perfecto, compre- 
sion adiabatica de un gas perfecto, un 
terron que cae sobre una superficie plana 
desde una altura h, y un cubo de hielo 
que se funde en un vaso de agua caliente. 
(a) iCual de esos procesoS parecerfa per- 
fectamente razonable si se hiciera andar 
hacia atras al proyector? (b) iEn que 
procesos crece la entropia? (.En cuales 
disminuye? (c) iCual es la relacion en¬ 
tre la entropia y la direccionalidad del 
tiempo ? 

19-24. Supongase una cascada de 
h metros de altura. iCual es la variacion 
de entropia por segundo en el Universo 
a consecuencia de que caiga desde una 
altura h agua a temperatura T a razon de 
q kg/s? 



CAPlTULO 20 


mecAnica de fluidos 

Resumen. Empezamos con un estudio de la distribucion de pre- 
siones necesaria para mantener un fluido en equilibrio bajo la influen- 
cia de las fuerzas de interaction y de inercia. Se dan ejemplos que pre- 
sentan el equilibrio del fluido en un sistema de coordenadas acelerado 
y en otro giratorio. Sigue despues una vision rapida de los diversos 
tipos de movimiento de fluidos y una descripcidn del movimiento la¬ 
minar mediante llneas de corriente y un campo de velocidades. El 
campo no puede ser a'rbitrario sino que debe satisfacer las condicio- 
nes impuestas por las leyes generates del movimiento. Estas condi- 
ciones conducen a los teoremas de Gauss y de Bernoulli. 

En nuestros estudios anteriores acerca de los fluidos (liquidos y gases), he- 
mos prescindido casi siempre de la influencia de las fuerzas exteriores y del 
movimiento total sobre la distribucion de la presion en el fluido. En este capi- 
tulo estudiaremos algunos aspectos elementales de los problemas que surgen a 
causa de las fuerzas y del movimiento. 


20-1 Equilibria de un fluido. La fuerza resuitante que se ejerce sobre 
todas las partes de un fluido en equilibrio es nula. Cuando la fuerza exterior 
es la de la gravedad, un elemento de volumen del fluido esta en equilibrio bajo 
la influencia de su peso y de la presion que le ejerce el fluido que le rodea, segun 
se representa en la figura 20-1. (Para un estudio del concepto de presion, vease 
el apart. 13-3.) La fuerza resuitante debida a la presion del fluido que le rodea 
sera igual al peso del elemento de fluido. La linea de action de la fuerza pasara 
por el centro de masa del elemento, ya que este se halla tambien en equilibrio 
para la rotation. La presion que el elemento de fluido ejerce sobre el fluido 
que lo rodea ejerce, desde luego, una fuerza igual y directamente opuesta que 
mantiene en equilibrio al fluido exterior. 

Si se sustituye el elemento de fluido por otro cuerpo de igual forma y que 
ocupe la misma position, el equilibrio alrededor de el no se altera y la presion 
que sobre el cuerpo ejercera el fluido que lo rodea es la misma que ejercia sobre 
el elemento de fluido que hemos desalojado. En consecuencia, la fuerza que se 
ejerce sobre el elemento de fluido y la que se ejerce sobre el cuerpo que lo sus- 


Ingard — 38 
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-Elemento 
de agua 


Xu. v: 





Fig. 20-1. : La presidn y la fuerza resultante ejercida por el fluido que rodea a un 
elemento de fluido siguen siendo las mismas si sustituimos el elemento por otro objeto 
cualquiera de igual forma y que ocupe la misma position, del elemento de fluido. 


tituye son de igiial magnitud, linea de action y sentido (principio de Arquime- 
des). Asi pues, cuando la fuerza exterior es la de Id gravedad, la fuerza sobre 
el cuerpo sumergido es de igual magnitud, pero sentido contrario, al peso del 
elemento fluido desalojado. A la fuerza hacia arriba que se ejerce sobre el cuer¬ 
po sumergido suele darsele el nombre de empuje. 

Ejemplo. Una barra recta uniforme de longitud L, section recta de area A y den- 
sidad q puede girar libfemente alrededor de un eje horizontal P, situado a una dis- 
tancia d = L/2 bajo la superficie libre del agua, segun se indica en la figura 20-2. La 
fuerza de la gravedad esta dirigida hacia abajo y es igual a .Fi = AgLg y tiene un brazo 
de palanca d\ = L/2 sen 6 respecto al eje P. El empuje tiene por magnitud F 2 = Agog 
(L/2 cos 0) y tiene un brazo de palanca ife = (L/4 cos 6) sen 6 (eo — densidad del agua). 
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El equilibrio exige que el momenta resultante sea nulo, por lo que tendremos F\d\ — 
Fidi- Sustituyendo los valores de la magnitud de la fuerza y del brazo de palanca, ob- 
tenemos la ecuacion 


po send 
4 cos 2 8 


p send 


Esta ecuacidn tiene las soluciones d = 0 y cos 2 d = qq/4q. Obs^rvese que una position 
de equilibrio que no sea la d = 0 s61o es posible si q > qo/4. Por otra parte, la geometrla 
del problema exige que los angulos considerados sean menores que 60°, por lo que 
q debe ser menor que go? es decir, un equilibrio del tipo representado en la figura 20-2 
solo serd posible si go/4 < q< qq. Si q = qq/2, obtenemos cos d = i p2, y, por tanto, 
d = 45°. 


Es evidente que la presion en el seno de un fluido aumenta con la profundi- 
dad, hecho que hemos utilizado en nuestro estudio de la ley de los gases y en 
el ejemplo referente a la distribucion de la densidad en la atmosfera. La presion 
en el seno del fluido dependera de y. de tal manera que la variacion de presion 
a lo largo de una distancia dy sea igual al peso pg dy del elemento de fluido de 
seccion unidad y espesor dy (p = densidad). Entonces, si es y la coordenada 
vertical creciente hacia arriba, • tenemos 

dP — —pg dy (20-1) 

(vease fig. 20-3). Cuando tratemos con liquidos y no con gases, podremos con- 
siderar constant^ la densidad, y la presion sera funcion lineal de y, P = —pgy + 
const, o sea 

P -t- pgy = const ( 20 - 2 ) 

En el ejemplo particular de la figura 20-3, medimos y desde el fondo de un re- 
cipiente lleno de Uquido hasta una altura H. La presion en y = H es igual a 
la presion atmosferica P 0 , la constante de la ecuacion (20-2) es P Q -f pgH, y la 
distribucion de la presion en el recipiente viene dada por 

P + pgy — Po 4- pgH 

Si la densidad varia con y, la distribucion de la presion no se obtendra de 

manera tan sencilla, segun ya Se indico en nuestro estudio de la distribucion 

de la densidad en una atmosfera isotermica. 

Es importante hacer notar que la presion eri el liquido se ajusta por si mis- 
ma de tal manera que las superficies de presion constante sean normales a la 
fuerza exterior, independientemente de la forma del recipiente. (Si hubiera una 
variacion de presion a lo largo de dicha superficie, habrla una fuerza resultante 
paralela a la superficie que actuaria sobre cada elemento fluido y, en conse- 



596 


mecAnica DE FLUIDOS 


IV 



Fig. 20-3. Distribucion de la presion en un Uquido en reposo (e constante). 
P + Qgy — const. 

cuencia, lin movimiento sobre la superficie.) La variation maxima de la presion 
en el fluido se halla en la direccion normal a los superficies de presion cons¬ 
tante. La variacion de presion por uni^iad de longitud en esa direccion recibp 
el nofnbre de gradiente de presion en $1 fluido. El gradiente de presion es un 
vector de magnitud igual a la fuerza exterior por unidad de volumen, pero de 
sentido opuesto. Cuando la fuerza exterior es la de la gravedad, tenemos dPjdy— 
—pg segun la direccion vertical. La variacion de presion por unidad de longitud 
en una direccion s que forme un angulo 6 con la vertical es, pues, hP/ds = 
—pg cos 6. 

Si, ademas de la gravedad, se ejercen sobre el fluido otras fuerzas. las super¬ 
ficies de igual presion no tendran por que ser pianos horizontales. Como ejem- 
plos, consideraremos como sistema un fluido en un recipiente, primero con 
aceleracion constante y luego girando con velocidad angular constante. 

Fluido en un recipiente-sistema con aceleracion constante. En la figura 20-4, 
el sistema constituido por el agua y su recipiente tiene una aceleracion constan- 
te a 0 . En un sistema de coordenadas solidario al recipiente, los fluidos estan 
en reposo (una vez desaparecidas las oscilaciones) bajo la influencia de la grave¬ 
dad y de la fuerza de inercia (cap. 11) resultante de la aceleracion. En este sis¬ 
tema de coordenadas un elemento de masa dm del llquido se halla sometido a 
la fuerza de la gravedad g dm y a la fuerza de inercia —a 0 dm. Hemos tratado 
aqui g como vector con el fin de incorporar la direccion y sentido de la fuerza 
de la gravedad. La presion en el liquido varla de tal manera que cada elemento 
de fluido se halla en equilibrio bajo la influencia* de la fuerza dm {g — a 0 ) y de 
la fuerza que corresponde al gradiente de presion del fluido. Las superficies de 
igual presion seran normales, en tal caso, a la fuerza dm(g — a 0 ). La superfi¬ 
cie del agu'a en el recipiente es uno de estos pianos de igual presion y estara 
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inclinada un angulo 6 determinado por tg 6 — a 0 /g , segun se indica en la figu- 
ra 20-4. La magnitud -de la variation de presion por unidad de longitud, normal 
a los pianos de presion constante, sera pues, dP/ds = pgy/l + (ao/g) 2 - 

Si se acelerara el recipiente hacia arriba o hacia abajo, la magnitud del gra- 
diente de presion serla p{g -f- ao) o p{g — a 0 ), respectivamente. En el caso 
particular de caida libre,' cuando do — g, el gradiente de presion en el liquido 
es nulo. 

* 

Es interesante estudiar el efecto de un fluido acelerado sobre el empuje que 
se ejerce sobre un cuerpo sumergido. El fluido acelerado que rodea al cuerpo 
sumergido ejerce una fuerza resultante sobre el cuerpo. Si todo el fluido tiene 
una aceleracidn a 0 , ia fuerza (gravedad mas fuerza de inertia) que se ejerce 
sobre un elemento de volumen dV del fluido es p(g — ao) dV en un sistema de 
coordenadas acelerado que siga al fluido. El fluido que rodea al elemento ejerce 
sobre este una fuerza igual y opuesta, es decir, p(—g a 0 ) dF,donde p es la 
densidad del fluido. (La fuerza —pg dV es el empuje ordinario y a pa 0 dV se le 
puede llamar empuje de inertia.) Esta fuerza resultante ejercida por el fluido 
que le rodea no varia cuando se sustituye el elemento de fluido por el cuerpo su¬ 
mergido. Si esp 1; la densidad del cuerpo, la fuerza exterior que se ejerce sobre 
el (gravedad mas fuerza de inercia) es pi(g — a 0 ) dV, y el fluido que le rodea 
actua sobre el cuerpo con el empuje resultante p(—g + a 0 ) dV. La fuerza re¬ 
sultante F' ejercida sobre el cuerpo medida desde el sistema de coordenadas 
acelerado (fig. 20-5) sera pues 

F' = (P. - P)(g - ao) dV (20-3) 

Evidentemente, el sentido de la fuerza resultante depende de la diferencia entre 
las densidades del cuerpo sumergido y el fluido. 
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Fig. 20-5. Fuerzas que se ejercen sobre un cuerpo sumergido en un fluido ace- 
lerado, medidas desde el sistema de coordenadas del fluido. Las lineas de trazos repre- 
sentan empujes producidos por la presidn del fluido que le rodea. 


En la figura 20-6 puede verse un experimento que pone de manifiesto este 
resultado. Se fija al extremo de un hilo una pelota de ping-pong que cuelga 
del tapon en el interior de una botella. La pelota tiene una densidad media ma¬ 
yor que la del aire desalojado (pi > p), y cuando se mueve la botella hacia 
la derecha con una aceleracion a 0 , sobre la pelota se ejercerd una fuerza de 
inercia resultante hacia la izquierda y la pelota oscila hacia la izquierda. Segiin 
la ecuacion (20-3), la fuerza resultante que se ejerce sobre la pelota en la direc- 
cion horizontal es — (p x — p)a 0 dV, y tiene el mismo sentido que — a 0 , ya que 
(p x ~ P) > 0. 

A continuation, repitamos el experimento con la botella llena de agua. Se 
invierte la botella con el fin de mantener sumergida la pelota. Cuando se da a 



Fig. 20-6. Ejemplo que pone de manifiesto las fuerzas de inercia y empuje en un 
fluido acelerado. En el aire la pelota de ping-pong se desvia en sentido contrario al de 
la aceleracidn, pero en el agua se desvia en el mismo sentido que la aceleracidn. 
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la botella una aceleraeion ao hacia la derecha, la pelota no se mueve hacia 
atras, stno que se mueve hacia adelante en la rpisma direccidn y senticb que la 
aceleracidn. El empuje que ejerce el llquido es ahora mayor que la fuerza de 
inercia que actua sobre el cuerpo, ya que la densidad del agua es mayor que la 
densidad media de la pelota. En otras palabras, ahora (p x — p) es negativo y 
la fuerza resultante sobre el cuerpo — (pi — p)ao dV tiene la misma direccidn y 
sentido que a 0 . 

Si la aceleraeion de la botella esta dirigida hacia abajo y^ es igual a g, es de- 
cir, cuando la botella se halla en calda libre, la fuerza resultante que se ejerce 
sobre el cuerpo es nula en el sistema de coordenadas de la botella y el cuerpo 
no se acelera respecto al fluido. Todo elemento, independie^temente de su niasa, 
adquiere la aceleraeion de calda libre g. 

Fluido en un recipiente —sistema giratorio con velocidad angular constante. 
Supongamos ahora que se pone en rotacidn con velocidad angular constante w 
alrededor del eje z, el sistema constituido por el agua y el recipiente (vease 
fig. 20-7). En un sistema de coordenadas que gire con el vaso, el fluido esta en 
reposo y un elemento de fluido situado a una distancia r del eje de rotacion se 
halla en equilibrio bajo la accion de la fuerza de la gravedad g dm, la de inercia 
(centrifuga) u 2 rdm, y la fuerza resultante de la presion en el fluido. Tantbien 
ahora, las superficies de igual presion deben ser normales a la fuerza resultante 
dm (g + w 2 r), y ei dngulo entre la superficie del fluido y el piano horizontal ven- 
dra dado por tg0 = <a 2 r/g;ts decir, la pendiente de la superficie aumenta con 
la distancia al eje. Si se expresa la ecuacion de la superficie en la forma z = z(r), 
tenemos tg 6 = dzjdr y se obtendra una expresion de la superficie de igual pre- 
sion a partir de la ecuacion 



Fig. 20-7. Fluido que gira con velocidad dngular constante. 
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que tiene la solution 

. CO 2 2 
z=z 0 + ¥} r 

La superficie libre del agua es una de las superficies de presion constante y for¬ 
ma una superficie parabolica descrita por la ecuacion anterior, donde z Q es la 
altura de la superficie del agua en r = 0. 

20-2 Description del movimiento de un fluido. Campo de velocidades y 
lineas de corriente. Cuando observamos fluidos en movimiento, vemos varios 
tipos evidentes de movimiento que parecen fundamentalmente diferentes. Con- 
sideremos, por ejemplo, el movimiento muy irregular y aparentemente impo- 
sible de predecir, que Ueva el agua en una corriente rapida y turbulenta y com- 
paremoslo con la circulation regular y tranquila en un rio ancho. En la circu¬ 
lation irregular o turbulenta, un elemento de fluido se mueve siguiendo una tra- 
yectoria aparentemente al azar, no muy diferente del movimiento de una 
molecula en un gas. En cambio, en la circulation regular o lamelar, cada ele¬ 
mento de fluido sigue una trayectoria bien definida. Otro tipo de movimiento 
es la salida de un liquido por un grifo o una manguera en los cuales el chorro 
de agua se divide en gotitas que se mueven como puntos materiales sueltos. 
Muchos de los problemas referentes a la circulation turbulenta y a los chorros 
son complicados; limitaremos nuestro estudio al regimen lamelar. 

Un elemento de un fluido en regimen lamelar sigue una trayectoria bien defini¬ 
da a la que llamaremos linea de corriente.* Solo vamos a considerar aqui el caso 
de circulation independiente del tiempo, en el cual todos los elementos de fluido 
que pasan por un punto dado del espacio siguen la misma linea de corriente 
con la misma velocidad. Es decir, las propiedades del fluido tales como la den- 
sidad, la presion y la velocidad en un punto fijo del espacio, no varian con el 
tiempo. Es importante tener en cuenta que aun cuando la velocidad del fluido 
en un punto dado no varie con el tiempo, puede variar de un punto a otro, como 
ocurre en el caso del agua que circula por una tuberia de section variable. 

En estas condiciones, podremos representar graficamente el movimiento del 
fluido, de una vez para siempre, por medio de lineas de corriente que describan 
las trayectorias de los elementos de fluido. En cada punto, la velocidad tiene 
la direction de las lineas de corriente; luego, dibujando el vector velocidad en 
cada punto del fluido habremos especificado totalmente su estado de movi¬ 
miento. Cuando cada punto del espacio define de esta manera un vector velo¬ 
cidad, decimos que el movimiento esta especificado por un campo de vectores 

* Las trayectorias y las lineas de corrientes s 61 o coinciden cuando las condiciones de la circu¬ 
lation no dependen del tiempo, cual es el caso que vamos a tratar. 
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velocidad ;'En muchas ramas de la Fisica suele ser corriente y util la description 
de las propiedades del espacio en funcion de campos vectoriales' En los capi- 
tulos anteriores, hemos descrito la fuerza gravitatoria en funcion de un campo 
de fuerzas y para las fuerzas electricas y magneticas se emplean tambien des- 
cripciones analogas. 

Es evidente que el campo de velocidades del fluido y el campo de presiones 
correspondiente no pueden ser arbitrarios, sino que deben ser compatibles con 
las leyes fundamentals del movimiento, es decir, con la conservation de la 
masa, de la cantidad de movimiento y de la energia, todas las cuales imponen 
ciertas condiciones que debe cumplir el campo de velocidades. La condition* 
impuesta por el principio de conservation de la masa es particularmente senci- 
11a y valiosa, por lo que vamos a .estudiarla antes de dar ejemplos especificos 
de campos de circulation. 

Conservacion de la masa. Consideremos la circulation de un fluido por un 
tubo de section variable, como el indicado en la figura 20-8. Si la densidad del 
fluido en todo punto del tubo es independiente del tiempo, tambien lo sera la 
masa por unidad de longitud del tubo. Por tanto, la masa que circula por el tubo 
en unidad de tiempo debe ser la misma en todos los puntos, por lo que la velo¬ 
cidad a lo largo del tubo debera variar cuando varie el area de su section recta. 
Para estudiar esta variation, consideremos el volumen comprendido entre los 
dos pianos fijos de areas A\ y A 2 indicados en la figura 20-8. Cuando el fluido 
se desplaza una distancia ds i a traves del piano A i, penetra a traves de este en 
la region comprendida entre A \ y A 2 una masa Aipi dsi. La masa que penetra 
por unidad de tiempo sera, pues, AiPi(ds!/dt) = A^piUi . Pero como la masa 
total entre Aj.y A 2 es constante, la masa que sale del tubo por A 2 debe ser 
iguai a la masa que penetra. Si es 112 la velocidad en A 2 y P 2 la densidad en 
el mismo lugar, la masa que circula en unidad de tiempo es A 2 P 2«2 y la conser¬ 
vacion de la masa exige que 


AipxUi = A 2 P 2 U 2 — const (20-4) 

Si la densidad del fluido es constante (como ocurre con la mayoria de los li- 
quidos ya que son practicamente incompresibles), se deduce que la conserva¬ 
cion de la masa exige que la velocidad sea inversamente proporcional al area 
de la seccion del tubo. 


A 


1 






A 2 




U 2 


Fig. 20-8. La conservacion de la masa impone la condicion A\q\u\ = A 2 Q 2 U 2 . 
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En este estudio hemos considerado la circulacion por un tubo o tuberfa 
real. Sin embargo, el resultado obtenido es aplicable a todo campo indepen- 
diente del tiempo, de la manera siguiente. Imaginemos trazadas las llneas de 
corriente de elementos de fluido vecinos, de manera que tengamos un haz de 
llneas dp corriente que formen un tubo de corriente, segun se indica en la figu- 
ra 20-9. Como no hay componentes de la velocidad normales a la «pared» del 
tubo de corriente, la circulacion de masa debe ser la misma en todos los puntos 
y obtenemos la relation de la ecuacion (20-4) para la variation de la velocidad 
a lo largo del tubo de corriente. 

En el caso de un fluido incompresible, el area de la section recta, de-un 
tubo de corriente constituye una medida de la velocidad del fluido, hecho que 
puede aprovecharse para describir graficamente la circulacion de un fluido. Si 
hacemos el numero de llneas por unidad de superficie normal a ellas igual a 
la magnitud de la velocidad, tenemos una description grafica cuantitativa del 
campo de velocidades, ya que las llneas de corriente describen tanto la magni¬ 
tud como la direction y sentido del vector velocidad. La magnitud de la velo¬ 
cidad es proportional a la densidad de llneas de corriente. 

Este metodo tambien puede emplearse para dar descripciones analogas de 
los campos electrico y magnetico, por lo que convendra tener presente el pro- 
cedimiento. 

Teorema de Gauss. Vamos a considerar el campo creado por una fuente 
de simetrla esferica que emita Q g/s de fluido hacia la region que la rodea. Las 
llneas de corriente seran rectas que salen radialmente de la fuente, segun se 
indica en la figura 20-10. Podrlamos materializar aproximadamente una dis¬ 
tribution de este tipo por un flujo de agua que saiga de una manguera sumergida 
en agua y provista de algun tipo de «distribuidor» esferico (por ejemplp, un 
boquerel esferico). Tambien podrla obtenerse una distribucion radial como la 


«i 



Fig. 20-9. Haz de llneas de corriente que forman un tubo de corriente. 
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de la figura con una superficie esferica (globo) que se dilate radialmente con 
una velocidad radial inversamente proporcional al radio de la esfera. Tambien 
podrla obtenerse un campo de simetria esferica al atravesar una corriente un 
pequeno orificio p'racticado en una placa. El campo al otro lado de la placa 
sera aproximadamente igual que el de una fuente puntiforme situada en el ori¬ 
ficio (se supone, desde luego, regimen lamelar). La velocidad u del fluido ten- 
drd magnitud constante sobre toda una superficie. esferica de radio r con la 
fuente en el centro y podra obtenerse esta velocidad directamente del principio 
de conservation de la masa. El area de la superficie esferica es 4irr 2 y si es p 
la densidad del fluido, obtenemos 

. 2 r\ Q 1 

4t r pu = Q o sea u = - -- 

4rp r 2 

La velocidad es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia al cen¬ 
tro de la fuente. Incidentalmente, podemos hacer notar que si se toma el numero 
de Hneas de corriente que atraviesan normalmente la unidad de superficie igual 
a la magnitud de la velocidad, el numero total de llneas de corriente que par- 
ten de la fuente es &rr 2 u — Q/p. Este mismo numero de Hneas de corriente 
debera atravesar cualquier superficie cerrada que rodee a la fuente. Por tanto, 
si la componente normal a la superficie (fig. 20-11) de la velocidad es u n = 
u cos 6, tenemos 

ju(dS cos0)= fu n dS = Q (20-5) 

Esta relacion, referente al numero de Hneas de corriente o de campo, se conoce 
con el nombre de teorema de Gauss. A los campos gravitatorio y electrico pue- 



Fig. 20-10. Lineas de corriente 
que parten de una fuente con simetria 
esferica. 



Fig. 20-11. La masa total que fltiye 
a traves deuna superficie cualquiera que 
rodee a una fuente puede escribirse en 
la forma efu n dS (teorema de Gauss). 
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den aplicarse consideraciones totalmente analogas. Por ejemplo, el campo elec- 
trico corresponde a la velocidad del fluido y la intensidad Q de la corriente 
fluida corresponde a la carga electrica. 

20-3 Relation entre la velocidad y la distribution de la presion. Teorema 
de Bernoulli. Como ya conocemos las condiciones impuestas al campo de ve- 
locidades por el principio de conservation de la masa, podemos pasar a estu- 
diar las condiciones correspondientes resultantes de consideraciones acerca de 
la cantidad de movimiento y de la energia. De este estudio obtendremos la re¬ 
lation que debe existir entre los campos de presiones y velocidades para que 
se cumplan las leyes generales del movimiento. Convendra empezar con las 
observations cualitativas siguientes. 

Cuando un fluido se halla en reposo bajo la action de la gravedad, el gra- 
diente de presion en el fluido es dPldy = — pg, segun se vio en el apartado 20-1. 
Si es constante la densidad, este gradiente corresponde a una distribution de 
la presion dada por P -f pgy — constante. Este es el caso representado en la 
figura 20-12a). La presion en todos los puntos del interior del liquido es mayor 
que la presion exterior Pq. Si quitamos ahora el fondo del recipiente, el liquido 
adquirira la aceleracion de caida libre, como en la parte (b) de la figura. Se 
anula entonces el exceso de presion en el liquido; la presion en todos los pun¬ 
tos del liquido se hace igual a la presion exterior P 0 . Por ultimo, en la figu¬ 
ra 20-12(c), la situation es intermedia entre las de (a) y (b) y es mas representa- 
tiva, en general, de los problemas referentes al movimiento de fluidos. En (c), 
tan solo una pequena portion del fluido proximo al orificio de salida adquiere 
la aceleracion de caida libre correspondiente a la fuerza exterior de la grave- 
dad y solamente en esa region caera la presion a P 0 a consecuencia del movi¬ 
miento. La distribution de la presion en el resto del fluido corresponde a la 
diferencia entre la aceleracion de caida libre y la aceleracion real del fluido. 
Para determinar esta distribution de la presion es necesario emplear las leyes 
del movimiento que relacionan las fuerzas, las variaciones de cantidad de mo¬ 
vimiento y las energias cineticas de un elemento fluido. 

Consideremos en primer lugar la figura 20-13, que presenta un fluido in- 
compresible que se mueve a lo largo de un tubo horizontal de section variable. 
Como el fluido es incompresible, el volumen de un elemento de fluido no varia- 
ra al circular por el tubo. En consecuencia, cuando se desplaza hacia la derecha 
el elemento de fluido desde la position indicada en (a) hasta la indicada en (b), 
el volumen dV desplazado en el limite de la izquierda es igual al volumen dV 
desplazado en el limite de la derecha del elemento de fluido. Las velocidades 
del fluido en los limites izquierdo y derecho son, respectivamente, u x y U 2 . El 
efecto resultante del desplazamiento es, pues, totalmente equivalente a quitar 
del limite de la izquierda un elemento de volumen dV de energia cinetica 
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p dV(u\/ 2) y anadir a la derecha un elemento de volumen dV de energla cine- 
tica p dV{u\/2). La ganancia total de energla debida al desplazamiento sera, 
pues, pu\/2 ) dV. El trabajo realizado por la presion sobre el llmite 

de la izquierda es P x dV y el trabajo realizado sobre el llmite de la derecha 
es —P 2 dV. El trabajo total es, pues, (P x — P 2 ) dV. Igualando el trabajo 
total realizado sobre el elemento de volumen a la ganancia correspondiente de 
energla cinetica, obtenemos P x — P 2 = pul/2 — pul/2, que tambien puede 
escribirse en la forma 


m** 

. Pi +P ~2 ~ Pz + P ~2 (circulation horizontal) 

Como esta relacion es aplicable al movimiento de un fluido a lo largo de un 
tubo horizontal, no entra en ella el efecto de la gravedad. Si se inclina el tubo 
de la figura 20-13 quedando el extremo de la izquierda a una altura y\ y el 
de la derecha a otra altura y 2 , el efecto del desplazamiento no solo es incremen- 
tar la energla cinetica eh la cantidad dada anteriormente, sino tambien incre- 
mentar la energla potencial. Cuando se incluye este efecto, se obtiene 


2 2 

Pi + pgvi + P ^ = Pi + pgy 2 + p ^ 


( 20 - 6 ) 


Esta relacion entre la distribution de presiones y la distribution de velocidades 
es el llamado teorema de Bernoulli. 

Aun cuando en la deduction iba impllcita la circulacion por una tuberla 
real, el resultado (20-6) es aplicable a cualquier tubo de corriente de una cir¬ 
culacion arbitraria. En otras palabras, cuando se mueve un elemento de fluido 
a lo largo de su linea de corriente, la suma de su presion P, su energla potencial 




Po 





l~ f — | 


u- f 4-t-M 
hi i m i 

w mt* 

Wtrj 

ripbi-v-7 

■Villi'"-" 


t * 


(a) (b) (c) 

Fig. 20-12. (a) El fluido esta en reposo. La presion en el fluido es mayor que Pq. 
(b) El exceso de presidn en el llquido desaparece al adquirir la aceleracion de calda 
libre. (c) El fluido se acelera, pero no uniformemente. La presion no es tan grande 
como en (a) pero es mayor que en (b). 
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cadffn fluid0 tocompresible desde la posiddn indi- 

rin . j!f h f , mdlcada en (b> . ^ana una energla cinitica dV( e U \I2 - o u m) 

„ ,t w' V0 ”? en . ^aplazado. El trabajo correspondiente realizado por la preddn 
es (/>, - p 2 )dy- es decir, />,+ <? u*/2 = P 2 + q u]/2 


pgy y su energia cinetica pu 2 / 2, se mantiene constante. Vemos que la presion 
es elevada donde la velocidad es baja y viceversa. 

Es importance recordar que la ecuacion de Bernoulli (20-6) solo vale para 
el caso de un fluido incompresible , no viscoso, en regimen lamelar. 

r ^ EjEMPL ° !' / ara ilustrar la utilizaci6n de la ecuacion de Bernoulli, hagamos 
reference a la figura 20-12(c) y calculemos la velocidad de salida del amT e 

-fa'defd^oS^ 1 ^ deP6Si f - S f ^ 1 4r “ de CSte 0rifid ° y d **££ 

... p ‘ , es W2 a velocidad en A 2 , la superficie del agua en el depdsito 

cidn^ehmasa 3 ^ ° Cld ?? “I = ( f 2Ml) “ 2 de acuerd o con el principle de conserva- 
p tamhl ™ f reS , 10n f 1 en la su P erfi cie es igual a la presion atmosferica exterior 

^tur^ tenemlfr T'* Si d dep6sit0 eStd Ueno hasta una 

a tura H , tenemos en la ecuacion de Bernoulli y 2 - y { ^ H y obtenemos 


Pi + pgH+p 


/ j \2 2 

/ A 2 \ U2 _ 

\Aj ~2 ~ 


P 2 + p 


y como /»| = P 2 , la velocidad en A 2 seri 


u 2 = 


Al/Ai 


En muchos casos practicos, tenemos /t 2 //t,« 1 y la velocidad se reduce au 2 ~V2^tf. 
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Ejemplo 2. Como bird ejemplo de uti- 
lizacibn del teorema de Bernoulli, deter- 
minemos la llamada presion de estancamien- 
to sobre un obstaculo situado en tin fluido 
en movimiento, segun se indica en la figura 
20-14. El fluido incidente lleva una velo- 
cidad uniforme U. ‘El dbstdculo altera la 
circulacibn uniforme en la forma indicada 
en la figura. En el punto A la velocidad 
sera niila y la presion P e en dicho punto sera Figura 20-14 

mayor que la presibn Po en el fluido no 

perturbado. Como el fluido incidente lleva la velocidad uniforme U, del teorema de 
Bernoulli obtenemos, 

n 2 

En otras palabras, el exceso de presion en el punto A es P e — Po = qU 2 / 2. 

20-4 Extension del teorema de Bernoulli a un fluido compresible. Com- 
plementaremos los estudios del apartado anterior con una deduction del teo¬ 
rema de Bernoulli para fluidos compresibles. Partiremos de un campo. dado de 
velocidades del fluido y lo supondremos independiente del tiempo. Se cono- 
cera entonces la velocidad u de un elemento de fluido en funcion de su coorde- 
nada curvilinea de position s a lo largo del tubo. Como esta velocidad u(s)‘ de 
un elemento del fluido suele variar de un punto a otro, el fluido tendra una 
cierta aceleracion en cada punto de la trayectoria. Esta aceleracion se puede 
eKpresar en funcion de la funcion velocidad u(s) dada. 

La variation de velocidad cuando el elemento del fluido recorre una dis- 
tancia ds es, pues, ( dujds)ds y la variacion instantanea por unidad de tiempo es 



ds du _ du _ d(u 2 / 2) 
dt ds ~ ds ~ ds 


(20-7) 


Las fuerzas que se ejercen sobre un elemento del fluido de longitud ds, situado 
en s, son la de la gravedad y la fuerza producida por la variacion de presibn a 
lo largo de s. Esta ultima es —A dP, donde dP es la variacion de la presibn 
en la longitud ds (A = area de la seccion recta del tubo), segun se indica en la 
figura 20-15. La componeiite de la fuerza de la gravedad en la direction s es 
—Apg ds cos 6 = —Apg dy, ya que ds ccjs d = —dy (0 es el angulo que forma 
con la vertical la direccion de s). Igualando la componente segun s de la resul- 
tante con el producto de la masa por la componente tangential (segun s) de !a 
aceleracion, obtenemos —A dP — Apg dy = {pA ds)a. IntrodUciendo la ex- 
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Fig. 20-15. La aceleracion tangencial del elemento de fluido en una posicion 
s es u(du/ds) = [d(u 2 (2)]/ds, y obtenemos o\[d(u 2 /2)]/ds} = — gg cos 6 — ( dP/ds.) 


presion de a de la ecuacion (20-7), obtenemos 

d (^) + J- + 9dy = 0 

que integrada da 

~2 "i" QV J ~ ~ cottst (20-8) 

Si el fluido es incomprensible, con lo que la densidad p es constante, la ecuacion 
(20-8) se reduce a la relacion dada por (20-6). 

Si suponemos que tiene lugar una transformation adiabatica al moverse 
el elemento del fluido a lo largo del tubo de corriente, tenemosP/P 0 = (p/po) 7 
donde y es el cociente entre los calores especificos a presion y voiumen cons¬ 
tante. Dejamos como ejercicio demostrar que la ecuacion (20-8) toma la forma 

7 ~ r ~ P + pgy + p y = const (20-9) 

(V^ase el prob. 20-13.) 

20-5 Aplicaciones del teorema de Bernoulli. Existen numerosos feno- 
menos de circulacion de fluidos que podemos comprender basandonos en el 
teorema de Bernoulli. Como primer ejemplo, consideremos un ala en una co¬ 
rriente fluida, segtin se indica en la figura 20-16. Tambien se muestran las lineas 
de corriente en torno al ala y observamos que se aprietan sobre el ala, mientras 
que debajo permanecen practicamente inalteradas. Por tanto, la velocidad del 
fluido sera mayor encima del ala que debajo. En el fluido sin perturbar, la ve¬ 
locidad y la presion son uniformes en el fluido y la constante del teorema de 
Bernoulli es la misma para todos los tubos de corriente. Por tanto, la mayor 
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Fig. 20-16. Ala en una corriente fluida. 



Yelocidad sobre el ala significa una presion menor encima del ala que debajo 
de ella y el resultado sera una fuerza de sustentacion del ala. 

Un efecto analogo se produce sobre un cilindro o esfera en rotacion, segun' 
se indica en la figura 20-17. El cilindro gira en el mismo sentido que las agujas 
del reloj, a consecuencia de lo cual se origina un movimiento circulatorio del 
fluido que lo rodea, dirigido en forma analoga. El fluido se pone en movimiento 
estacionario de izquierda a derecha y la velocidad resultante sera mayor sobre 
la parte superior del cilindro que sobre la inferior. La diferencia correspon- 



Fig. 20-18. El cilindro giratorio situado sobre el carrito hace que este se mueva 
en la direccion indicada cuando sopla el viento. 
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diente de presiones de Bernoulli origina una fuerza resultante hacia arriba apli- 
eada al cilindro. 

Este efecto se puede poner de manifiesto de la manera indicada en la figura 
20-18. Sobre un carrito que puede moverse sobre una via horizontal se monta 
un cilindro giratorid. Cuando sopla viento en la direccion indicada, es decir, 
perpendicular a la via, el carrito empieza a moverse a consecuencia de la fuer¬ 
za de Bernoulli que se desarrolla sobre el cilindro. 

Cuando se da «efecto» hacia adelante a una pelota de tenis, la velocidad 
del aire bajo la pelota sera mayor que encima de ella y este movimiento combi- 
nado origina una fuerza de Bernoulli resultante aplicada a la pelota y dirigida 
hacia abajo. El efecto tendria sentido contrario si se diera a la pelota un «efec- 
to» hacia atras, en cuyo caso la fuerza de Bernoulli pudiera ser tan grande como 
la de la gravedad durante una cierta distancia y podia hacqr que la pelota 
«flotase» a lo largo de una linea casi recta. 


Problemas 


20-1. Una vara de madera de lon- 
gitud L y densidad q puede girar libre- 
mente alrededor de un eje horizontal fijo 
que pasa por el extremo inferior de la vara. 
Esta estd sumergida en un bano de agua, 
segun se indica en la figura 20-19. (a) 
iCuales son las posiciones de equilibrio 
estable e inestable de la vara? (b) Se se- 
para la vara un angulo pequeno a partir 
de su posicibn de equilibrio estable y se 
suelta. iCudl es la frecuencia de la osci- 
lacion si, suponemos que el unico efecto 
del liquido es el empuje ? 



20-2. Un dispositive para medir fuer- 
zas pequenas en el agua consiste en 
un cilindro de aluminio con una aguja 
delgada que parte de su cara inferior, tal 
como se indica en la figura 20-20. Se 
ajusta el tamano de la cavidad de aire en 
el cilindro de manera que bste quede en 
reposo inmediatamente bajo la super- 
ficie del agua cuando se s> merge toda 
la unidad. Se .impide que se hunda y se 
mantiene en equilibrio haciendo que la 



Figura 20-20 


Figura 20-19 
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aguja penetre en tetracloruro de carbono 
en la forma que se indica. Si el diametro 
de la aguja' es d — 2 mm, iqu£ fuerza ver¬ 
tical sobre ei cilindro producira una nueva 
posicidn de equilibrio 1 cm mds profunda 
que antes? La densidad del tetracloruro 
de carbono es e — 1,595 g/cm 3 . 

20-3. Un cubo de agua desliza hacia 
abajo por un piano inclinado un angulo 0, 
exento de rozamientos. iQue dngulo for- 
mara con el piano la superficie del agua? 

20-4. Un acelerometro consiste en 
un recipiente lleno de liquido en el cual 
puede moverse libremente, alrededor de 
un eje situado en el fondo del recipiente, 
una barra de densidad inferior a la del 
‘‘liquido (fig. 20-21). La densidad del li¬ 
quido es ei y la de la barra 62 (Q 2 < ei)* 
La longitud de la barra es L. (a) <,En qu6 
direccion y sentido se moverd la barra 
cuando se acelera el recipiente? (b) Asig- 
nar valores numericos a la escala sena- 
lada por la barra, de manera que se pueda 
leer directamente la aceleracion. (c) Su- 
gerir metodos para aumentar la sensibi- 
lidad del instrumento. 


20-5. En un coche, un nino sujeta 
un globo lleno de helio. A1 ponerse el 
coche en movimiento, ien qu6 direccidn 
y sentido se movera el globo si estd sujeto 
al extremo de un bilo? (Supongase un 
coche cerrado.) 

20-6. En el interior de un tubo 
lleno de agua se coloca una pelota de 
ping-pong, pudiendo aqudl girar alre¬ 
dedor de un eje tal como se indica en la 
figura 20-22. £En qu6 sentido se mo- 
vera la pelota al hacer girar al tubo alre¬ 
dedor del eje? iQui pasaria si en vez 
de lina pelota de ping-pong se tratara de 
una bola de acero ? Razonar la respuesta. 

2(1-7. De un cilindro largo sale ra- 
dialmente agua a razdn de Q g/s por cen- 
timetro de longitud del cilindro. iCual 
es la velocidad radiaMel agua a una dis- 
tancia r del eje del cilindro ? 

20-8. Indicar el campo que se ob- 
tiene cuando dos fuentes esfericas (pun- 
tuales) simdtricas, separadas una distan- 
cia d, emiten cantidades iguales de agua 
por segundo. La velocidad resultante se 
obtiene por superposicidn de los campos 
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Figura 20-21 


Figura 20-22 
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de velocidades de una y otra fuente. cCual 
es el numero total de Iineas de corriente 
que atraviesan una superficie que con- 
tenga a las dos fuentes en su interior, si el 
numero de Iineas de corriente por unidad 
de superficie (normal a las Iineas) es igual 
a la magnitud de la velocidad del agua? 

20-9. Por un tubo de seccion circular 
variable, como el representado en la figu- 
ra 20-23, circula agua. El area en A\ es 
100 cm 2 y en Ai es A\jA. El caudal es de 
1 litro/s. Representar graficamente la velo¬ 
cidad en funcion de la distribution de pre¬ 
sion a lo largo del tubo. La presion en A\ 
es de 10 atm. Supongase regimen lamelar. 

20-10. Con un sifon se saca agua 


de un recipiente, en la forma indicada 
en la figura 20-24. (a) i,Cual es la ve¬ 
locidad del agua en el punto de salida, el 
cual tiene una seccion mucho menor que 
el recipiente? (b) £,Cual es la presion del 
agua en el punto mas elevado del tubo 
de corriente? (c) iC ual es el valor de la 
altura h mas alia del cual ya no es posible 
hacer el sifon? 

20—11. El tubo de Pitot de la figura 
20-25 es un dispositivo medidor de la 
presion a partir de la cual puede determi- 
narse la velocidad. Esto se logra compa- 
rando la presion sobre superficies nor- 
males y paralelas a la corriente, corres- 
pondientes a los puntos de medida Aj y A 2 
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de la figura.- Si se mide la diferencia de 
presiones en funcion de la altura h de 
una- columna de agua, £cual sera la velo- 
cidad de la corriente? 

20-12. Demostrar la ecuacion (20-9) 
correspondiente a la relation entre la ve- 
locidad y la presion de un gas, cuando la 
transfbrmacidn del gas a lo largo de una 
linea de corriente es adiabatica. 

20-13. Se monta un deposito de agua 
sobre un carrito que puede moverse 


a lo largo de una via horizontal (roza- 
mientos despreciables). En la pared del 
deposito se practica un orificio, segun se 
indica en la figura 20-26, y empieza 
a salir por el agua paralelamente a la 
via. La altura inicial del agua es H y el 
area del orificio A (este drea es mucho 
menor que la de la seccion del deposito). 
La masa inicial del agua es M$ y la masa 
del carritp con el deposito es mo. £Cual 
es la aceleracidn inicial del carrito? 



CAPlTULO 21 

PULSOS ONDULATORIOS TRANSVERSALES Y LONGITUDINALES 

Resumem Introducimos la Mecdnica de los cuerpos deformables 
y del. movimiento ondulatorio con un analisis de lo que pasa cuando 
se da un impulso a un cuerpo deformable, mediante una fuerza exte¬ 
rior. Este problema ilustra los aspectos fundamentales de la Din arnica 
de las ondas y conduce a la determinacion de la velocidad de propaga¬ 
tion y a la relacion entre las fuerzas y las velocidades de las particulas 
en un pulso ondulatorio. Se aplica el andlisis al estudio de pulsos on- 
dulatorios en resortes, barras macizas y columnas de gas. 

21-1 Introduction. Anteriormente nos hemos ocupado, por una parte, 
del movimiento global —movimiento de particulas y de cuerpos rigidos— y; 
por otra, del calor, atomos y moleculas —algunas de las propiedades intemas 
y de los constituyentes de la materia. En el estudio de los cuerpos rigidos hemos 
supuesto que las diferentes partes de un cuerpo mantienen invariables sus dis¬ 
tances mutuas. Es decir, ignorabamos la naturaleza compresible de la materia. 
Nos hallamos ahora en mejores condiciones para abandonar la aproximacion 
de cuerpo rigido y preguntarnos como responde un cuerpo compresible (no 
rlgido) a fuerzas aplicadas exteriormente. Veremos que ello conduce directa- 
mente al estudio de las ondas. Los fenomenos ondulatorios no solo son impor- 
tantes en relacion con esto, sino tambien porque son especialmente descripti- 
vos de muchos sucesos de la Naturaleza. La luz, el sonido, la radio y los feno¬ 
menos en la superficie del agua son ejemplos conocidos. Menos conocido, tal 
vez, es el hecho de que los atomos, los electrones y las particulas subnucleares 
presentan propiedades tanto de ondas como de particulas. 

Hablando en general, el movimiento ondulatorio implica la transmisidn de 
un estado. Si colocamos de pie fichas de domino alineadas y tumbamos la pri- 
mera, se inicia un tren de sucesos que acaba en que todas las fichas esten tum- 
badas. A lo largo de la fila de fichas no ha habido ningun transporte total de 
masa, sino que lo que ha viajado a lo largo de la fila ha sido el estado de calda y 
en este caso tan sencillo, la velocidad a la que se ha movido el estado de caida 
recibe el nombre de velocidad de propagacidn. 

Para ilustrar nuestro problema y establecer algunas fie las ideas que inter- 
vienen, consideremos un cuerpo deformable muy especial que consista en un 
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Fig. 21-1. Ejemplo de choque en el cual es evidente que para que se conserve la 
cantidad de movimiento en todo instante, hay que tener en cuenta la cantidad de movi- 
miento del carrito y la cantidad de movimiento asociada al movimiento interior. 


carrito tubular que contenga algunas bolas de igual masa. Estas pueden mover- 
se libremente y estan separadas por distancias iguales, segun se indica en la 
figura 21-1. Consideremos ahora un choque en el cual se aproxime un cuerpo 
B y choque contra la primera bola del carrito A. Si la masa del cuerpo B es igual 
a la masa de la bola, B quedara en reposo y la primera bola se movera hacia 
adelante con una cantidad de movimiento igual a la cantidad de movimiento 
inicial de B. La primera bola entregara su cantidad de movimiento a la segunda, 
la segunda entregara su cantidad de movimiento-a la tercera,. etc., con lo que 
al final se alcanzard la ultima bola. En cierta manera, se ha llevado la cantidad 
de movimiento de B a lo largo de A eh forma de onda. Si no hubiera rozamiento 
entre las bolas y el suelo del carrito (las bolas deslizarian, no rodarian), el mis- 
mo A no empezaria a moverse hasta que la ultima bola chocara contra la pared 
extrema del carrito. Desde luego, si no miraramos en el interior del carrito, 
observariamos una violacidn aparente del principio de conservation de la 
cantidad de movimiento, ya que mientras la onda se propaga por A, tanto B 



Fig. 21-2. Cuando se gdlpea con un martillo la tuberia larga de hierro, la can¬ 
tidad de movimiento la recorre y la bola del otro extremo se pone en movimiento al 
al cabo de un tiempo. Corrientemente, se refleja una onda en el extremo de la tuberia 
en que se halta la bola. 
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como A estan aparentemente en reposo. El principio de conservation de la 
cantidad de movimiento lleva implicito, pues, que no solo se considere el 
movimiento global del cuerpo sino tambien el movimiento ondulatorio en el 
cuerpo. 

De otra manera, imaginemos una tuberia larga de hierro en reposo sobre 
una superficie sin rozamiento y con una bola en reposo apoyada contra un ex- 
tr$mo. Cuando se da un martillazo al otro extremo de la tuberia, el movimiento 
initial de la bola sufre un retraso definido y mensurable (alrededor de 1/100 s 
para una tuberia de 50 m de longitud). Lo cierto es que el impulso comuni- 
cado por el martillo entrega cantidad de movimiento a la tuberia. Pero esta no 
se mueve como un cuerpo rigido, sino que la cantidad de movimiento se tr^ns- 
porta a lo largo de la tuberia formando una onda de compresion, transmitlen- 
do los atomos de hierro de uno a otro su cantidad de movimiento hasta que, 
por ultimo, los atomos del extremo transmiten cantidad de movimiento a la 
bola. Corrientemente, suele haber una onda reflejada por el extremo de la tu¬ 
beria y dicha onda podra recorrerla en uno y otro sentido. Cuando haya cesado 
todo fenomeno ondulatorio en la tuberia, la cantidad de movimiento de esta 
(considerada ahora como cuerpo rigido) mas la cantidad de movimiento de la 
bola sera igual al impulso comunicado por el martillo. Claro esta que en los 
experimentos de choque de discos y carritos estudiados anteriormente, se habran 
producido fenomenos analogos a este, pero el tiempo de recorrido de las per- 
turbaciones ondulatorias era muy corto y en el tiempo que tardabamos en rea- 
Iizar nuestras medidas de velocidad, los cuerpos habian recuperado su condition 
de rigidos. 

Da la casualidad de que nuestro ejemplo de las boias en el carrito (fig. 21-1) 
no es el mejor modelo para la transmision de una onda por la materia. Eri 
nuestro modelo, una perturbation relativamente debit haria que las boias se 
movieran mas lentamente y producirian asi una onda de menor velocidad de 
propagation. Veremos que en la materia todas las perturbaciones pequenas se 
propagan, entre amplios limites, con la misma velocidad. Iniciaremos nuestro 
estudio cuantitativo del movimiento ondulatorio realizando algunos experi¬ 
mentos con un resorte estirado que permita amplitudes grandes y ondas rela¬ 
tivamente lentas que se puedan generar y observar con facilidad. 

Se estira un resorte-muelle sobre el suelo u. otra superficie relativamente 
lisa. Si sujetamos un extremo del resorte con la mano y movemos esta, se vera 
que a lo largo del resorte se propagan ondas. Si se aplica al resorte un empuje 
lateral brusco, se genera una onda transversal, mientras que si se estira o corn- 
prime bruscamente el resorte, se genera una onda compresiva (longitudinal). 
Los nombres longitudinal y transversal indican la direction del movimiento de 
las particulas que constituyen el resorte. Como la onda transversal es mas facil 
de observar que la longitudinal, la estudiaremos primero. 
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21-2 Pulsos ondulatorios transversales en un resorte. Cuando desplaza- 
mos bruscamente el extremo del resorte una distancia Ay en un tiempo At a la 
velocidad constante u = Ay/At , se origina una onda transversal particularmen- 
te sencilla. Si hubieramos desplazado de esta manera el extremo de un cuerpo 
realmente rigido, todo el se habria movido. En cambio, en el resorte solo par- 
ticipa en el movimiento una parte del cuerpo, la cual crece continuamente du¬ 
rante el tiempo At. Decimos que la perturbacion se propaga a lo largo del re¬ 
sorte. El frente de onda P (fig. 21-3), al igual que otros puntos de la onda, se 
mueve evidentemente a lo largo del resorte con una velocidad constante c t , a 
la que se da el nombre de velocidad de propagacion. El submdice t indica que 
se trata de una onda transversal. Ademas, como se ve crecer linealmente el 
desplazamiento desde el frente P al final Q del pulso, debera ocurrir que todos 
los elementos de masa del resorte en la region del pulso desde P hasta Q tengan 
la misma velocidad transversal u. En la figura 21-3, que debe considerarse como 
resultado experimental, observamos que todos los elementos de masa del resor¬ 
te se hallan en reposo excepto los contenidos entre P y Qy que nigun elemento 
de masa tiene componente de velocidad segun la direccion x. Solo se mueve 
hacia la derecha la perturbacion, o sea el estado de movimiento, no la masa. 
En la figura 21-4 se ha representado la velocidad transversal de los elementos 
de masa del. resorte, correspondiente al desplazamiento transversal de la fi¬ 
gura 21-3. 

Como hemos examinado algunas de las propiedades de los pulsos ondula¬ 
torios transversales en un resorte, surge de manera natural la pregunta de que 
es lo que determina la velocidad de propagacion. Por tanto, refiramonos a al- 


guno de nuestros primeros principles y estudiemcs las fuer^as y el moviniiciito 


de la masa. 


i,Cual es la cantidad de movimiento en el pulso ondulatorio de las figuras 
21-3 y 21-4? En t = £ 2 y de entonces en adelante, existe una longitud de re¬ 
sorte Ax = c t At, que tiene, toda ella, una velocidad u en la direccion y. Si re- 
presentamos por e la masa por unidad de longitud del resorte, una longitud 
Ax tendra una masa e Ax. La cantidad de movimiento del pulso ondulatorio 
sera, pues, e Axu, o bien con Ax = c t At 


AVy = ectu At (21-1) 

Durante el tiempo que se aplica esta cantidad de movimiento al resorte 
estirado, la unica fuerza exterior que tiene componente y y esta aplicada al 
resorte es la fuerza ejercida por la mano. El impulso F At de esta fuerza debe, 
por tanto, ser igual a Ap y , es decir, 


F 

r v 


At 


ec t u 


( 21 - 2 ) 
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Fig. 21-3. Movimiento ondulatorio transversal en un resorte tenso. En / = 0 se 
mueve hacia arriba el extremo del resorte con velocidad constante u. 

Es interesante observar que la fuerza aplicada es proportional a la velocidad 
w y no a dujdt como ocurre en el caso de una partlcula unica. Desde luego, la 
razon es que en un cuerpo deformable no se mantiene constante la masa que 
participa en el movimiento durante el tiempd At del impulso exterior, sino que 
aumenta a razon de dmjdt = ec t . Luego, de dpjdt = m dujdt + u dmjdt ob- 
tenemos, como antes, dpjdt = ec t u, puesto que en este caso de velocidad cons¬ 
tante de la particula tenemos dujdt = 0. 

La perturbacidn sigue moviendose a lo largo del resorte, incluso despues 
de que la mano se haya detenido dejando de mover el extremo del resorte. 
Examinemos las fuerzas en un «corte» imaginario en algun punto de la porcion 
en movimiento del resorte. La parte a la derecha del corte sufre una variacion 
de cantidad de movimiento que, por unidad de tiempo, es €c t u, como antes. 
Sin embargo, la fuerza que produce la variacion de cantidad de movimiento 
ya no es la de la mano, sino la tension del resorte. Si este estuviera horizontal, 
la parte a la izquierda del corte no ejerceria fuerza transversal alguna sobre la 
parte situada a la derecha. Pero como estd inclinado, existe una fuerza Fy = 
S sen 6 que produce la variacidn de cantidad de movimiento. El angulo d viene 
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Fig. 21-4. Distribucidn de la velocidad de los elementos de masa del resorte de 
la figura 21-3. 


dado, claro esta, por tg 8 = u/c t . Analogamente, durante el desplazamiento ini- 
cial del extremo del resorte la fuerza accionadora puede expresarse tanto en 
la forma = ec<u como en la forma F v = S sen 6 . 

Para avanzar un poco mds en nuestras consideraciOnes, supongamos que el 
angulo 0 es pequeno o, lo que es equivalente, que la velocidad transversal u 
de la particula es pequena frente a la velocidad de propagation c t . Entonces, 



Fig. 21-5. La fuerza F mantiene la tensidn en el resorte. En 6ste se oflgina movi- 
miento ondulatorio si se varia la direccidn de F. Cuando 8 es pequeno, F y es aproxima- 
damente igual a S(ulc f ), y F x es aproximadamente igual a S. 
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para u « ct, tenemos 


y en consecuencia 


sen 6 ~ 


u_ 

Ct 


F y = $ sen 0 = S — 
v c t 


(21-3) 

(21-4) 


Combinando este resultado con F v = €c ( w, obtenemos 

„ u 

S — — euc t 

Ct 

de donde despejarnos la velocidad de propagacion c t : 



Con la hipotesis hecha de que 8 « 1, o bien que u <£ c t , la velocidad de pro¬ 
pagacion resulta independiente de la amplitud de la perturbation y solo depende de 
las propiedades caracteristicas del resorte, es decir, de la tension y de la masa 
por unidad de longitud. No obstante, debe tenerse bien presente que la propa¬ 
gacion $e perturbaciones transversales grandes, es decir, perturbaciones en las 
que u es comparable con c<, es mas complicada y que en este caso la velocidad 
de-propagacion depende de u. [El angulo 6 de la fig. 21-3 se tomo igual a 45° 
para siniplificar el dibujo, pero con un angulo tan grande la ec. (21-2) no es 
mas que una aproximacion grosera.] 

Observese que y/S/e es la unica combination de S y e que tiene las dimen¬ 
sions de una velocidad. La tension S tiene las diroensiones de una fuerza 
[M][L][T]~ 2 } y la masa por unidad de longitud e,tiene por dimensiones [M][L] -1 . 
Por tanto, \/S/e tiene las dimensiones de una velocidad [L\[T]~ X . 

Energla transportada por un pulso ondulatorio transversal. En nuestro estu- 
dio del movimiento ondulatorio, hemos visto que a lo largo de un resorte en 
movimiento se transportaba cantidad de movimiento y es importante que nos 
ocupemos tambien de la energia que interviene en dicho movimiento. Hallemos 
primeramente la energla entregada a la onda por la fuerza aplicada cuando se 
mueve el resorte, y veamos luego que se hace de ella. 

La componente^ de dicha fuerza aplicada al extremo del resorte es F v — Su/ct, 
y como se aplica a lo largo de una distancia A y — u A t, el trabajo realizado es 


u 2 

W = F v Ay = S — At = ec t u 2 At (21-6) 

La energia cinetica del pulso ondulatorio es el semiproduct© de la masa ec t At 
de la porcion en movimiento del muelle por el cuadrado de la velocidad u 2 . 
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Por tanto; tenemos 


E = 


€CtU 2 At 
2 


que corresponde exactamente a la mitad de' trabajo realizado. /,Qu6 se ha hecho 
de la otra mitad? Completamente aparte de la energia cinetica de la onda, 
existe en el resorte deformado una forma de energia potencial debida al trabajo 
W' necesario para deformarlo. Podremos calcular este trabajo de deformation 
W' si imaginamos sujeto el resorte al eje x en Ax y llevando el otro extremo desde 
y = 0 hasta y = Ay. La fuerza F v depende entonces de y, 


y tenemos para el trabajo 


W' 




SAy 2 
2 Ax 


Como Ay — u At y Ax = Ct At, hallanios que 


w , = ec t u 2 At 
2 

Esta energia esta almacenada en el resorte deformado. Asi queda interpretada 
la energia total ec t u 2 At suministrada por la fuerza exterior y transportada por 
el pulso ondulatorio a lo largo del resorte. 


Ejemplo. Se estira un resorte largo de masa 20 g/cm hasta quedar sometido a 
una tension de 200 N. Se da a un extremo del resorte un impulso transversal por me¬ 
dio de una fuerza constante de 10 N que actua durante 0,2 s. £Cual es la velocidad de 
propagation y cuanta energia transporta el pulso ondulatorio creado en el resorte? 

Tenemos S = 200 N y e = 2 kg/m y en consecuencia c< = VS/c = 10 m/s. La 
velocidad transversal de las partlculas del resorte se obtiene de la relacion F v = ec t u, 
con lo cual u = F v /eci — 10/2-.10 =0,5 m/s. La energia total del pulso ondula¬ 
torio es W = « c t u 2 At = 2 • 10 • 0,5 2 - 0,2 = 1,0 J. 


21-3 Pulsos ondulatorios longitudinales en un resorte estirado. Si en vez 
de mover lateralmente el extremo de un resorte-muelle, lo apretamos en su 
propia direccion, se genera una onda longitudinal (compresiva). En la figura 
21-6 puede verse ’dicha onda longitudinal. En el instante t = 0, se aplica una 
fuerza F al extremo del resorte en * = 0 durante un tiempo At, con lo que se 
.comunica al resorte un impulso F At. Si el resorte fuera rigido, todo el se mo- 
yeria a causa del impulso y la velocidad del resorte despues del impulso seria 
inversamente proporcional a la masa total del resorte. Asi, si este fuera infini- 
tamente largo y rigido, la velocidad producida por un impulso finito seria nula. 
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Fig. 21—6. Onda longitudinal (compresiva) en un resorte muelle. Los puntos 
pequenos indican las posiciones de las espiras y los puntos grandes indican las espiras 
que estan en movimiento. Los semicirculos indican espiras que estan poniendose en 
marcha, < ,o detenidndose, ». 


Sin embargo, a causa de la compresibilidad del resorte, durante el tiempo At 
del impulso solo se pone en movimiento parte de el y esta parte tendra una 
velocidad no nula independiente de la longitud del resorte. Como en el caso 
de una onda transversal, la masa que participa en el movimiento durante el 
impulso crece en proportion al tiempo. 

La fuerza aplicada al resorte en la figura 21-6 lo esta de tal manera que el 
extremo del resorte se mueve hacia adelante con velocidad u durante un tiem¬ 
po At. Asi pues, el desplazamiento del extremo del resorte situado en x = 0 
durante At es z = u At, segun se indica. Durante el mismo tiempo At, el frente de 
la perturbation ha adelantado una distancia ci At, donde q es la velocidad 
de propagation. Por tanto, la masa de resorte que particjpa en el movimiento 
despues del impulso es e x {a — u) At = eci At, donde es Ia tnasa por unidad de 
longitud de la portion comprimida del resorte y e es la masa inicial por unidad 
de longitud. En la figura, la longitud ci At cubre siete espiras del resorte. Puede 
verse que cada una de las espiras que se hallan en el pulso ondulatorio se mue¬ 
ve con una velocidad u. La cantidad de movimiento del pulso ondulatorio es,. 
pues, 

Ap x = eciuAt (21-7) 

Esta cantidad de movimiento se entrego al resorte en un tiempo At al aplipar 
el impulso F At. Luego, la fuerza que tiene que haberse ejercido es Ap x /At o sea’ 

F — eciu (21-8) 

Aun cuando las expresiones (21-7) y (21-8) son parecidas a las expresiones 
(21-1) y (21-2), hay que tener bien presente que en un pulso ondulatorio longi¬ 
tudinal la cantidad de movimiento y la fuerza estan dirigidas a lo largo del eje 
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Fig. 21 7. Velocidad de las espiras (velocidad de las partlculas) 
compresiva de un resorte-muelle. 


en una onda 


*’ en vez de a lo largo del eje y como ocurre en los pulsos transversales En una 
onda longitudinal, al igual que en una transversal, el pulso ondulatorio slime 
recomendo la longitud del resorte despues de terminado el impulso. En el 
caso actual, la fuerza ecu la proporciona la fuerza del resorte 

La eantidad z en que varla la longitud del resorte medida a partir de su Ion- 
gitud de equilibrio es proporcional a la fuerza que comprime al resorte En an- 
tenores estudios de la fuerza del resorte (cap. 4) se expresaba esta relation en 

sorteTo 4 ’a H f K “ ' a constante deI resorte - La constante del re¬ 
sorte no solo depende del material de que esta eonstituido, sino tambien de 

longitud total. En el estudio actual, la longitud total del resorte tiene poca im- 

portancia y no precisamos expresar las propiedades elasticas del resorte en 

funcion de una eantidad que solo dependa del material y no de la longitud 

del resorte. Para un material dado, observamos que la variacidn de longitud del 

resorte es proporcional tanto a la fuerza aplicada como a la longitud del resor- 

. , a , C °" S f nte de P ro Porcionalidad la llamaremos comprestbilidad lineal k 
del resorte. Asi pues, si es / la longitud total de un resorte y M su variacidn de 
longitud (positive cuando aumenta /) tenemos, por la definicidn de k. 


— —kFl o sea 


Al 

j= —kF 


(21-9) 


El si gn ° menos se debe a que conviene considerar positiva la fuerza F cuando 

37en a : inmediat ° qU£ P ° demOS 6XpreSar compresibiUdad 
lineal k en funcion de la constante K del resorte mediante la relacion 


(Vease ejemplo al final de este apartado.) 


(21-10) 
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Examinando la figura 21-6 vemos que una longitud a At/ del resorte se acor- 
ta en una cantidad u At, con lo que tenemos — Al/l = u/ci. Para producir esta 
compresion, la fuerza F del resorte debera ser, segun la ecuacion (21-9), F — 
—A l/kl — u/kci. Pero como la fuerza tambien debe cumplir la condition F = 
eciu, en virtud de la ecuacion (21-8), obtenemos 


u 

kci 


eciu 


De esta relation puede despejarse la velocidad de propagacion c* 


ci 



( 21 - 11 ) 


y vemos que ci es independiente de la velocidad u de la particula. En el caso 
de una onda transversal haciamos la aproximacion de suponer pequeno 6, o 
sea que la velocidad u (transversal) de la particula era pequena frente a la velo¬ 
cidad de propagacion c t . Ahora, hemos realizado implicitamente una aproxi¬ 
macion analoga, ya que hemos supuesto que el acortamiento A l de un resorte 
es proportional a la longitud I del mismo y a la fuerza F. Esta hipotesis solo 
es valida cuando A l es pequena frente a /, ya que hemos supuesto que la / 
de F = A l/kl, asi como la compresibilidad lineal, es constante. Es evidente que 
esta hipotesis no es adecuada si / varia de manera importante. La restriccion 
A l « l es equivalente a la u « ci y veremos que esta restriccion es muy corrien- 
te en el estudio del movimiento ondulatorio. El importante principio de super- 
posicion, que veremos mas adelante, solo es valido para ondas en las cuales 
la velocidad u de ias particuias sea mucho menor que la velocidad c de propa¬ 
gacion. 

Energia transportada por un pulso ondulatorio longitudinal. A1 igual que en 
el caso de ondas transversales, en el pulso ondulatorio longitudinal existe energia 
y cantidad de movimiento. Cuando se aplica al resorte una fuerza exterior, 
el trabajo realizado por ella es 


I 

W = Fu At = i — At = eciu 2 A< (21-12) 

rC Cl 

La energia cinetica del pulso ondulatorio es (eci At)u 2 /2. La otra mitad del 
trabajo realizado por la fuerza exterior aparece en forma de energia potencial de 
deformacion (estatica) del resorte. Durante el pulso, la potencia TF/AJ que pasa 
en unidad de tiempo por un punto del resorte podra expresarse en la forma 

R = ecu 2 (21-13) 

tanto para ondas longitudinales como transversales. 
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Ejemplo. Un resorte que tiene, indeformado, una longitud de 2 m y una masa 
de 4 kg descansa sobre una mesa horizontal. Se mantiene fijo uno de sus extremos 
y cuando se apiica al otro una fuerza de 20 N, se alarga 10 cm. (a) Determinar el tiempo 
que tarda un pulso compresivo en recorrer el resorte de un extremo al otro. 

La compresibilidad lineal del resorte ts k — AljlF = 0,1/2 • 20 = 1/400 N" 1 . 
La masa por unidad de longitud es e = 4/2 = 2 kg/m. La velocidad de propaga¬ 
tion es, por tanto, 


ci 




= 10y/2 m/s 


y el tiempo que tarda un pulso compresivo en recorrer el resorte de un extremo al otro es 


t = - = —= 0,141 s 
C J 10\/2 

(b) Supongamos ahora que el resorte esta estirado y tiene una longitud arbitraria /. 
Determinar, en funcion de /, el tiempo que tarda un pulso en recorrer el resorte de 
un extremo a otro. 

Cuando el resorte esta estirado, tanto la compresibilidad lineal como la masa por 
unidad de longitud habran variado. En cambio, la constante K del resorte permanece 
invariable. La compresibilidad lineal es k = l/Kl y la masa por unidad de longitud 
es e = m//, donde m es la masa del resorte. La velocidad de propagacion es, entonces, 



y el tiempo que tarda una onda compresiva en recorrer todo el resorte es 


l _ fm 


que es independiente de la longitud que se haya alargado el resorte. 

(c) Determinar la velocidad de propagacion de la onda transversal por el resorte 
cuando €ste se haya alargado hasta tener una longitud de 4 m. iComo depende la 
velocidad de propagacion de la longitud del resorte? iPuede en algun caso ser igual 
la velocidad de propagacion de las ondas transversales a la de las longitudinales ? 

Para estirar el resorte hasta que tenga una longitud de 4 m, se necesita una fuerza 
F = KAl = 200 • 2 = 400 N. La tension S sera, por tanto, de 400 N. La masa por uni¬ 
dad de longitud sera ahora e = 4/4 = 1 kg/m y la velocidad de propagacidn es 


c t 



= 20 m/s 


Cuando se estira el resorte hasta alcanzar una longitud / arbitraria, la tension es 
S = K(l — /o), donde /o es la longitud del resorte indeformado. La masa por unidad 
de longitud es t = m/l, como antes, con lo que para la velocidad de propagacion 


Ingard 40 



626 


ON DAS TRANSVERSALES Y LONG ITU DIN ALES 


de la onda transversal tenemos 


/K(l - h) £ Vo ' 

“ ~ ” C 'V ~t 

En otras palabras, la velocidad de propagation de las ondas transversales por un 
resorte es siempre menor que la de las longitudinales, si bien las velocidades tienden 
a un valor comun cuando / es mucho mayor que Iq. (En general, para las ondas eias- 
ticas en los solidos, la velocidad de propagacion de las ondas longitudinales es mayor 
que la de las transversales.) 


21-4 Pulsos ondulatorios longitudinales en una barra maciza. Las ondas 
longitudinales en una barra larga, delgada y maciza no son diferentes de las 
ondas longitudinales en un resorte-muelle. Ordinariamente nb iablamos de la 
compresibilidad de un sblido. Esta propiedad se trata en funcion del modulo 
de elasticidad de Young Y. Si a una barra de seccion A y longitud / se aplica una 
fuerza F (compresibn), por la definicion de Y tenemos (vease cap. 18) FjA = 
—Y(M/l). La compresibilidad lineal de la barra sera, pues, 


, A l 1 

h ~ IF~ AY 

y la masa por unidad de longitud es e = Ap, donde p es la densidad del sblido. 
Entonces, de la ecuaciori (21-11) obtenemos para la velocidad de propagacion 
de las ondas longitudinales en la barra 


ci = 



(21-14) 


Debe indicarse que esta expresion de. la velocidad de propagacion de las ondas lon¬ 
gitudinales por un sblido solo es aplicable si no se desarrollan tensiones transversales 
a la barra a consecuencia de la onda. Dichas tensiones pueden aparecer a consecuencia 
de la contraccibn y dilatacion transversales (Poisson) que pueden producirse en un 
sblido, segiin se menciono en el capitulo .18. La definicibn de Y a partir de la relacibn 
Alll = —FjAY presupqne la ausencia de tensiones transversales en la barra. 


Para ,1a ipayoria de los metales Y es del orden de 10 12 dynas/ cm 2 y la den¬ 
sidad tendra valores alrededor de 8 g/ cm 3 (vease tabla 18-2). Seria corriente, 
pu es, una veloeidad de propagacion para las. ondas longitudinales de ci « 
ViO°78 « 3 • 10 5 cm/s (tabla 20-1). 
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^Cual es el aspecto molecular de una onda compresiva? En un capitulo 
anterior indicabamos que los atomos de un solido se hallatt continuamente en 
estado de vibracion. Estas frecuencias de vibracion son del orden de 10 13 por 
segundo, con lo que el periodo caracteristico de vibracion es del orden de 10 -13 s. 
El tiempo que tarda la cantidad de movimiento en transmitirse de una capa ato- 
mica a la siguiente es, pues, del orden de 10 -13 s. Como la distancia entre capas 
adyacentes de atomos es de 10 -8 cm aproximadamente, queda claro que una 
perturbation en un extremo de una barra metalica se transmitird de capa ato- 
mica en capa atomica con una velocidad del orden de 10 -8 • 10 13 = 10 5 cm/s. 


Tabla 21-1. Velocidad del sonido 
en distintos s6lidos 


Material 

Velocidad , mis 

Aluminio 

5104 

Hierro 

5100 

Vidrio 

500^ 

Madera (roble) 

385# 

Cobre 

3560 , 

Plomo 

mi 

Corcho 

506 

Goma 

54 


Ejemplo. La cabeza de un martillo de masa m, choca con velocidad v contra el 
extremo de una varilla larga de acero de seccion 10 cm 2 . ^Cual debe ser la masa de la 
cabeza del martillo para que quede en reposo despuds de chocar contra la varilla? 
SupohgaSe que la fuerza ejercida por la cabeza del martillo sobre la varilla pasa ins- 
tantaneamente de cero a un valor constante Fq y luego, al cabo de un tiempo A r 10— 4 s, 
cae instantaneamente a cero otra vez. 



Figura 21-8 
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Se supone que en este choque se transmite a la onda compresiva de la varilla toda 
la energia cinetica inicial del martillo. La conservacion de la cantidad de movimiento 
exige que se transmita a la onda que se propaga por la varilla toda la cantidad de mo¬ 
vimiento inicial del martillo. Esta era mv y como la fuerza ejercida sobre el extremo 
de la varilla era constante durante un tiempo At, la velocidad u de las particulas sera 
la misma a lo largo de toda la longitud. cAt del pulso ondulatorio. Entonces, la canti¬ 
dad de movimiento en la onda es qAcu At. y en virtud del principio de conservacion 
de la cantidad de movimiento tenemos 

mv = pAcuLt 

La energia en el pulso ondulatorio es a Ac At w 2 y en virtud del principio de conserva¬ 
cion de la energia tenemos 

%mv 2 = pAcAtu 2 

Combinando estas dos relaciones encontramos que 

v 

u = — 

2 

es decir, la velocidad de las particulas es exactamente igual a la mitad de la velocidad 
inicial del martillo. Sustituyendo en la ecuacion de la cantidad de movimiento este 
valor de la velocidad de las particulas, tenemos 


A a A, v pAcAt 

mv = pAcAt- o sea m — —-— 

Z 2t 


La masa del martillo debe ser igual a la mitad de la masa que interviene en el pulso 
ondulatorio. 

En el caso del acero la densidad es de 7,8 g/cm 3 y el modulo de Young es 
2 • 10 12 dynas/cm 2 . La velocidad de propagation es, pues. 


- 4 - 


1 2 * 10 12 
7,8 


5 • 10 5 cm/s 


Como hemos tornado At — 10- 4 s, la longitud de la varilla que se esta moviendo 
en cada instante es c • At — 50 cm. Esta longitud de varilla tiene una masa de qAc At = 
7,8 • 10 • 50 = 3900 g = 3,9 kg. La masa del martillo debera, pues, ser igual a 1,95 kg. 

A un martillo de esta masa se le puecle dar una velocidad de 300 cm/s. La velo¬ 
cidad de las particulas del acero en el pulso ondulatorio seria, por tanto, de 150 cm/s 
y durante el tiempo At e 1 extremo de la varilla recorreria una distancia uAt = 
150 • 10— 4 = 0,015 cm hacia la derecha. 

La cantidad de movimiento total mv ■-= 1950 • 300 = 585 000 g cm/s del martillo 
se cedio a la varilla en un tiempo At — 10— 4 s, con lo que la fuerza Fq deberia ser Fq — 
mvjAt = 5,85 * 10 9 dynas que son unos 6000 kp. 
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21-5 Pulsos ondulatorios en ana columna gaseosa. Las ondas generadas 
por un embolo situado al extremo de una columna gaseosa larga son analogas 
a las ondas longitudinales o compresivas generadas en el extremo de un re- 
sorte largo. El gas, al igual que el resorte-muelle, es compresible y tiene una 
cierta masa por unidad de longitud. Desde luego, cuando esta confinado, el gas 
ejerce una presion sobre toda la superficie de las paredes de su recinto, por lo 
que para mantener el gas en la columna se precisara una fuerza estatica F 0 = 
PA, donde P es la presion del gas y A el drea de la section recta de la columna. 
Esta fuerza no origina onda alguna. Pero cuando se varia la fuerza moviendo 
el embolo, por ejemplo, hacia adelante.se origina una onda (fig. 21-9). 


F 0 = IqA —► 


F 0 + A F = 
(P 0 + A P)A 



i 

I 

I 



-u A£-*| 


Fig. 21-9. Pulso ondulatorio, originado por un embolo en movimiento, en una 
columna gaseosa en un tubo. 


Velocidad de propagation. En el estudio de las ondas en un resorte y en 
una barra maciza hemos visto que la velocidad de propagation de una onda 
compresiva o longitudinal puede expresarse en la forma 


c 



(21-15) 


doride k es la compresibilidad lineal definida por la relation A l/l = — kF donde 
F es la fuerza compresiva necesaria para dar lugar a la variation unitaria de 
longitud ( Al/l) de la columna considerada, y e es la masa por unidad de longi¬ 
tud. Es evidente que se puede aplicar directamente esta relation al calculo de 
la velocidad de propagation en una columna gaseosa una vez determinada la 
compresibilidad lineal k y la masa por unidad de longitud de la columna. Esta 
ultima es, evidentemente, e = Apo, donde A es el area de la section recta de la 
columna gaseosa y p 0 es la densidad del gas (fig. 21-9). Para determinar la com¬ 
presibilidad lineal, observaremos que, para un gas confinado en una columna de 
section recta uniforme, la disminucion unitaria de longitud —A l/l puede expre¬ 
sarse como disminucion unitaria de volumen —AV/V o como aumento uni- 
tario de densidad Ap/po- La fuerza que se ejerce sobre la columna es F = 
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A A P donde A P es el incremento de presion. La compresibilidad lineal po- 
dra, pues, expresarse en la forma 


1 A7_L *£. _ JL 

AV AP ~ Apo AP A 


(21-16) 


donde k es la compresibilidad cubica usual del gas (vease capitulo 17). Por tan- 
to, de la ecuacion (21-15) y con* e = Apo, obtenemos la siguiente expresion para 
la velocidad de propagacion en una columna gaseosa: 


c 



(21-17) 


As! pues, la onda presenta la interesante propiedad de que el cociente entre 
la variation de la presion y la variation de la densidad no es mds que el cua- 
drado de la velocidad del sonido, 


AP 2 

Ap C 


(21-18) 


En el caso de perturbaciones pequeiias, es decir, cuando Ap/p 0 y AP/Po son 
mucho menores que la unidad, podemos sustituir (aproximadamente) AP/Ap 
por la derivada dP/dp. Segun hemos visto en el capitulo 17, la relation entre 
la presion y la densidad, y en consecuencia la compresibilidad cubica —(1/K) 
dVjdP , dependen de las condiciones en que tiene lugar la compresion. Por ejem- 
plo, las compresibilidades isotermica y adiabatica son 


Kia — y x a d — yp Q 

respectivamente. Luego, introduciendo estas expresiones en la ecuacion (21-17), 
obtenemos las expresiones siguientes para la velocidad de propagacion en con¬ 
diciones isotermicas y adiabaticas: 

c ‘- = = V# «- = = yFW - ^ c - ( 21 - 2 °) 

donde M es la masa molecular del gas yy — c v /c v es el cociente entre los ca- 
lores espetificos a presion constante y a volumen coiistante. Las expresiones 
(21-20) que contienen la temperatura se obtuvieron aplicando la ley de los ga¬ 
ses PV — RT (un mol) con ayuda de la cual puede expresarse la densidad p = 
MjV en la forma p = PM/RT. 

En la inmensa mayorla de los casos, la experiencia indica que la velocidad 
de propagacidn medida concuerda satisfactoriamente con el valor para condi¬ 
ciones adiabaticas. En el aire a 20° C (293° K), por ejemplo, la velocidad medida 
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es 344 m/s. El valor calculado basado en la hipotesis de temperatura constante 
es Cis = 292 m/s, mientras que el valor adiabatico es c a d = 344 m/s toman- 
do y = 7/5, que es el yalor adecuado para tin gas diatomico. 

En el capitulo proximo veremos que las ondas debiles de forma arbitraria, 
cual son las ondas sonoras ordinarias, se pueden formar mediante superposi¬ 
tion lineal de pulsos ondulatorios debiles del tipo que consid eramos y que la. 
velocidad de propagation para condiciones adiabaticas c = y/yPo/po tambien 
es aplicable a estas ondas. A esta velocidad se le suele llamar velocidad del so- 
nido y a todas las perturbaciones ondulatorias (debiles) en medios elasticos 
suele llamarseles ondas sonoras . 

Es' importante observar que, segun nuestro analisis,. la velocidad del sonidd 
en un gas dado solo depende de su temperatura. Asi, si variamos por bom- 
beo continuo, la presion en el interior de un recinto que contiene gas, la ve¬ 
locidad del sonido en el gas debera mantenerse constante mientras se mantenga 
constante la temperatura de este. Este resultado ha sido corroborado por la 
experiencia para un amplio dominio de presiones. Sin embargo, a presiones 
muy bajas a las cuales el gas deja de comportarse como medio continuo, y a 
presiones muy elevadas a las cuales no se le puede considerar como gas per- 
fecto a causa de las atracciones intermoleculares, la velocidad del sonido de¬ 
pende de la presion estatica asi como de la temperatura. 

El cuadrado de la velocidad del sonido es inversamente proportional a la 
masa molecular. Por ejemplo, la velocidad del sonido en el hidrogeno es unai 
cuatro veces mayor que en el aire (vease tabla 21-2). La dependencia de la ve** 
locidad del sonido de la temperatura y la masa molecular dada por la ecuacioft 

Tabla 21 - 2 . Velocidad del sonido en distintos gases y liqUidos 



Temperatura 

°C 

Velocidad ', 
mjs 

Gases 



h 2 

0 

1269,5 

Aire, 1 atm 

0 

331,7 

Aire, 50 atm 

0 

334,7 

Cl 2 

0 

205,3 

i 

Liquidos 



Agua 

20 

1482 

Benceno 

17 

1166 

Tetracloruro de carbono 

20 

■1 

938 
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(21 *20) eg compatible con la interpretation molecular de la propagation de las 
,<in^as ^onqf|Si En el caso de la columna gaseosa representada en la figura 21-9, 
las' nvo||piil^ chocaran contra el embolo movil adquiriendo una pequena ve- 
Hpci(|ad.^i^pfial en la direction x. Esta veiocidad adicional es del orden de la 
.velppidad embolo y es muy inferior a la veiocidad termica molecular. La 
'.•linfprnni^'6^: refereiitp al embolo movil del extremo de la columna y a la can- 
tidad de niovimiento adicional adquirida por las moleculas, podra esperarse 
que jpa|e ie una a otra capa molecular con una veiocidad del mismo orden 
que la -veiocidad molecular termica. 

Efectivamente, al igual que la veiocidad del sonido, la veiocidad termica 
molecular obtenjda de la teoria cinetica de los gases es proporcional a -y/f e 
in versamen te proporcional a \/M. La v eiocidad cuadratica media es v — 
V3 RT/M ; comparable con el valor c = s/yRT/M de la veiocidad del sonido. 

Propiedades de un pulso ondulatorio. La dinamica de un pulso ondulato- 
rio eij un gas puede desarrollarse por analogia con las ondas en un resorte- 
muelle y en una barra maciza. Con referenda a la figura 21-9, observamos que 
cuan4o un gas esta en equilibrio, la fuerza sobre el embolo movil es Fq = PqA, 
dondpyPoes la presion estatica del gas. Si el embolo se mueve hacia adelante 
duran|e un tiempo Af con una veiocidad u, se pondra en movimiento una masa 
de ga|p 0 Ac At con la veiocidad u. De la figura 21-9 vemos que una columna 
gaseo|^ de longitud inicial c A t se comprime hasta una longitud (c — u ) A t. 
for ta|ito, si es Ap, el aumento de densidad del gas en la region del pulso ondula- 
|orio, la co||servaci6n de la masa exigeque (c — u) (p 0 + Ap) = cp 0 ,de la cual 
Se obtiene Qp = p 0 u/(c — u). Si la veiocidad u es mucho menor que la veio¬ 
cidad de pffcpagacion c, esta expresion se reduce a 

Ap = 5 = -po (21-21) 

c 

donde hemos introducido la notacion 5 para Ap , por ser mas conveniente para 
estudfos ulteriores. 

Cemo en el caso del resorte-muelle o de la barra, es evidente qu§ la veio¬ 
cidad u de las particulas no es igual a la veiocidad total de cada mofecula, ya 
que la mayor parte de la veiocidad molecular se debe al movimiento termico 
desordenado. La velocjdad u de^ las particulas es, mas bien, la veiocidad media 
adicional que adquieren las moleculas a consecuencia del impulso exterior o 
fuerza que se ejerce sobre el medio. 

Hemos obtenido, pues, el incremento de densidad de la region del pulso 
ondulatorio, y el incremento correspondiente de la presion se deduce inmedia- 
tamente de la ecuacion (21-18), que establece que el cociente AP/Apentre la 
variation de la presion y la variation de la densidad es igual a c 2 . De la mis- 
ma manera que introdujimos un simbolo especial para el incremento de den- 
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sidad, sera conveniente representar por p el incremento de presion APy a p 
le llamaremos presion del sonido. Entonces, de las ecuaciones (21-18) y (21-21), 
obtenemos 


p = c 2 8 = PqCu (21-22) 

Segun hemos visto anteriormente, la compresion del gas es adiabdtica y en con- 
secuencia las variaciones de densidad y presion del gas vendran acompanadas 
de una variation de temperatura. Dejamos como ejercicio (prob. 21-11) de- 
mostrar que el incremento de temperatura en el pulso ondulatorio es 

AT = e = (T — 1) - T 0 (21-23) 

La relacion (21-22) existente entre la presion del sonido y la velocidad de las 
partlculas se podria haber obtenido tambien a partir de la relacion entre im- 
pulso y cantidad de movimiento. A la cesion de cantidad de movimiento a la 
columna gaseosa solo contribuye el exceso de fuerza pA sobre el embolo y como 
esta fuerza actua durante el tiempo At, se da una velocidad u a una masa de 
gas PqAc At . Entonces, por el teorema de la cantidad de movimiento, obte¬ 
nemos pA At — p 0 AcAiu,o sea p s= pocu, como antes. 

A1 calcular el trabajo realizado por el embolo sobre la columna gaseosa, 
cuando recorre aquel hacia adelante la distancia u At, debemos considerar la 
fuerza total (P 0 + p)A sobre el embolo. El trabajo por unidad de superficie es 

(P 0 + p)u At = P Q u At + pu At = P 0 u At + pocu 2 At 

que es la energla cedida al pulso ondulatorio. Segun veremos pronto, el despla- 
zamiento medio del embolo al generar una onda suele ser nulo y, en estas condi- 
ciones, el primer termino P 0 u At tiene por valor medio cero. Por tanto, solo 
el segundo termino representa la energia de la onda. En el proximo capltulo 
proseguiremos este estudio. 


Problemas 


21-1. Un muelle fijo por un extremo 
tiene una longitud L = 3 m cuando no 
esta deformado y una constante K = 4,5 
N/m y una masa total M = 1 kg. El muelle 
esta estirado y su longitud es de 6 m. Se 
genera en el un pulso ondulatorio trans¬ 
versal moYiendo lateralmente su extremo 
con una velocidad constante u = 2 m/s 
durante el tiempo que transcurre entre 
t = 0 y t = 0,2 s. (a) i,Cual es la velocidad 


de propagacidn en el muelle? (b) Dibujar 
la forma del muelle en los instantes / = 0,1; 
0,2 y 0,3 s. (c) iQue tiempo tarda el pulso 
en recorrer todo el muelle? (d) Si se 
estirara mas el muelle hasta alcanzar una 
longitud de 12 m, £qu6 tiempo tardaria 
el pulso en llegar al extremo ? 

21-2. Hacemos referenda al proble- 
ma anterior, (a) tQue impulso se co- 
munica al muelle? (b) Dibujar la velo- 
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Figura 21-10 


cidad transversal de las particulas en los 
instantes / = 0,1; 0,2 y 0,3 s. (c) En el 
instante t = 0,3 s, £que parte o partes'del 
muelle no estan eri equilibrio ? 

21-3. Dos resortes A y B de igual 
longitud / e igual masa.m, pero de cons- 
tantes diferentes K a =_2K b estan unidos 
en el punto C y estirados hasta alcanzar 
una longitud total de 4 /, segun se indica 
en la figura 21-10. Los otros extremos 
de A y B se mantienen fijos. (a) Deter- 
minar la longitud de cada uno de los re¬ 
sortes cuando estan estirados. (b) Se 
aplica en la union C un impulso transver¬ 
sal de manera que cada resorte reciba un 
pulso ondulatorio transversal. Si se aplica 
este impulso en el instante t = 0, deter- 
minar el cociente tjt b , donde t a y t b son 
los tiempos de llegada de esos pulsos a los 
extremos fijos de los resortes A y B, res- 
pectivamente. 

21-4. Hacemos referenda a los pro- 
blemas 21-1 y 21-2. (a) iQue trabajo se 
realizo para crear el pulso ondulatorio 
en el muelle? (b) Hallar, por calculo direc- 
to, la energia cinetica del pulso y tambien 
la energia necesaria para deformar estati- 
camente el muelle dandole la forma de la 
onda. 

21-5. Consideremos el muelle descrito 
en el problema 21-1. Se le da un impulso 
longitudinal moviendo hacia adelante el 
extremo con velocidad constante u = 2 m/s 


durante el tiempo que va de t — 0 hasta 
t = 0,2 s. El muelle se halla estirado 
hasta alcanzar una longitud L — 6 m. 

(a) iCual es la velocidad de propagacion? 

(b) Dibujar la distribucion sobre el muelle 
de la velocidad de las particulas en los 
instantes / = 0,1 s, 0,2 s y 0,3 s. (c) £Cual 
es el impulso total aplicado al muelle? 
(d) ^Cuando alcanzara el pulso el extremo 
del muelle ? Demostrar que la longitud del 
muelle, supuesta mayor que la que tiene 
cuando no esta deformado, no influye 
sobre este tiempo. £Es esto tambien cierto 
en el caso de una onda transversal? 

21-6. Hacemos referenda al problema 
21-3. Supongamos que se aplica un im¬ 
pulso a lo largo del resorte en la uni6n C, 
de manera que se generen ondas longitu- 
dinales. ^Cuales son los tiempos de llegada 
de los pulsos ondulatorios a A y B1 

21-7. De los datos de la tabla 18-3 
determuar la velocidad de propagacion 
de las ondas longitudinales en el aluminio, 
el hierro, el plomo y el cobie. 

21-8. Se da un impulso a una barra 
de acero larga, en uno de sus extremos. 
Laduracion del impulso es de 10- 3 s, siendo 
constante la fuerza durante este tiempo 
e igual a F = 105N. I^a secdon de la 
barra es A = 10 cm 2 y la fuerza esta dis- 
tribuida uniformemente sobre esta sec- 
cion. Determinar la dehsidad de energia 
del pulso ondulatorio generado por el 
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impulso. £Cu 41 seria la densidad de ener- 
gia, en condiciones analogas, en una barra 
de cobre? ly de aluminio? 

21-9. Una barra larga y recta de hie- 
rro, de section recta 10 cm 2 , esta en 
reposo sobre una mesa exenta de roza- 
miento. Un cuerpo pequeno de masa 
m = 2 kg y velocidad initial v = 10 m/s 
choca directamente contra el extremo de 
la barra y se observa que rebota hacia 
atris con una velocidad de 2 m/s despues 
del choque. (a) Estimar el tiempo de cho- 
que y la fuerza de contacto durante 61. 
Supdngase que el choque es tal -que la 
energia mecanica total (incluida la ener- 
gia de la onda) se conserva y que la fuerza 
de contacto se mantiene constante du¬ 
rante la interaction. (b) Para que sea va- 
lido el analisis realizado en (a) la longitud 
de la barra debe superar a un cierto valor. 
Determinar esta longitud critica. (c) Uti- 
lizando la longitud determinada en (b). 


icual sera la velocidad del centra de masa 
de la barra una vez han desaparecido en 
ella las oscilaciones? 

21-10. Calcular la velocidad del soni- 
do en H 2 , He y CS 2 a 0° C. 

21—11. Refinendonos a la ecuacion 
(21-23) del texto, deducir esta expresion 
para el incremento de temperatura de un 
pulso ondulatorio en un gas. 

21—12. La temperatura del chorro en 
la tobera de im motor a reaccion es de 
unos 500° C. iCual es la velocidad del 
sonido en el chorro? 

21-13. La primera porcidn de un es- 
tampido puede aproximarse a un pulso 
ondulatorio del tipo estudiado en el 
texto. Supongase que en el pulso el ex- 
ceso de presion es de 0,1 atm en aire a 
20° C. iCuales seran (a) la velocidad de 
las particulas en el pulso ondulatorio, 
(b) el exceso de densidad, y (c) el exceso 
de temperatura? 
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SUPERPOSICION DE PULSOS ONDULATORIOS; 

ONDAS ARMONICAS 

Resumen. El principio de superposicion de las fuerzas, aplicado 
a ondas de pequena amplitud en cuerpds deformables, conduce al 
principio de superposicion lineal de los desplazamientos y velocidades 
de las particulas en los pulsos ondulatorios. Las propiedades cono- 
cidas de los pulsos ondulatorios elementales, estudiadas en el capitulo 
anterior, resultan ser aplicables directamente a ondas de pequena am¬ 
plitud que dependan del tiempo de manera arbitraria. De esta mane- 
ra, la relation fuerza-velocidad y el calculo de la potencia y de la ener- 
gia total de las ondas siguen teniendo validez, segun ilustraremos con 
ejemplos. Se estudia el significado del tiempo retardado y se deduce 
y aplica a l estudio de las ondas armonicas la description matematica 
de una onda unidimensional. Por ultimo se da un breve analisis de la 
ecuacion de onda unidimensional. 

22-1 Superposition lineal de ondas. En nuestros estudios de mecanica 
anteriores estudiabamos el principio de superposicion de las fuerzas que, en 
esencia, expresa el hecho experimental de que la cantidad de movimiento ce- 
dida en unidad de tiempo por un cierto numero de fuerzas que se ejercen sobre 
un cuerpo es igual a la cantidad de movimiento cedida en unidad de tiempo 
por una fuerza unica que sea la suma vectorial de las distintas fuerzas. Segun 
hemos visto, este principio es aplicable a un numero cualquiera de particulas 
y, en consecuencia, tambien a un cuerpo deformable. En el caso de perturba- 
ciones ondulatorias debiles en un cuerpo deformable, veiamos en el capitulo 21 
que la cantidad de movimiento cedida en unidad de tiempo a un cuerpo es pro¬ 
portional a la velocidad de las particulas en la onda. Por tanto, el principio de 
superposicion puede expresarse, en este caso, mediante una superposicion li¬ 
neal de velocidades de particulas. 

Para estudiar experimentalmente esta cuestion emplearemos, como antes, 
ondas transversales porque son mas facilmente observables. En el primer ex¬ 
periment© intervienen dos impulsos exteriores, aplicados sucesivamente, uno 
dirigido hacia arriba, seguido de otro dirigido hacia abajo. Si se aplican por 
separado estos dos impulsos a un resorte no perturbado inicialmente, los pul- 
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3/1 3/2 V = 3/i -f 3/2 




sos ondulatorios de desplazamiento yi e i/ 2 y los impulsos de velocidad de 
particulas u\ y uz serlan los representados en la figura 22-1. Cuando se aplican 
al mismo resorte ambos impulsos, el resorte se deformara algo en el tiempo en 
que esta aplicado el segundo impulso, pero si la deformation es suficientemente 
pequena hallaremos que el resorte responde al segundo impulso de la misma 
manera que si no hubiera estado perturbado por el primer impulso. Asi pues, 
el pulso ondulatorio total resulta ser la suma o superposition lineal de y x e y 2 . 


La relation F - ecu de la ecuacidn (21-8) sera entonces aplicable en todo me¬ 


mento durante la generation de la onda, si es u la velocidad total de las par¬ 


ticulas en la onda y F la fuerza accionante total. 


Ejemplo. Se estira un resorte de manera que tenga una tension S = 12,8 N y 
una masa de 0,2 kg/m. Sobre su extremo x = 0 se ejerce una fuerza transversal que 
hace que el desplazamiento transversal del resorte dependa del tiempo de la manera 
indicada en la figura 22-2. (a) Determinar la velocidad transversal de las particulas 
en funcion del tiempo en la position * = 0. (b) Determinar la fuerza transversal en fun- 
cion del tiempo en x = 0. (c) £Cual es la forma del resorte que presentarla una foto- 
grafla instantanea tomada en el instante t = 0,7 s? 

La velocidad de la particula en x = 0 no es mas que la derivada respecto al tiempo 
del desplazamiento, por lo que durante el intervalo de tiempo entre 0 y 0,4 s la velo¬ 
cidad de las particulas es 50 cm/s y durante la decima de segundo siguiente es —200 
cm/s. 

La fuerza transversal que se ejerce sobre el resorte en x = 0 es F y = ecu. La velo¬ 
cidad de propagation es c = \/S/e = 8 m/s, por lo que la fuerza es 0,8 N durante 
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el intervalo de tiempo comprendido entre 0 y 0,4 s, y es —3,2 N en el intervalo de 
tiempo comprendido entre 0,4 y 0,5 s, 

El desplazamiento del resorte en funcion de x en un instante dado es lo que tendria- 
mos en una fotografla instantanea del resorte en dicho instante. Hagamos notar que 
fa parte del pulso que haya llegado mas lejos es la parte que se generq antes, o sea, 
la marcada con A en la figura. Como esta parte se generd en / = 0, hallamos que du¬ 
rante el tiempo t = 0,7 s se habra movido a una velocidad c = 8 m/s y por tanto 
habra alcanzado el punto situado a 0,7 • 8 =5,6 m del origen. El pun to B, cresta del 
pulso, se genero en el instante t = 0,4 s y en el instante / = 0,7 s solo habra estado en 
movimiento 0,3 s y por tanto habra alcanzado el punto x — 0,3 • 8 = 2,4 m. Analo- 
gamente, la parte final C del pulso ha estado en movimiento 0,2 s y en el instante 
t = 0,7 s se hallara a 0,2 • 8 = 1,6 m del origen. La longitud total del pulso a lo largo 
del resorte es cAt — 8 • 0,5 = 4 m, donde la duracion es At = 0,5 s. 

Otro experimento, quiza aun mas interesante, es el siguiente. Consideremos 
dos pulsos iguales aplicados a los extremos de un resorte largo. Un pulso se 
mueve hacia la derecha y el otro hacia la izquierda. En la figura 22-3, que debe 
considerarse como resultado experimental, vemos que los dos pulsos ondulato- 
rios se cruzan y siguen despues con la misma forma que tenian antes. Ademas, 
el d splazamiento y de las particulas del resorte es igual a la suma de los des- 
plazamientos de las particulas de uno y otro pulso. Analogamente, la velocidad 
u de las particulas se obtiene por superposicion lineal. 

Ejemplo 1. Consideremos dos pulsos ondulatorios iguales que se propaguen en 
sentidos ccntrarios por un resorte. Los pulsos de desplazamiento son iguales, pero 
opuestos y en un momento se contrarrestaran, con lo que el resorte quedara recto, 
segun se indica en la figura 22-4. iComo puede interpretarse la energia de esos pulsos 
ondulatorios en dicho momento? 

En cada uno de los pulsos ondulatorios hay una energia E\. La mitad de la energia 
de cada pulso es cinetica y la otra mitad, potencial. Cuando se superponen los pulsos, 
no hay energia potencial. Pero fijemonos en la velocidad u de las particulas. La energia 
cinetica inicial de cada pulso es Ei/2 por lo que £j es la energia cinetica total inicial. 
Sin embargo, en el instante de la superposicion los pulsos de velocidad de las parti¬ 
culas se suman, con lo que la velocidad total de las particulas sera doble que antes y 
la energia cinetica es 4 - jEi/2 — 2 E\. Como no hay energia potencial, la energia total 
es 2Ej, que es igual a la energia total E\ + E\ de los pulsos antes de encontrarse. 

Ejemplo 2. Un resorte se halla deformado inicialmente, siendo su forma la in- 
dicada en la figura 22-5, y se suelta. iCual sera el movimiento subsiguiente del resorte? 

El desplazamiento inicial puede considerarse como superposicion de dos pulsos 
ondulatorios, uno que se mueve hacia la izquierda y otro hacia la derecha (vease 
fig. 22-3), porque dicha superposicion reproduce enteramente el estado inicial del 
resorte. A1 soltarlo, la mitad del pulso de desplazamiento inicial se movera hacia la 
izquierda y la otra mitad hacia la derecha. Inicialmente, la energia es puramente po- 
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tencial, pero, despues de haber soltado el resorte, la energfa de los pulsos que se pro- 
pagan es la mitad cinetica y la mitad potencial. 

El principio de superposicion nos permite considerar un pulso ondulatorio 
de forma arbitraria como superposicion lineal de muchos pulsos ondulatorios 
elementales pequenos (fig. 22-6). Desde luego, con un numero arbitrariamente 
grande de pulsos ondulatorios elementales podemos obtener, con tanta apro- 
ximacion como queramos, la forma de una onda dada. Como cada uno de los 
pulsos se propaga con velocidad c y sus formas y tamanos no varian, podemos 
sacar analogamente la conclusion de que un pulso ondulatorio arbitrario cual- 
quiera se propagara con velocidad c sin que se alteren su forma y tamafio, si 
se prescinde del rozamiento y de otras perdidas. Es esta una consecuencia muy 
importante del principio de superposicion y esta sometida, desde luego, a la 
restriccion de que solo vale cuando la velocidad de las partlculas es muy inferior 
a la velocidad de propagation. 


Desplazamiento Velocidad de las particulas 



Figura 22-4 


Desplazamiento Velocidad de las particulas 



Figura 22-5 



Fig. 22-6. Una onda (debil) de forma arbitraria se puede tratar como una super¬ 
posicion lineal de pulsos ondulatorios elementales. 
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Puesto que, segun vimos en el capitulo 21, para cada pulso ondulatorio 
elemental la relacion entre la fuerza accionante y la velocidad de las particulas 
se puede • expresar en la forma 


F = ecu' (22-1) 

del principio de superposition se deduce que esta relacion no solo es aplicable 
a pulsos ondulatorios sino a todas las ondas debiles de forma arbitraria gene- 
radas variando continuamente las fuerzas accionantes. Antes de utilizar esta 
relacion en el estudio de ondas continuas en resortes, barras y columnas de aire, 
queremos hacer algunas observaciones acerca de lo que determina la eleccion 
de signo de las cantidades u y F en esta relacion. 

Comencemos con el caso de una onda transversal en un resorte. Como en 
el capitulo anterior, la fuerza transversal accionante se aplica en el extremo 
izquierdo x = 0 del resorte. La fuerza, la velocidad de las particulas y el des- 
plazamiento de estas se cuentan positivos cuando estan dirigidos en el sentido 
positivo de las y, y en estas condiciones tenemos F — ecu. La onda que se 
origina se mueve en el sentido positivo de las x y en un corte imaginario del resorte 
en la region de la onda tenemos una fuerza transversal Fi que esta relaciona- 
da con la velocidad de las particulas en dicho punto porFi = ecu x . La fuerza 
F\CS la fuerza que se ejerce sobre la parte de resorte a la derecha del corte. 
La fuerza transversal que se ejerce sobre la parte de la izquierda es, claro esta, 
—F v (Vease fig. 21-5). 

Consideremos ahora una onda transversal que se propague en el sentido 
negativo de las x. La relacion entre la fuerza transversal y la velocidad de las 
particulas es, desde luego, la misma que antes si tomamos la fuerza que se ejerce 
sobre ia parte dei resorte situada a ia izquierda de un corte imaginario practi- 
cado en el. En cambio, si expresamos la relacion entre la velocidad de las parti¬ 
culas y la fuerza transversal en funcion de la fuerza que se ejerce sobre la parte 
derecha del corte tenemos, para una onda que se propague hacia la izquierda, 
F 2 = —ecu 2 . 

Es facil comprobar que se obtiene un resultado analogo en el caso de ondas 
longitudinales en resortes, barras y columnas de aire. Por ejemplo, en el caso. 
de una onda sonora en un gas, originabamos un pulso ondulatorio desplazando 
un embolo en el sentido positivo de las x (vease fig. 21-9). El embolo generaba 
una onda compresiva que se propagaba en el sentido positivo de las x y la re-‘ 
lacion entre la presion y la velocidad de las particulas en la onda era p x = pcui. 

Si se desplaza el embolo en el sentido negativo de las x se produce una onda. 
de enrarecimiento que se propaga en el sentido positivo de las x y la velocidad 
de las particulas en esta onda es negativa. No obstante, tambien es negativa en 
esta onda la presion del sonido p y volvemos a tener pi — pcu x . En cambio, 
si tenemos una onda que se mueve en el sentido negativo de las x, la presion 
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del sonido es positiva en una compresion pero la velocidad de las partlculas 
tiene el sentido de las x negativas y tenemos p 2 = — pcu 2 . A las ondas longitii- 
dinales en un resorte y en una bana seran aplicables relaciones analogas si se 
cuenta positiva F cuando se comprime el cuerpo. Estas relaciones se obtienen 
directamente si tomamos como velocidad de propagation +c para las ondas 
que se mueven hatia la derecha y —c para las ondas que se mueven hatia la 
izquierda. 


Segun se menciono anteriormente, s61o pueden sjiperponerse linealmente ondas 
debiles en las que u <$C c. Podemos comprender facilmente esta limitation si consi- 
deramos una onda de gran amplitud en un resorte. En la region de gran deformation 
del resorte, la tension y la masa por unidad de longitud (y en consecuencia el producto 
sc) ya no pueden considerarse las mismas que en el resto del resorte. Si se anadiera 
entonces otro pulso ondulatorio al resorte, la velocidad de propagation y la veloci- 
dad de las partlculas de este pulso dependerian de la deformation existente en el re¬ 
sorte. En las regiones de desplazamiento grande, la velocidad de propagation es mayor 
que en las de desplazamiento pequeno y se origina as! una deformacidn de la onda. 


Energia de una onda. Si es F la fuerza que origina una onda en un resorte 
o en una barra maciza y es u la velocidad de las partlculas de la onda en el punto 
de apHcation de la fuerza, la potencia suministrada por la fuerza a la onda es 
R — Fu. Cuando la velocidad de la partlculas este relacionada con la fuerza 
accionante por la relation u — F/ec dependiendo F del tiempo demanera arbi- 
traria, vemos que la expresion 


R = Fu = ecu 2 (22-2) 

tiene validez general. Esta potencia se cede a4&; onda y esta la transporta en 
la direction de propagation. La energia total cedida a la onda se obtendra, 
pues, mediante la integral 


H = j R dt = ecf u 2 dt (22-3) 

donde la integracion se extiende a todo el tiempo de aplicacion de la fuerza. 
Cuando se aplica esta relation a ondas en una barra maciza o en una columna 
de aire tenemos e = Ap , donde A es el area de la seccion recta y p la densidad. 

En el caso de generation de soiiido por un embolo en una columna gaseosa, 
como en la figura 21-9, a la potencia suministrada por el embolo no solo contri- 
buye la presion del sonido p, sino tambien la presion estatica P 0; con lo que 

(Po + p)u — P 0 u + PqCU 2 
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donde se ha introducido p ==^ p 0 cu. Analogamente, la energia total suministra- 
da por un embolo de area unidad es 

H = P 0 Ju dt + p 0 c f u 2 dt (22-4) 

En la mayoria de los casos el desplazamiento total fu dt del embolo (y del gas) 
es nulo, por lo que tambien lo es el primer termino de la ecuacion (22-4). 


Ejemplo. Queremos hallar la energia total de la onda descrita en la figura 22-2. 
La onda esta generada por un desplazamiento transversal en el cual se desplaza el 
extremo del resorte hasta y — 0,2 m y vuelve atras. El desplazamiento hacia afuera 
tiene lugar en el intervalo de tiempo comprendido entre t = 0 y t\ = 0,4 s y el despla¬ 
zamiento de regreso en el intervalo de tiempo comprendido entre t\ — 0,4 s y tz — 0,5 s. 
Las velocidades eran. constantes en estos desplazamientos e iguales, respectivamente, 
a u\ — 0,2/0,4 = 0,5 m/s y «2 = —0,2/0,1 = —2 m/s. Tenemos « = 0,2 kg/m y la 

tension del resorte es S = 12,8 N, con lo que c = \/64 = 8 m/s. Asi pues, tenemos 
€c = 1,6 kg/s. La energia total de la onda es, pues. 


H 



rt 2 

u± dt “h / U 2 dt 


ec[«i<i + u 2 (t2 — ti)] 


= 1,6[0,52 • 0,4 + 4 • 0,1] =0,8 J 


22-2 Descripcion matematica de una onda. En este apartado estudiare- 
mos brevemente los elementos de la descripcion matematica de las propiedades 
de una onda unidimensional. Comenzaremos considerando la propiedad funda¬ 
mental de que la onda se propaga con velocidad constante y sin variar su 
forma. Por ejemplo, si una onda generada en x = 0 se propaga en el sentido 
positivo de las x, es evidente que el desplazamiento de la onda en la posicion x 
y en el tiempo t se origino en el punto generador x = 0 en un instante 
anterior t — {xfc): A esta tiempo se le suele llamar tiempo de retardo . En 
consecuencia, si se genera en x = 0 mediante un desplazamiento que varie con 
el tiempo segun la funcion j>(t), una onda que se propague en el sentido positi¬ 
vo de las x, el desplazamiento en el punto x en el instante t estara dado por 

y(x, t) = y(t — D (22-5). 

que es el valor de y calculado en el tiempo retardado t — (xjc). Observese que 
esta descripcion es aplicable a una onda que se propague en el sentido positivo de 
las x. Una onda que se propague en el sentido negativo de las x se describira 
de manera analoga mediante la funcion y [r -f (xfc)] si, como antes, el des¬ 
plazamiento en x — 0 viene dado por y(t). 
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El desplazamiento se describe mediante una funcion de dos variables, posi¬ 
tion x y tiempo t. Cuando observamos el movimiento en un punto fijo del es- 
pacio, solo varia t, mientras que x se mantiene fija. En cambio, una fotografla 
instantanea del desplazamiento en un instante determinado / da la variation 
de y con x, manteniendo t constante. La velocidad de la particula en un punto 
fijo x es, desde luego, la derivada del desplazamiento respecto al tiempo. Para 
indicar que en esta derivation se mantiene constante x, es costumbre utilizar 
el simbolod/df, de derivacion parcial y la velocidad de la particula podra ex- 
presarse mediante la derivada parcial 


u(t, *) = f t (22-6) 

Si nos ocupamos de ondas transversales en un resorte, la pendiente del resorte 
se podra expresar en forma analoga como dy/dx , que es la derivada parcial de 
y respecto a x. Entre las derivadas parciales respecto a x y respecto a t de la 
funcion de onda y[t — ( jc / c )] existe una relation sencilla. Si hacemos z = 
t — (xjc), tenemos 

dy _ (dy\ fdz\ _ dy 
dt \dzj \dtj dz 

y 

= (*y\ (oi \ = _ 

dx \dzj \dxj \cj \dzj 

y por tanto c(dy/dx) = —dy/dt. Analogamente, para una onda y[t + (x/c)] que 
se propague en el sentido negativo de las x, c(dy/dx ) = dy/dt. Asi pues, para 
ondas que se propaguen en uno y otro sentido en la direccion x, tenemos 


cty _ _1 
dx ^ c dt 


( 22 - 1 ) 


En el caso de ondas transversales en un resorte, podemos determinar la fuer- 
za transversal que se ejerce sobre el resorte en un corte imaginario de este en 
el punto x, segun se indica en la figura 22-7. La fuerza total ejercida sobre la 
longitud del resorte a la derecha del punto x es, desde luego, la tension S diri- 
gida segun se indica y si es positiva la pendiente del resorte en este punto, la 
componente y de esta fuerza es negativa, con lo que 




(22-8) 


Luego, utilizando los resultados de las ecuaciones (22-3) y (22-4) yc 2 = S/e, 
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Fig. 22-7. La fuerza transversal es — S sen Q « — S(dyfdx). 


obtenemos, como antes. 


Fy = ±6CU 

para cmdas que se propaguen en los sentidos positivo y negativo de x, respec- 
tivamente. 


22-3 Ondas armonicas. En este apartado estudiaremos el caso particular 
importantisimo en que la fuerza accionante varia armonicamente con el tiempo. 
En tal caso, en el punto generador x = 0 podemos hacer F = F Q cos cot, don- 
de/ == co/2 7 r = 1/T es la frecuencia y T es el periodo. Esta fuerza accionante 
puede generar una onda en un resortc, en una barra , o en una column a gaseosa. 


En todos los casos, la velocidad de las particulas producida en x = 0 se pue¬ 
de expresar como w(0, t ) = ( Fo/ec ) cos cot — u 0 cos cot, y el desplazamiento de 
la particula pcdra escribirse como y{ 0, t) = (u Q /(o) sen cot o sea 


2/(0, t) = Vo sen cot (22-9) 

El desplazamiento y(x, t ) en la posicion x en el instante t es igual al desplaza¬ 
miento que se genero en x = 0 en el instante anterior t — (xjc), con lo que 
tenemos 


y(x, t) — y 0 sen co (t — ^ (22-10) 

El desplazamiento armonico continuo en el extremo accionado de un resor- 
te, por ejemplo, puede considerarse como una serie de pulsos que se propagan 
a lo largo del resorte, todos ellos con la misma velocidad de propagacion c. 
La distancia recorrida por uno de dichos pulsos en un tiempo igual al periodo 
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X 


t = 
Z = 

Z = 
Z = 
L = 
Z = 
Z = 
Z = 
Z = 
Z = 
Z = 
Z = 

z = 
z = 
z = 


T/4 *^ziL 


P 



F — x —*1 


Fig. 22-8. El desplazamiento j(0,z) = jo sen cat en x = 0 genera la onda y(x, t) = . 
jo sen oi\t — (xfc) ]. 


T recibe el nombre de longitud de onda X que, por tanto, podra expresarse de 
la mailera siguiente: 

\ = cT = j (22-11) 

La longitud de onda X es, pues, la distancia que separa en el resorte dos pulsos 
iguales, o sea la distancia repetitiva de la onda periodica que aparece en las 
fotografias instantaneas del resorte, segun se ilustra en la jfigura 22-8. A una 
onda de este tipo se le llama onda armdnica progresiva , para diferenciarla de las 
Uamadas ondas estacionarias que estudiaremos mas adelante. Cuando la onda 
llega al extremo lejano del medio elastico, el resorte en nuestro caso, suele re- 
flejarse y a causa de ello se altera la representation de ondas de la figura 22-8. 
De momento, solo nos ocuparemos de la onda progresiva y, por conveniencia, 
consideraremos infinitamente largo el medio elastico. 

La expresion matematica de una onda armonica progresiva puede escribirse 
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de varias maneras diferentes. Por ejemplo, introduciendo T y X en la ecuacion 
(22-10) obtenemos 

y(x, t) = y 0 sen 2ir (~ — (22-12) 

En (22-12) vemos que, para tin valor dado de x, el argumento de la funcion 
sinusoidal variara en 2ir cuando se incremente t en T; y que para un tiempo 
t dado, el arguments de la funcion sinusoidal varfa en 2ir cuando se pasa del 
punto de observation x al x + X. 

La ecuacion (22-11) es la onda debida a un desplazamiento y(0> 0 — yo sen cot 
er - 0. Tambien podemos decir que es la onda que en t — 0 tiene un des¬ 
plazamiento dado por y(x, 0) = — j/o sen (2xx/X). En consecuencia, una. onda 
que se propague en el sentido positivo de las x y que tenga el desplazamiento 
y(x, 0) = yo sen (27nc/X) en / = 0 vendra dada por 


y(x, t) = —yo sen 



Si el desplazamiento en x — 0 depende del tiempo'en la forma mas general 
y( 0, t) = yo sen (cot + 4>), donde <f> es la fase initial, la onda resultante que se 
propaga en el sentido positivo de las x tendra la forma general 


y(x, t) = yo sen [" (* “ ~ + ^)] (22-13) 

Ejemplo. La figura 22-9 es una representacion de tres instantaneas de una onda 
progresiva en un resorte de masa por unidad de longitud e = 0,2 kg/m. La primera 
de ellas esta rotulada con t = 0, aunque el movimiento se iniciara anteriormente. Sin 
embargo, el cronometro se puso en marcha cuando lo hizo en este instante la camara 
fotografica. Queremos determinar (a) la velocidad de propagation, (b) la longitud 
de onda y la frecuencia, (c) la fuerza transversal accionante, (d) la tension' y (e) la 
expresion matem&tica de la onda. 

Se ve claramente que la onda se propaga en el sentido positivo de las x y que la 
velocidad de propagation es 1/0,1 = 10 m/s porque el punto P, por ejemplo, recorre 
una distancia de 1 m en 0,1 s. 

La longitud de onda es de 3 m porque en / = 0 la forma del resorte ocupa en 3 m un 
ciclo completo. Por tanto, la frecuencia/es c/X = 10/3 Hz y el periodo T es 1 // = 0,3 s. 

La amplitud yo del desplazamiento es 0,1 m, con. lo que la velocidad transversal 
maxima es uo = a>yo — 2 n • (10/3) • 0,1 = 2,1 m/s. La amplitud de la fuerza accio¬ 
nante es, por tanto, Fo — ecuo = 0,2 • 10 • 2,1 = 4,2 N. 

La tension es S = c 2 e = 10 2 • 0,2 = 20 N. 

La forma del resorte en t — 0 esta dada por y — yo sen (2 nx/X). 

La expresidn general de una onda que se propaga en el sentido positivo de las x 
es de forma y(x, r) = yo sen [2n(ilT — x/A + $)] y si esta onda ha de tener la forma 
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x, metros 


yo sen (Inx/X) en t = 0, la fase inicial ha de ser tal que sen (—2 toc/A <f>) = 
sen (2 jijc/A); es decir, <f> = n. La onda se podra escribir, pues, simplemente en la for¬ 
ma y(x, t) — — jko [sen 2 n{tjT — jc/A)]. 


Transmisidn de energia en un movimiento ondulatorio armdnico . Apliquemos 
la expresion general R=Fu (vease'ec. 22-2) de la potencia transportada por 
una onda. En el caso de una fuerza accionante armonica F — Fq cos ojZ,la ve- 
locidad de la particula en x — 0 es u = ( F 0 /ec) cos cot = u 0 cos wiy la potencia 
sera 

jF 2 

i2(f) = — cos 2 cot = ecu 2 cos 2 cot (22-14) 


Esta potencia debe cederse a la onda armonica que la transmite al propagarse 
en el sentido positivo de las x. La potencia vada con el tiempo entre el valor 
0 y el valor maximoecuo- Como cos 2 cot = (1 — cos 2cot)/2, vemos que la po¬ 
tencia fiuctua con frecuencia doble que la de la fuerza alrededor del valor medio 


R = iecut (22-15) 

En la mayoria de los casos es este valor medio, y no la potencia instantanea, 
el que tiene interes. 

Esta expresion de la potencia es aplicable a todas las ondas que hemos es- 
tudiado. En los casos de barras macizas y columnas gaseosas tenemos e = Apo, 
donde A es el area de la seccion recta y po la densidad. La potencia media trans- 
mitida por unidad de superficie normal a la direccion de propagacion recibe 
el nombre de intensidad I de la onda armonica. Luego, para ondas en barras 
macizas y columnas gaseosas tenemos 


I = ipocul (22-16) 

y la densidad media de energia correspondiente en la onda es 

h = - = (22-17) 

c 
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Ejemplo 1. Nos referimos a la onda armonica en el resorte de la figura 22-9, 
4 ,Cual es la potencia media transmitida por el resorte? El desplazamiento maximo 
de las partlculas de la onda es 0,1 my como la frecuencia de oscilacion es / = 10/3 Hz. 
la velocidad maxima de la particula es 


mo = oryo = 2t • • 0,1 ^ 2,1 m/s 

La masa por unidad de longitud del resorte es e = 0,2 kg/m y la velocidad de propa¬ 
gation es c = 10 m/s, con lo cual ec = 2 kg/s. La potencia media sera, pues, 

R = a e cMo = 4,4 J/s = 4,4 W 

Ejemplo 2. El umbral de audibilidad del oido humano a 1000 Hz se sabe que 
corresponde a una intensidad media de onda de unos 10— 16 W/cm 2 . Supongase que se 
genera una onda sonora de esta intensidad mediante un embolo movil situado en el 
extremo de un tubo recto uniforme, (a) iCual es la amplitud de la velocidad? (b) £Cual 
es la amplitud del desplazamiento del embolo? (c) ^Cuales son la longitud de onda 
y la densidad de energia en la onda? 

Una intensidad de 10— 16 W/cm 2 corresponde a una intensidad de 10 9 erg-s-t/cm 2 . 
La densidad del aire a 20° C y 76 cm Hg de presion es go — 0,0014 g/cm 3 y la velocidad 
del sonido es c~340 m/s. Asi pues, la cantidad qqc es aproximadamente igual a 42 
g/cm 2 -s y la velocidad de las particulas obtenida de I — qcuqI 2 sera, uq ~ V2 • 10 _9 /42 
~7 • 10 “ 6 cm/s. La amplitud del desplazamiento de las partlculas es zq = uqIco 
y con co = 2n • 1000 s— 3 , obtenemos zo ~ 10 -9 cm, que es algo menor que una di¬ 
mension atomica. Por ultimo, la longitud de onda de la onda sonora de 1000 Hz es 
A = c// = 34,4 cm y la densidad media de energia en la onda es h = 7/c ~ 3 • 10- 14 
erg/cm 3 . 


22-4 Ecuacion de onda. Segun acabamos de ver, el desplazamiento de 
una particula en una onda se propaga en el sentido positivo de las x puede ex- 
presarse en la forma y(t — xjc ) y, analogamente, para una onda que se pro- 
pague en el sentido negativo de las x tenemos la expresion y{t + xjc). La velo¬ 
cidad de las particulas de la onda es entonces dy/dt y, segun indica la ecuacion 
(22-7), esta ^te y por unidad de x de la manera 

sencilla: 


rpc — 

at dx 


(22-18) 


Los signos menos y mas corresponden a ondas que se propaguen en los sentidos 
positivo y negativo de x, respectivamente. Por tanto, una propiedad caracteris- 
tica de una onda unidimensional es que la velocidad de variacion de una canti¬ 
dad es (Tc) multiplicado por su variacion por unidad de longitud; En conse- 
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cuencia, si derivamos la ecuacion (22-18) para obtener la aceleracion d 2 y/dt 2 , 
obtenemos 


d *y „ r 2 d 2 V 

dP dxz 


(22-19) 


Esta ecuacion, que la satisfacen las ondas que se propagan con velocidad c 
tanto en el sentido positivo como en el negativo, es aplicable a todos los tipos 
de ondas unidimensionales que hemos estudiado y recibe el nombre de ecua- 
cidn de onda unidimensional. 

Para obtener esta ecuacion hemos partido de la expresion de una onda pro? 
gresiva y hemos demostrado que las derivadas de la funtion de onda estaban 
relacionadas de esta manera sencilla. Inversamente, si sabemos de antemano 
que la segunda derivada respecto al tiempo de una cantidad y es proporcional 
a la segunda derivada respecto al espacio de la misma cantidad, con lo que 
d 2 y/dt 2 = (const) d 2 y/dx 2 , entonces y(x, t ) es una onda o una superposition de 
ondas y el cuadrado de la velocidad de propagacion debe ser igual al cociente 
constante entre d 2 y/dt 2 y d 2 y/dx 2 .L& velocidad de propagacion'depende, des- 
de luego, de las propiedades elasticas del medio considerado. - 

llustremos ahora, con un ejemplo espetifico, que el analisis del movimiento 
de un elemento de masa de una cuerda conduce efectivamente a una ecuacion 
de onda para el desplazamiento de las particulas de la cuerda. La partlcula de 
la cuerda es el elemento entre x yx + Axde la figura 22-10. La masa de este 
elemento es e Ax, y esta sometido a dos fuerzas, que son las fuerzas de tension 
en los extremos del elemento. Las magnitudes de estas fuerzas son iguales a 
la tension S, pero como varia la pendiente de la cuerda, las fuerzas no se con- 
trarrestan sino que dan origen a una componente en la direction transversal. 
Segun la ecuacion (22-8), la fuerza transversal que se ejerce sobre la parte de 
cuerda a la derecha de un corte es —S(dy/dx) y la fuerza sobre la cuerda a la 
izquierda del corte es S(dy/dx). Asi pues, la fuerza resultante que se ejerce so- 



Fig. 22-10. La fuerza transversal resultante que se ejerce sobre el elemento de 
masa eAx es S(dyfdx) xJrAx — S(dy/dx) x . 
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bre el elemento en el sentido positivo de las y es —S(dy/dx) x -f- S(dy/dx) x +± x , 
que puede expresarse en laformajS(8 2 ?//8x 2 ) Ax. La ecuacion del movimiento 
del elemento de masa sera, pues, € A x(d 2 y/dt 2 ) = S(d 2 y/dx 2 ) Ax o sea 


tl 

a/2 \€/ax2 8x2 


(22-20) 


y vemos que d 2 y/dt 2 es, efectivamente, proportional a d 2 y/dx 2 , como en la 
ecuacion de onda. La constante de proporcionalidad es S/e y la velotidad de 
propagation sera 


c 



Problemas 


22-L En el instante t — 1,2 s una 
onda transversal en un resorte de densidad 
lineal e = 0,3 kg/m tiene la forma indi- 
cada en la figura 22-11. La velotidad 
de propagation en el resorte es 10 m/s. 
Representar graficamente (a) el desplaza- 
miento de una particula, (b) la velotidad 
de una particula y (c) la fuerza transversal, 
en funcion del tiempo en x — 0 y x = 20 
centimetros. 

22-2. La velocidad de propagation de 
las ondas transversales en una cuerda 
tensa es c = 10 m/s. El desplazamiento 
transversal en x = 0, principio de la 
cuerda, es y(t, 0) = 0,l(f 2 — f 3 ) m, cuando 
0 < t < 1,0 s, e y = 0 para los restantes 
valores de t. 


(a) Representar graficamente el des¬ 
plazamiento transversal en funcion del 
tiempo en x — 0. (b) Representar gra¬ 
ficamente el desplazamiento transversal 
en funcion de x en t = 1,0 s. (c) ^.Cual 
es la expresion matematica del despla¬ 
zamiento en funcion del tiempo en x = 10 
metros? £Cuales son los desplazamientos 
en este punto en los instantes / = 1,0 s, 
1,5 s y 3,0 s? (d) ^Cual es la velocidad 
transversal de la particula en x = 10 m 
y t = 1,5 s? (e) iCual es la -pendiente de 
la cuerda en x = 10 m y t = 1,5 s? (f) Si la 
masa de la Cuerda por unidad de lon- 
gitud es e = 2 g/cm, icual es la fuerza 
transversal al principio de la cuerda? (g> 
^Cual es la cantidad de movimiento trans 
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versal total del pulso ondulatorio cuando 
recorre la cuerda? 

22-3, Se observa que un pulso tarda 
0,1 s en recorrer una cuerda larga de ex- 
tremo a extremo. La tension de la cuerda 
se logra haciendola pasar por una polea 
y colgandole un peso de masa 100 veces 
mayor que la de la cuerda. (Tomese 
g = 10 m/s 2 ), (a) £Cual es la longitud de 
la cuerda? (b) Se da a los extremos de la 
cuerda impulsos simultaneos tales que 
los pulsos ondulatorios que se originan, 
cuya forma es la de triangulo isosceles, 
se mueven hacia el centro a partir de los 
extremos de la cuerda.' Los triangulos 
tienen bases de 1 • m y alturas de 20 cm. 
tCuales son las velocidades transversales 
de la cuerda en los lados delantero y pos¬ 
terior de los triangulos? (c) Representar 
graficamente el desplazamiento de las 
particulas, la velocidad de las particulas 
y la fuerza transversal en funcion del 
tiempo en cada extremo de la cuerda. 
La masa de la cuerda es de 0,05 kg (d) 
iCual es la forma y cual la velocidad de 
las particulas de la cuerda cuando se 
superponen los pulsos en el centro? 

22-4. iCual es la energia total trans- 
portada por el pulso ondulatorio (a) en el 
problema 22-1, y (b) en el problema 22-2? 

22-5. Consideremos una cuerda larga 


ij = —5 m 



dirigida segun el eje x. La velocidad de 
propagation de las ondas transversales es 
10 m/s y la masa por unidad de longitud 
0,1 kg/m. En los puntos Ay B, situados 
en x a = 5 m y x b = — 5 m, se dan a la 
cuerda los desplazamientos transversales 
representados en la figura 22-12 en fun¬ 
cion del tiempo. (a) Dibujar la forma de 
la cuerda en / = 0,3 s, 0,5 s y 1 s. (b) 
iQue punto entre Ay B esta siempre en 
reposo? (c) Dibujar las distribuciones 
correspondientes de la fuerza transversal, 
(d) £Cual es la energia total de la cuerda 
entre A y B en t = 0,5 syen/ = l,5s? 

22-6. Un resorte de longitud 1 m esta 
constituido de cierto material que hace 
que su constante sea K = 100 N/m y su 
masa 0,25 kg. Se acciona el extremo x = 0 
de un resorte largo de este material con un 
desplazamiento longitudinal z(0,r) = 0,02 
[(tjto) — (t/to) 2 ] m durante el tiempo entire 
t = 0 y t — t 0 = 0,2 s. El desplazamiento 
es nulo en los demas instantes. (a) iQue 
funciones del tiempo son la velocidad de 
la particula y la fuerza accionante en 
x = 0? (b) ^Durante que intervalo de 
tiempo pasa el pulso ondulatorio por el pun¬ 
to x = 10 m? (c) iQue region del resorte 
esta ocupada por el pulso ondulatorio en 
el instante t = 2s7 (d) £Cual es la energia 
total del pulso ? 


A 

i a = 5m 



Figura 22-12 
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22-7. Hacemos referenda al problema 
22-6. El desplazamiento 

2(0, t) = z 0 [(t/t 0 ) - (t/t 0 ) 2 ] 

para 0<f<7o; 2 ( 0 ,/) = 0 para 0>t>to, 
donde to = 0,2 s, se aplica primeramente al 
extremo de una barra de acero y luego 
al extremo de una columna de aire. (a) 
iCual deberia ser, en estos dos casos, el 
valor de zo para que la potenda maxima 
por centimetro cuadrado sea 1 W/cm 2 ? 
La presion estatica en la columna de 
aire es 1 atm ~ 10 6 barias. (b) £Cual e%la 
energia total del pulso ondulatorio en los 
dos casos si es A = 2 cm 2 el drea de la 
seccion recta tanto de la barra como de 
la columna de aire? (c) £Es compatible 
el resultado de (a) con la hipotesis de 
amplitud pequefia? 

22-8. Consideremos la cuerda del pro¬ 
blema 22-2. El extremo de la cuerda 
esta accionado con movimiento armo- 
nico transversal y — yo sen cot, con una 
frecuencia f = 10 Hz y una amplitud 
yo = 0,2 m. (a) £Cual es el desplazamiento, 
en funcion del tiempo, a una distancia 
x = 1 m? (b) Dibujar la forma de la 
cuerda en el instante t = 0,5 s. iCual es 
la longitud de onda? (c) iCuales son la 
velocidad, aceleracion y fuerza transver- 
sales, en fqncion del tiempo, en x = 1 m ? 
Determinar las amplitudes de estas can- 
tidades. (d) ^Cual es la diferencia de fase 


0,5m- 


l = 0 
\ 


t = 0,1 s 

l 


t = 0,2 s 


/ 



entre la oscilacion armonica del resorte 
en x = 0 y en x — 0,2 m? 

22-9. En la figura 22-13 se reproducen 
tres instantaneas consecutivas de una on¬ 
da progresiva en una cuerda. Con refe- 
rencia a la figura, determinar la amplitud 
del desplazamiento de la onda, la longitud 
de onda, la velocidad de propagacion, la 
frecuencia de la fuerza accionante y su 
amplitud. ^Cual es la potencia de la onda 
y cual es la densidad de energia en la 
cuerda? 

22-10. Se desea generar una onda so- 
nora progresiva en un tubo de seccion 
recta de area 2 m 2 , a una frecuencia de 
20 Hz y con una amplitud de presion 
igual a 0,01 atm. Si hay que generar esta 
onda sonora con un embolo piano de 
igual area que la seccion del tubo y si- 
tuado en un extremo de este, £cual deberia 
ser la amplitud del desplazamiento del 
embolo y la fuerza que lo accionara ? <,Cual 
seria la potencia total transportada por 
la onda sonora a lo largo del tubo? 

22-11. iQue intensidad de onda sono¬ 
ra corresponde a una amplitud de veioci- 
dad de una decima parte de la velocidad 
del sonido ? 

22-12. Una onda armonica de presion 
sonora p — po sen (cot — 2 tcx/ 2) tiene una 
amplitud de presion po = 1 baria y una fre- 
cuencia de 1000 Hz. iCuales son las 
expresiones matematicas de las ondas de 
desplazamiento de las particulas, de su 


j _i_i_ j _i 

1 2 3 4 5m 


0 


Cuerda: masa por unidad de longitud, e = 3 g/cm 
Figura 22-13 
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velocidad, de la densidad, y de la tempe- 
ratura asociadas a la onda sonora? Para 
cada onda, determinar su amplitud. £Cua- 
les deestas ondas estan en concordancia 
de fase con la onda de presion? 

22-13. iQu& amplitud del desplaza- 
miento de las particulas se precisa en 
el extremo de una barra de acero para 
generar un sonido armonico de frecuencia 
106 Hz e intensidad 10 W/cm 2 ? 

22-14. Se aplica un embolo vibrante, 
primeramente a la columna de aire de un 
tubo largo y despues al extremo de una 
barra larga de acero de igual section que 
el tubo. iCual es el cociente entre las in- 
tensidades de sonido generadas por el 
6mbolo en el aire y en la barra de acero, 
(a) si la fuerza que acciona el embolo es 
la misma en ambos casos, y (b) si la am¬ 
plitud de desplazamiento es la misma 
en ambos casos? 

22-15. Un oscilador constituido por 
una masa y un resorte (m — 2 kg, cons- 
tante del resorte K = 32 N/cm) se co- 
necta a una cuerda larga tensa, segun se 
indica en la figura 22-14. La masa desliza 
sobre un barra guia horizontal sin roza- 
miento segun la direccion y, mientras la 
cuerda se extiende en la direccion x. 
La cuerda tiene una tension S —■ 100 N 
y su masa por unidad de longitud es 
c = 0,25 kg/m. Prescmdase de las refle- 



xiones en el extremo lejano de la cuerda. 
(a) iCual es la frecuencia de las oscila- 
ciones libres del oscilador, prescindiendo 
del efecto de la cuerda?- (b) iCual es la 
naturaleza del efecto de la cuerda sobre 
el movimiento del oscilador? iActua la 
cuerda como una masa o una rigidez 
adiciOnales, o como una fuerza de roza- 
miento? (c) iCual es la Q (vease cap. 8) 
del oscilador, considerando el efecto de 
la cuerda? (d) Supongamos que se suelta 
el oscilador desde y — yo = 5 cm. Indicar 
la forma y longitud del tren de ondas en la 
cuerda en el instante en que la amplitud 
del oscilador se ha reducido al producto 
de 1/e por el valor inicial. iCual sera la 
forma de la cuerda al cabo de un tiempo 
muy largo ? 



CAPfrULO 23 

REFLEXION DE ONDAS Y OSCILACIONES CARACTERlSTICAS 


Resumen. En los limites entre dos medios elasticos, las ondas 
suelen reflejarse. Se estudia la mecanica de la reflexion y transmision 
de un pulso ondulatorio con distribution rectangular de la velocidad, 
y aplicando los principios de conservation de la cantidad de movi- 
miento y de la energja, determinamos los pulsos ondulatorios refle- 
jado y transmitido. Se compara el analisis con el problema, en cierto 
modo analogo, del choque unidimensional perfectamente elastico de 
dos particulas, una de las cuales se hallaba en reposo inicialmente. 

Se estudian despues el campo ondulatorio resultante de la superpo¬ 
sition de una onda incidente y una reflejada y a continuation las pro- 
piedades de las ondas estacionarias. El analisis de las reflexiones su- 
cesivas en los extremos de un cuerpo elastico conduce a los conceptos 
de perfodos propios y frecuencias propias y al estudio de los modos 
caracteristicos o normales de oscilacion. Se menciona brevemente la 
descomposicion de una oscilacion arbitraria en modos normales, y 
por ultimo se ilustra con ayuda del movimiento de im resorte el mo- 
vimiento armOnico forzado de un cuerpo elastico finito. 

En nuestro anterior estudio de las ondas solo mencionamos la posibi- 
lidad de reflexion de las mismas en los limites, pero no intentamos analizar 
este fenomeno. La reflexion de las ondas es suficientemente importante para 
justificar un estudio especial y en este capitulo vamos a examinar no solamente 
la mecanica de los procesos de reflexion, sino tambien las propiedades de la 
onda que resulta al superponerse una onda incidente y otra reflejada. 

23-1 Reflexion de las ondas. La reflexion de las ondas nos es conocida, 
desde un punto de vista cualitativo, por hechos conocidos tales como el eco de 
una onda sonora o la reflexion de una onda que se propaga por la superficie 
del agua o por una cuerda. Esta ultima es particularmente facil de estudiar 
experimentalmente y al mismo tiempo aclara mucho las ideas. Si se fija a una 
pared un extremo de una cuerda tensa larga, o de. un resorte largo de espiras 
muy apretadas, y se da al otro extremo un impulso transversal, el pulso ondu¬ 
latorio resultante, al Uegar a la pared, se refleja sin variation apreciable de su 
amplitud. No obstante, los sentidos del desplazamiento y de la velocidad de 
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las particulas se han invertido. Los experimentos de este tipo ponen de mani- 
fiesto que tambien se produce reflexion en la union con algun otro resorte de 
difereute masa por unidad de longitud. Cuando la masa del segundo resorte 
disminuye continuamente a partir de un valor inicial muy grande, hallamos 
que la intensidad del pulso reflejado disminuye, hasta que se anula cuando son 
iguales las masas por unidad de longitud de ambos resortes. Si hicieramos dis- 
minuir aun mas la masa por unidad de longitud del segundo resorte, se obten- 
dria de nuevo una onda reflejada en la cual los sentidos del desplazamiento y 
de la velocidad de las particulas serian los mismos de la onda inicial. En todos 
los casos se transmite al segundo resorte, a traves de la union, parte de la onda 
iucidente. 

En el estudio cuantitativo del problema de la reflexion haremos uso del 
principio de superposicion, segun el cual una onda de forma arbitraria puede 
considerarse constituida por la superposicion lineal de pulsos ondulatorios ele- 
mentales con distribution rectangular de la velocidad (vease fig. 22-6). En con- 
secuencia, basta estudiar el comportamiento de uno de dichos pulsos ondula¬ 
torios elementales al alcanzar la superficie de separation de dos medios. Con- 
cretando, consideraremos un pulso ondulatorio transversal en un resorte pero, 
como en el estudio anterior de las ondas, los razonamientos y ecuaciones uti- 
lizados, asi como los resultados obtenidos en el analisis, son aplicables directa- 
mente a ondas longitudinales en resortes, barras macizas y columnas gaseosas. 

Segun so indica en la figura 23-1, el pulso ondulatorio inicial tiene una ve¬ 
locidad U{ de las particulas y una duraciones At. Se propaga con una veloci¬ 
dad c x por un resorte cuya masa por unidad de longitud es ej. Este resorte esta 
unido a otro de masa por unidad de longitud e 2 y al que corresponde una ve¬ 
locidad de propagation c 2 . Al alcanzar la union, el pulso incidente se divide 
en un pulso reflejado y otro transmitido con velocidades de las particulas u r y 
u t respectivamente. El objeto del analisis es determinar los valores de u T y 
u t en funcion de la velocidad u t - de las particulas en el pulso incidente y de las 
propiedades de los dos resortes. Las condiciones antes y despues de la reflexion 
son las indicadas en la figura 23-1. Ya hemos visto en los experimentos estudia- 
dos anteriormente que, en ciertas condiciones, las velocidades de las particu¬ 
las en los pulsos incidente y reflejado tienen signos contrarios y este hecho debe 
ser previsto por el analisis. 

Segun vimos en el capitulo 21, la cantidad de movimiento (en la direction 
transversal) del pulso ondulatorio incidente es e x c x Ui At, y la energia total es 
6 x c x v% At. A los pulsos reflejado y transmitido seran aplicables expresiones ana- 
logas. Entonces, la conservacion de la cantidad de movimiento y de la energia 
exige que 

€ x CiUi = € X C X U r -f- €2C2U( 

2 2 , 2 ( 23 - 1 ) 

€ X C x Ui = e x c x u r -f € 2 C 2 Ut 
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Fig. 23-1. Reflexion y transmision de un pulso ondulatorio elemental 

W 


Estas dos ecuaciones son suficientes para la determinacion de las dos yeloei- 
dades desconocidas u T y u t . Obtenemos 

6lCi(u,- — U?) = e 2 C 2 U t , Ui 4- u T = u t (23-2) 


y 


1 — (€ 2 C 2 /€ 1 C 1 ) _ _2_ 

1 + ( € 2 c 2/€lCi) 1 ’ 1 1 + (€2C2AlCi) W * 


(23-3) 


Antes de pdsar a discutir estos resultados, es interesante y de gran ayuda obser- 
var que el problema de la reflexion, de ondas es parecido, en cierto modo, al 
choque unidimensional perfectamente elastico de dos bolas, una de las cuales 
estuviera inicialmente en reposo. (Vease cap. 7). Si las bolas Ay B que chocan 
tienen por masas m a y wijy esta B inicialmente en reposo, en virtud de la con- 
servacion de la cantidad de movimiento y de la energia, tenemos 


m a v a = m a v' a -f mbVb, 
m a Va = m a v'a + pibv’b 


(23-4) 


donde las cantiaades con acento son las velocidades despues del cheque. 
De estas ecuaciones obtenemos 


, _ 1 — (m 6 /m a ) , 2 

Va 1 -f ( m b /m a ) Vai Vb 1 + ( m b /m a ) Va 


(23-5) 


La velocidad inicial de A corresponde a la velocidad de las particulas en el pulso 
ondulatorio incidente y, analogamente, las velocidades de A y B despues del 
choque corresponden a las velocidades de las particulas en los pulsos reflejado y 
transmitido, respectivamente. Solamente cuando son iguales las masas m b — m a , 
de las bolas se entrega a B toda la cantidad de movimiento y energia iniciales 
de A, con lo que la velocidad final de A es nula. Analogamente, en el caso de 
resortes, tan solo cuando sean iguales estos, o mejor, cuando e 2 c 2 = e^^sera 
nula la onda reflejada y se transmite al resorte adyacente, a traves de la union, 


Ingard — 42 
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toda la cantidad de movimiento y toda la energla. Ademas, observamos que 
cuandom& > m 0 y, analogamente, cuandoe 2 C 2 > ciCi,las yelotidades v' a y u r 
son negativas; es decir, sus sentidos son opuestos a los de v a y Ui respectiva- 
mente. Este resultado es compatible con la observation experimental, antes es- 
tudiada, de que la velocidad de la particula en un pulso ondulatorio que se pro- 
paga por un resorte se invierte cuando es reflejado por una pared (fig. 23-3). 

Una vez determinadas las ondas de velocidad reflejada y transmitida, es fa- 
til obtener las correspondientes ondas de desplazamiento reflejada y transmi¬ 
tida. Para una onda que se propague en el sentido positivo de las x teneirios 
dyi/dx = (1/c) dyi/dt = —Ui/c, y para una onda que se propague en el sentido 
negativo de x, la relacion es dy 2 /dx = (1/c) dy 2 /dt = u 2 /c. (Vease ec. 22-7). 
La figura 23-2 presenta los pulsos ondulatorios transversales de velocidad y 
de desplazamiento en el caso en que < e 2 c 2 . 

Los cocientes u T /ui y u t /ui reciben los nombres de coeficiente de reflexidn de 
la velocidad y de coeficiente de transmisidn de la velocidad , respectivamente. En 
la figura 23-3 se han representado estos coeficientes, que son funciones exclusivas 
del cocientee 2 c 2 /eiCi. A la cantidad ec se le suele llamar impedancia a las 
ondas caracteristica del medio; Si es mayor clique € 2 c 2 , como en el caso repre¬ 
sentado en la figura 23-1, el pulso transmitido es mayor y el pulso reflejado 


<1 Ci «2 C2 



Fig. 23-2. Reflexidn y transmision de un pulso ondulatorio en el caso en que 
€ 2 C 2 > eicj.-El resorte de laizquierda tiene menoi masa por unidad de longitud que el 
de la derecha. El pulso incidente se transmite en parte y en parte se refleja. La velocidad 
de las particulas en el pulso reflejado esta dirigida hacia abajo mientras que en los pulsos 
incidente y transmitido esta dirigida hacia arriba. 




Fig: 23-3. Coeficientes de reflexidn y de transmision para una onda de velocidad 
que se transmite del medio 1 al medio 2. 


menor, que el pulso incidente. En el limite, cuando «iCi es mucho mayor que 
e 2 c 2 , el pulso transmitido es el doble del pulso incidente y el pulso reflejado es igual 
al. pulso incidente. Podriainos preguntamos que ocurre con la conservation de 
la energia en este caso, ya que es evidente que hay tanta energia en el pulso 
incidente como en el reflejado, lo cual no deja nada para la portion transmiti- 
da. Ocurre que cuando tenemos€ 2 /€t = 0,tenemos€ 2 = Opara todo valor fini- 
to de 6!,con lo que la onda transmitida no transporta energia. En realidad, el 
coeficiente de transmisidn de la energia e<zC 2 ifi/€iCii% se convierte en 


e 2 c 2 u? _ 4 r donde f = £ 2^2 

€iCiU? (1 + t) 2 €iCi 


(23-6) 


Si es mayor e 2 c 2 que «iCi, como ocurre en la figura 23-2, el pulso transmiti¬ 
do sera siempre menor que el incidente. Ademas, el pulso reflejado esta siempre 
cambiado de signo; es decir, si en el pulso incidente las particulas se movlan 
hacia arriba cuando se acercaba la onda, se moveran hacia abajo en la onda refle- 
jada. En el limi te « 2 = 00 (por ejemplo, un resorte unido a una pared), no hay 
pulso transmitido y el reflejado tiene la misma amplitud que el incidente, pero qna 
velocidad de las particulas de sentido contrario al de la velocidad de las parti¬ 
culas en la onda incidente. En la figura 23-4 puede verse la reflexion de un pulso 
ondulatorio transversal que se propaga porjua resorte, en los dos casos llmites 
€ 2 c 2 /eic 1 = 00 y e 2 c 2 /eic l = 0. 

El analisis que hemos realizado y los resultados obtenidos para los coefi¬ 
cientes de reflexion y transmision son aplicables directamente a ondas que de- 
pendan del tiempo en forma arbitraria y tanto a ondas transversales como lon- 
gjtudinales que se propaguen por resortes, barras matizas y. columnas gaseosas. 
En el caso ondas longitudinales habra que utilizar, claro esta, en la expresion 
ecla velocidad de propagation de las ondas longitudinales. Ademas, cuando se 
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Fig. 23-4. Pulsos ondulatorios transversales reflejados en un resorte unido a una 
pared y en otro unido a un resorte mucho mas ligero. 


trata de ondas en barras macizas y columnas de aire se acostumbra a utilizar 
la impedancia caracteristica pc por unidad de superficie. 

Ejemplo. Una barra de hierro que transporta una onda longitudinal se une por 
un.extremo a (a) una columna de aire, (b) una columna de agua y (c) una barra de 
cobre. En todos los casos, las secciones rectas son iguales a la de la barra de hierro. 
iQue fraction de la energia de la onda incidente se transmite a los distintos 
medios? 

Utilizando los datos de, por ejemplo, la Tabla 17-3, obtenemos como impedancia 
caracteristica del hierro o^i ~ 4 • 10 6 g/'s-cm 2 . Analogamente, para el aire, agua y 
cobre tenemos (gc)„ ~42, (qc) h,o —1,5 • 10 6 , y (qc) Cu c^'3,2 • 10 6 g/s-cm 2 . Entonces, 
segun la ecuacion (23-6), encontramos los siguientes coeficientes de transmision de 
la energia (a) 4 • 10 -5 , (b) 0,79 y (c) 0,98. Evidentemente, la energia transmitida por 
la barra de hierro al aire es muy pequena, mientras que en el caso de transmision al 
agua y, en particular, al cobre, la cesion de energia es considerable. Cuando las impe- 
dancias caracteristicas de los dos medios son iguales, no se generaran ondas reflejadas 
cuando cruce su limite una onda incidente. La «adaptacion» o «igualacion» de las 
impedancias de dos medios constituye un problema importante de muchas aplicaciones 
tecnicas de fenomenos ondulatorios. 

. Asociadas a las ondas reflejada y transmitida de los desplazamientos y ve- 
locidades de las particulas, hallamos tambien ondas de fuerza reflejada y trans¬ 
mitida o, en el caso de una columna gaseosa, ondas de presion, Segurr se estudio 
al tratar de la ecuacion (22-1), la relation entre la fuerza y la velocidad de las 
particulas es Fi = ecu i para una onda que se propague en el sentido de x, y 
F 2 = —ecu 2 para una onda que se propague en el sentido opuesto. Analoga¬ 
mente, para una onda en un gas tenemos pi = pcui y p 2 = —pcu 2 para ondas 
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que se propaguen en los sentidos positivo y negativo, respectivamente. Se de¬ 
duce, pues, que el coeficjente de transmision de la fuerza(y de la presidn) F t /Fi 
es igual al coeficiente de transmision de la velocidad, mientras que el coeficiente 
de reflexion de la fuerza (y de la presidn) F T /Fi es de igual valor absoluto, pero 
de signo contrario, que el coeficiente de reflexion de la velocidad. 

Para todos los tipos de onda que hemos estudiado, los coeficientes de refle¬ 
xion y transmision estan determinados univocamente por el cociente e 2 c 2 /e x ci 
(o bien p 2 c 2 /piCi)de las impedancias caracteristicas de los dos medios que in- 
tervienen. Al tratar de la reflexion de ondas transversales en la union de dos 
cuerdas, observamos que el cociente e 2 c 2 /€ 1 c 1 puede expresarse simplemente en 
funcion de las masas e 2 y e x porque la tension S = c 2 e ha de ser la misma en 
las dos cuerdas. Por tanto, en este caso (ondas transversales en una cuerda) 
obtenemos 



Condiciones en los limites. Aun cuando hemos deducido las propiedades 
de las ondas reflejada y transmitida en la union de dos resortes a partir de 
consideraciones acerca de la cantidad de movimiento y de la energia, hubie- 
ramos podido deducirlas igualmente a partir de las condiciones necesarias de 
las ondas en la union o limite entre dos resortes. Como estos estan unidos, el 
desplazamiento total de un resorte en la union debe ser igual al desplazamiento 
total del otro en el mismo punto. El resorte que se balla mas alia de la union 
solo transporta la onda transmitida y por tanto, el desplazamiento total de 
este resorte es y t . En cambio, el otro resorte transporta las ondas incidente y 
reflejada y su desplazamiento total sera, yi + y T . La condition de eontinuidad 
del desplazamiento en la union es, pues, 

Vi + 2/r = yt (en la union) 

Es evidente que no solo los desplazamientos sino tambien las velocidades de 
las partlculas deben ser iguales en la union (de otra manera los resortes no se 
mantendrfan juntos) y tenemos 


Ui -f u T — Ui (en la union) (23-7) 

Por ser mas conveniente para la description y el calculo, hemos supuesto 
regularmente la existencia de pulsos rectangulares de velocidad y de desplaza¬ 
miento, los cuales tienen angulos recortados. Esta hipotesis no es real, porque 
los elementos de masa de los angulos tendrian aceleraciones infinitas. (Si los 
dobleces no son suaves, el elemento de masa infinitesimal en el doblez se halla- 
ria sometido a la infiuencia de una .componente de fuerza finita en la direction 
transversal, y, por tanto, tendria aceleracion infinita.) Por tanto, en la practica 
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los pulsos de velocidad tendran siempre una pendiente finita y los cambios de 
direction del resorte estaran siempre redondeados o alisados, segun se intiica 
en la figura 23-4. Asi pues, para evitar una aceleracion infinita, la componente 
transversal de la fuerza ha de ser la misma a ambos lados de un corte imaginario 
practicado en el resorte y a ambos lados de la union de dos resortes. Recorde- 
mos que la fuerza transversal puede expresarse en la forma F x = ecui para una 
onda que se propague en el sentido positivo de x, y en la forma F 2 = — ecu 2 
para una onda que se propague en el sentido negativo de x. La fuerza transver¬ 
sal total en la onda transmitida sera F t = e 2 c 2 u t , y la fuerza transversal total 
correspondiente a la superposition de las ondas incidentes y reflejada es Fi 4- 
F t = <=,cjUf — 6iCiU r . La continuidad de la fuerza transversal en la union podra 
expresarse, pues, en la forma 


F{ 4 - F r = F t o sea €iCi(w t - — u T ) — e 2 c 2 u t (en la union) (23-8) 

En el caso de una onda sonora en una columna gaseosa, esta condition limite 
no hace mas que expresar la continuidad de la presion. Las condiciones obte- 
nidas de la continuidad de la velocidad de las partlculas y de la fuerza expresa- 
das en las ecuaciones (23-7) y (23-8) son equivalentes a las condiciones (23-2) 
obtenidas de la conservation de la cantidad de movimiento y de la energia. La 
condition de continuidad de la fuerza transversal resultaba de la continuidad 
de la pendiente del resorte y esta bien claro que podria haberse expresado 
directamente esta condition en funcion de las pendientes 

tyi _i_ (en la union) 

dx dx dx 

Ejemplo 1. Se unen dos cuerdas de ei .= 0,1 kg/m y =5= 0,4 kg/m y se man- 
tienen bajo una tension S = 10 N, segun se indica en la figura 23-5. A1 extremo de la 
cuerda mas ligera se aplican dos impulsos transversales, uno inmediatamente despues 
del otro, con lo que resulta una onda de desplazamiento en la cuerda ligera, como la 
representada en la figura. 

La velocidad de propagation en la cuerda ligera es ci = VS/ei = V 10/0,1 = 
10 m/s, mientras que la velocidad de propagacion en la cuerda pesada es c 2 = Vl0/0,4= 
5 m/s. La amplitud y la velocidad transversal de las particulas en las partes correspon- 
dientes de los pulsos estan relacionadas por 

2 2 

u t = —- - — ~: Uj = -- l .. : Uj = §Ui 

1 4- V«2/ei 1 + V0,4/0,l 


y 


U T - 


l — V t 2 j t\ 

- 7 = Ui 

1 + V €2 / €1 


iV’.i 
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«i = 0,1 kg>m e 2 = 0,4 kg-m 

Ci = 10 m/s eg = 5 m/s 







Fig. 23-5. Reflexion de una onda en una union. Observese que la pendiente de 
las cuerdas es continua en la union. 


El pulso ondulatorio reflejado se habra, pues, invertido y reducido su amplitud a un 
tercio de la amplitud incidente. El pulso ondulatorio transmitido es del mismo signo 
que el incidente, pero su amplitud se ha reducido a los dos tercios de la amplitud in¬ 
cidente. Observese que en la union de las dos cuerdas no hay angiilosidades. El cociente 
entre las energias de las ondas transmitida e incidente, es decir, el coeficiente de trans- 
mision de la energia, es C 2 C 2 U?/€iciu? = 8/9. 

Ejemplo 2. Hacemos referenda al ejemplo del final del apartado 21-4 en que se 
produda una onda compresiva en una barra de acero por efecto de un martillazo. 
Suponiamos que el martillo ejerda una fuerza constante sobre la barra durante su 
tiempo de contacto At = 10~ 4 s. Esta fuerza resultaba ser de 5,85 • 10 9 dynas y halla- 
bamos que la velocidad de propagation de la onda en la barra era c — VYJp. = 5 • 10 5 
cm/s y la velocidad de las particulas en la onda compresiva era u = vjl, o sea la mitad 
de la velocidad initial del martillo. 

Supongamos ahora que la varilla tenga una longitud finita. Como la onda recorria 
una distancia cAt = 50 cm diuante el tiempo de choque, es evidente que en una barra 
de mas de 25 cm la onda reflejada por el extremo lejano de la varilla no puede haber 
vuelto para influir en el choque entre martillo y barra. Supongamos, por tanto, que 
fuera 100 cm. la longitud de la barra. Al cabo del tiempo que tarda la onda reflejada 
en volver al extremo en que se dio el martillazo, el martillo ya no estara en contacto 
con la barra y la onda volveria a reflejarse y a recorrer la longitud de la barra 
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5 • 105/100 = 5000 veces por segundo. Estos viajes de la onda en uno y otro sentido 
no duraran, desde luego, indefinidamente. En cada recorrido, parte de la energia 
cinetica ordenada de la onda se convierte en energia cinetica termica desordenada de 
los atomos de hierro y cuando por fin cesa el movimiento ondulatorio, la barra es una 
vez mas un cuerpo indeformado, animado de una velocidad V tal que se. conserve la 
cantidad de movimiento. En el caso de una barra de 100 cm, la masa Mseria de 7800 g 
y la velocidad V seria mv/M = 60 cm/s. La energia cinetica de la barra es ahora 
MV 2 f2 = 1,4 • 10 6 erg, mientras que la energia cinetica inicial del martillo y de la onda 
era mv 2 / 2 = 87,8 -.10 6 erg. La diferencia mv 2 /2 —MV 2 /2 — 86,4 ■ 10 6 erg se habra 
empleado en calentar la barra. 

Un observador casual, no vera toda esta actividad en el interior de la barra que; 
en todo caso, habra concluido al cabo de un tiempo muy corto. El choque es inelas- 
tico y se pierde parte de la energia cinetica del movimiento global. Cuanto mas larga 
sea la barra (de mas de 25 cm), tanto mas inelastico sera el choque, ya que la velo¬ 
cidad V debe‘ variar como 1 /M con el fin de mantener fija la cantidad de movimiento, 
y la energia cinetica varia como MV 2 f2. Si la barra tuviera exactamente 25 cm de 
longitud, tendria una masa de 1950 g, igual que la del martillo. Entonces, basandonos 
en la hipotesis de que el martillo queda en reposo despues del choque, la energia ci¬ 
netica final de la barra sera igual a la energia cinetica inicial del martillo. Este resulta- 
do tambien se puede comprender considerando las ondas en la barra, de la manera 
siguiente. 

Al recorrer la barra la onda compresiva, la velocidad de las partfculas que adquieren 
los atomos de hierro de la barra es = v/2. En el extremo de la barra se reflejara esta 
onda y la velocidad de las particulas en la onda reflejada es u r = u i = v/2, porque 
el coeficiente de reflexion en el extremo de la barra es igual a la unidad. La velocidad 
de las particulas total es, pues, u = w £ + u r = v/2 + v/2 — v. Como la barra tiene 
una longitud de 25 cm, la onda reflejada alcanza el extremo de la barra que fue golpea- 
do, en el preciso momento en que el martillo pierde contacto con ella y en el preciso 
momento en que se termina la onda incidente inicial. La onda reflejada vuelve a refle- 
jarse de manera que sigue directamente a la onda original y toda la barra tendra una 
velocidad de las particulas v. Como esto es cierto, no hay energia cinetica de vibracion 
y el centro de masa tambien se movera con velocidad v. Por tanto, tenemos un choque 
elastico entre martillo y barra. 

El fenomeno que acabamos de describir es indicativo de la naturaleza ondulatoria 
de todo choque perfectamente elastico entre cuerpos extensos. Cuando los choques 
son inelasticos, parte de la energia del cuerpo incidente se transforma en energia cine¬ 
tica de vibracion y la energia asociada a las ondas acaba disipandose en forma de calor, 
sonido u otra forma de energia no asociada al movimiento mecanico global. 


23-2 Ondas estacionarias. Despues de haber estudiado la mecanica de 
la reflexion de las ondas estamos preparados para determinar las ondas que 
resultan al superponerse las ondas incidente y reflejada. Las ondas asi obtenidas 
tieneii un interes especial cuando las ondas que se componen son armonicas y 
de igual amplitud. Este es el caso que se presenta, por ejemplo, cuando se refleja 
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una onda armomca en el extremo fijo de un resorte, cuando la onda sonora 
que se propaga por un tubo es reflejada por una pared rigida, o cuando se re- 
fleja la onda en el extremo libre de una barra maciza. En los dos primeros casos, 
el coeficiente de reflexion es —1, y en el ultimo +1. 

En todos estos ejemplos, la onda resultante es la suma de dos ondas armoni- 
cas de igual amplitud y frecuencia, que se propagan en sentidos opuestos. La 
adicion de estas dos ondas puede efectuarse graficamente y de esta manera es 
facil comprobar que la onda resultante presenta la interesante caracteristica de 
que en ciertos puntos es siempre nula la amplitud de oscilacion. Estos puntos 
reciben el nombre de nodos y la distancia que separa dos nodos consecutivos es- 
igual a media longitud de onda. En la region comprendida entre los nodos, la 
amplitud de la onda varia desde cero (en los nodos) hasta el valor maximo en 
el punto medio del segmento determinado por los nodos. A una onda de este 
tipo se le llama onda estacionaria, ya que al movimiento ondulatorio no esta 
asociado ningun sentido de propagation. En la figura 23-6 puede verse el des- 
plazamiento transversal de una onda estacionaria en un resorte. En este caso 
particular, el periodo de oscilacion es de 8 s y se ha representado el desplaza- 
miento del resorte en diferentes instantes de un semiperiodo. Observese que 
en la region entre dos nodos, las oscilaciones en todos los puntos estan en con- 
cordancia de fase. En una onda progresiva, tambien representada en la figura 
23-6 a fines de comparacion, la amplitud de oscilacion es la misma en todos los 
puntos y la fase varia continuamente a lo largo del resorte. 


Periodo T — 8 s 
t = 0, 1, 2, 3, 4 s 




Fig. 23-6. Onda progresiva armonica y onda estacionaria transversal en un re¬ 
sorte. En ambos casos, la frecuencia y el periodo (T — 8s) son iguales. El resorte adop- 
ta las formas indicadas en t = 0, 1, 2, 3 y 4 s. 



666 


REFLEXION DE ONDAS Y OSCILACIONES CARACTERISTICAS 


La description matematica de una onda estacionaria es, simplemente, la 
suma de una onda y l = y 0 sen u (t — x/c) que se propaga en el sentido posi- 
tivo de x, con otra onda y 2 = y 0 sen (a{t -}- x/c) que se propaga en el sentido 
negativo de x. Cuando estas ondas representan una onda incidente y una re- 
flejada, respectivamente, contendran fases initiates y $ 2 que dependen de 
donde y como se genero y reflejo la onda y de la election de origen para I y 
para x. Sin embargo, eligiendo adecuadamente los origenes de / y de x se 
pueden eliminar dichas fases iniciales y si hacemos <f>i = <j > 2 — 0 la onda esta¬ 
cionaria viene dada por 


y — Vo sen 


(a (t — ^ + y 0 sen « ^ ^ = ^2 y 0 cos sen (at 


Esta expresion se obtiene desarrollando las dos funciones sinusoidales, apli- 
cando sen (a ± b) = sen a cos b i cos a sen b. En cambio, si para la onda in¬ 
cidente tomamost/! = j/ oS enw(t — x/c + r) = — y 0 sen ca(t — z/c)quecorresr 
ponde 2 i<f>i — TjObteriemos 


y = ~ Vo sen (a (t — ^ + y 0 sen ca (t + ^ = ^2 y 0 sen cos (at (23-9) 


Esta forma resultara mas conveniente para ser utilizada mas adelante, al estudiar 
las osciliaciones caracteristicas y el movimiento forzado de ondas estacionarias. 

Vembs ahora que en cada punto x tenemos un movimiento armonico ex- 
presado por el factor cos (at dependiente del tiempo. En cambio, la amplitud 
del movimiento varia de un punto a otro, segun indica el factor dependiente 
de x, 2y Q sen (27rx/X). La amplitud minima sera, evidentemente, cero y la ampli¬ 
tud maxima es 2 y Q . Los nodos, o puntos de amplitud nula, estan determinados 
por sen (27rx/X) = 0, y se deduce que la distancia d que separa dos nodos debe 
satisfacer a 2ir d/\ = ir; es decir, d — X/2. 

Las ondas estacionarias se originan corrientemente a consecuencia de re- 
flexiones, segun veremos con mas detalle en el apartado proximo. Sin embargo, 
tambien pueden originarse mediante dos focos perturbadores independientes, 
uno de los cuales origine una onda que se propague hacia la derecha y el otro 
una onda que se propague hacia la izquierda. Estbs dos focos independientes 
deben tener frecuencias exactamente iguales, ya que si no la onda estacionaria 
sufriria un arrastre-hacia la derecha o hacia la izquierda a una velocidad que 
depende de la diferencia de las frecuencias. Desde luego, cuando se emplean 
reflexiones para originar una de las ondas progresivas, las frecuencias de las 
dos ondas son necesariamente iguales. 

Cuando una onda que se propaga por un resorte se refleja en el extremo 
fijo de este, o cuando una onda sonora que se propaga por un tubo se refleja 
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en una pared rigida situada en el tubo, es evidente qtie la velocidad de las par¬ 
ticular y su desplazamiento son cero en la terminacion considerada. (El coefi- 
ciente de reflexion de la velocidad es —1.) La onda estacionaria resultante ten- 
dra un nodo en el extremo fijo y los demas nodos estan situados a las distancias 
A/2, A, 3A/2, etc., del extremo. En cambio, si la onda se refleja en el extremo 
libre de un resorte o de una barra maciza (coeficiente de reflexion de la velocidad 
-f- 1), el desplazamiento y velocidad de las particulas seran maximos en el 
extremo y los nodos de la onda estacionaria estaran situados en este caso a las 
distancias A/4, 3A/4, 5A/4 del extremo. Cuando una onda reflejada en el extre¬ 
mo fijo de un resorte vuelve hacia el extremo accionado, suele volver a reflejarse 
y podriamos considerar que SI movimiento permanente de un resorte continua- 
mente accionado debe considerarse como suma de un numero infinito de ondas 
que se propagan por el resorte en uno y otro sentido. Sin embargo, no es dificil 
demostrar (prob. 23-10) que se puede sustituir un numero arbitrario de ondas 
armonicas de igual frecuencia y que se propaguen en el mismo sentido, por 
una onda armonica progresiva unica. Por tanto, el movimiento armonico per¬ 
manente de un resorte podra siempre considerarse como superposition de dos 
ondas armonicas que se propagan en sentidos opuestos. 

Con relacion a la energia, la diferencia entre una onda progresiva y una es¬ 
tacionaria es que en la primera existe un flujo energetico no nulo, mientras que 
en la segunda, no. En la onda estacionaria la energia esta «aprisionada» y la 
densidad de energia varia de un punto a otro de igual forma que lo hace 
sen 2 (2xr/A).En la onda progresiva, la densidad de energia es independiente de x. 
Si es u m la amplitud maxima de la velocidad de las particulas en la onda esta¬ 
cionaria y eseila masa por unidad de longitud, la densidad de energia en la 
onda estacionaria, promediada para t y x es 

h = (23-10) 

segun puede demostrarse facilmente (prob. 23-11). 

Ejemplo. La distancia entre dos nodos consecutivos de una onda estacionaria 
en un resorte es de 20 cm y la amplitud maxima de desplazamiento es y m — 2 cm. La 
frecuencia de oscilacion es de 100 Hz y la masa por unidad de longitud del resorte 
es e = 0,2 kg/m. (a) ^Cual es la tension del resorte? (b) iCual es la energia contenida 
en el resorte entre dos nodos? 

(a) La distancia entre dos nodos es A/2 y, en consecuencia, la longitud de onda 
de las ondas que forman la onda estacionaria es A = 40 cm = 0,4 m. De la rela cion 
c = A/obtenemos, con / = 100 Hz, c = 0,4 • 100 = 40 m/s. De la relacion c =V>S/e 
hallamos S = ee 2 = 0,2 • 1600 = 320 N. 

(bj La amplitud maxima de la.velocidad de las particulas del resorte (en el punto 
medio entre dos nodos) es u m — 2nfy m — 2n ■ 100 * 0,02 — 4n m/s, y la velocidad 
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de las partlculas en los demas puntos entre los nodos esta dada por u m cos (2nxfX) 
sen cot. Como un elemento de masa s dx del resorte efectua un movimiento armonico, 
la energla total de oscilacion de este elemento de masa es igual a la energla cinetica 
maxima e[« m cos (2nx/X)] 2 /2 y la energla total eontenida entre dos nodos resulta ser 


r\[ 2 / \ 

3 -Jo i ulcos2 (¥) dx - 


^ = 0,043r J 


23-3 Frecaencias propias y periodos propios. Ya tratamos de frecuencias 
propias en nuestro estudio del oscilador armonico y, por tanto, no son nuevas 
para nosotros. Podemos recordar que una masa m que se mueve bajo la accion 
de una fuerza de resorte F — —Kx tiene una frecuencia propia f = 2 T\/K/m. 
Un oscilador que parta de un estado inicial vuelve a el / veces por segundo, 
o sea cada T = \ff segundos. El oscilador armonico tiene una sola frecuencia 
propia. Nuestra experiencia cotidiana nos indica que tambien otros cuerpos, 
tales como las cuerdas y columnas de aire de los instrumentos musicales, tienen 
frecuencias propias. Sin embargo, en contraste con el oscilador masa-resorte, 
una cuerda Anita tiene muchas frecuencias propias. En realidad, todos los cuer¬ 
pos deformables que tienen una distribution continua de masa y un tamano 
finito (cuerdas, alambres, columnas de aire, etc.) tienen un numero infinitamente 
grande de frecuencias propias. En este apartado estudiaremos la naturaleza 
de estas frecuencias caracteristicas y sus relaciones con la naturaleza geome- 
trica y fisica de los medios. 

Consideremos una cuerda tensa cuyos extremos esten sujetos a soportes 
rigidos. Segun puede verse en la figura 23-7, la cuerda se deforma en un punto 
arbitrario, por ejemplo, el C, y luego se suelta en el instante t = 0. La defor- 
macion original P la dividimos en dos partes P' y P", cada una de las cuales 
con una amplitud de desplazamiento mitad de la de la deformacion original. 
Las partes P' y P" se propagan con velocidad c hacia la derecha y hacia la 
izquierda, respectivamente. En un tiempo t x = x/c, P" alcanza el extremo iz- 
quierda de la cuerda y se refleja, despues de lo cual su desplazamiento esta di- 
rigido hacia abajo en vez de hacia arriba. A1 cabo de un tiempo t 2 = L/c, P" 
alcanza el extremo derecho de la cuerda, se refleja, y vuelve a tener un despla- 

A! cabo de*wi- tiempo t 3 = (L — x) [c, P tr vuelve 
a encontrarse en el punto C, habiendo transcurrido desde el principio un tiempo 
T x = t x + <2 + h = 2L/c. El otro pulso P', sufre una sucesion de reflexiones 
enteramente analoga y en el instante t = T x = 2 L/c, ambos pulsos alcanzan el 
punto C y se combinan para dar la deformacion inicial P. El tiempo T lt 11a- 
mado periodo propio de la cuerda, y su reciproco, la frecuencia propia de la cuer¬ 
da son, pues, 


rp _ 2 L 

1 c 


h Ti 


(23-11) 
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Desplazamiento de las particulas Velocidad de las particulas 


Fig. 23-7. Se deforma una cuerda de longitud L dandole la forma P y se suelta 
en el instante t = 0. Se originan dos pulsos P' y P", uno que se propaga hacia la de- 
recha y otro hacia la izquierda. La cuerda vuelve a adquirir su forma inicial al cabo de 
un tiempo T\ — 2Ljc. En el instante t — 0 no hay energia cinetica en los pulsos ondu- 
latorios, ya que todos los elementos de masa de la cuerda tienen velocidad nula. 

La deformacion inicial de una cuerda con sus extremos fijos reaparecera al 
cabo del periodo propio T\, o sea que se repetira con una frecuencia /j. Para 
el periodo y frecuencia propios de la cuerda apareceran siempre expresiones 
de la forma de (23-11), porque la propia cuerda esta caracterizada por su lon¬ 
gitud L y por la velocidad de propagation c. El cociente L/c tiene las dimensio- 
nes de un tiempo. Observese que solamente pueden tener periodos y frecuen- 
cias propios, los cuerpos de dimensiones finitas. 

Como el pulso considerado en la figura 23-7 es arbitrario, del principio de 
superposicion se deduce que en un tiempo igual al periodo propio Ti reapare- 
cftra en la cuerda un numero cualquiera de pulsos, o cualquier desplazamiento 
continuo. 

Algunos tipos especiales de deformacion reapareceran con frecuencia supe¬ 
rior a una vez cada tiempo T\. Consideremos de nuevo la figura 23-7. Al cabo 
de un tiempo T\/2 ha aparecido una deformacion como la inicial, pero que esta 
dirigida hacia abajo y no hacia arriba y se halla a una distancia x del extremo 
derecho de la cuerda en vez de a una distancia x del extremo izquierdo. Si la 
deformacion inicial de la cuerda constara de dos partes, una a distancia x de 
la izquierda y otra a distancia x de la derecha, y si una de las deformaciones 
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estuviera dirigida hacia arriba y la otra hacia abajo, reapareceria la forma ini- 
cial de la cuerda al cabo de un tiempo T\/2. En efecto, las dos deformaciones 
iniciales, habrian intercambiado sus puestos. Otro ejemplo de deformacion que 
se repite con el perlodo T 2 — Ti/2 = hjc y otro que se repite con el periodo 
T s = Ti/Z = 2L/Zc son los indicados en la figura 23-8. Las frecuencias propias 
correspondientes son f 2 = 2 fi y /3 = 3 /i.Observese que la deformacion que 
tiene la frecuencia propia f 2 = 2 /iesta compuesta de dos partes que son anti¬ 
simetricas respecto al centro de la cuerda. Analogamente, la deformacion de 
frecuencia / 3 = 3/i divide la cuerda en tres partes antisimetricas. Analogamente, 
una deformacion que divida la cuerda en" n partes antisimetricas tiene como 
frecuencia propia 


/» = nfi = (23-12) 

que puede interpretarse como frecuencia fundamental o primera frecuencia de 
una cuerda de longitud Ljn. En la figura 23-9 puede verse un ejemplo de de¬ 
formacion que se repite 15/i = 15c/2Lveces por segundo. 

En resumen, una cuerda de longitud finita (y el mismo razonamiento gene¬ 
ral vale para otros medios tales como columnas gaseosas, resortes, etc.) posee 
un numero infinito de frecuencias propias. £stas no solo dependen de la velo- 
cidad de propagation, sino tambien de la longitud del medio. En los casos de 
cuerdas con ambos extremos libres, o con un extremo fijo y otro libre, existen 
sistemas analogos de frecuencias propias. 



Fig. 23-8. (a) Deformacion en una cuerda que reaparece f 2 = c/L = 2 /j veces 
por segundo, y (b) otra que reaparece fs = 3cj2L = 3/i veces por segundo. Observese 
la simetria respecto a las lineas de trazos. 


A B 



Fig. 23-9. Deformacion que reaparece \5cj2L veces por segundo. En un tiempo 
2Lj\5c, la mitad de B se mueve hacia la izquierda para formar la mitad de una nueva A, 
mientras que la mitad de C se mueve hacia la izquierda, se refleja y luego se mueve 
hacia la derecha para formar la otra mitad de la nueva A. Entre tanto, A se ha dividido 
en dos mitades, una de las cuales forma parte de la nueva B y-la otra forma parte de 
la nueva C. 
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Fig. 23-10. El desplazamiento x en el instante t esta constituido por la suma de 
las mitades de los desplazamientos elementales situados en x — ct y x 4- ct eh /=0. 


Modos normales de movimiento. Tiene especial importancia el caso de una 
deformation inicial de forma sinusoidal en una cuerda, porque entonces el 
movimiento resultante es funcion armonica del tiempo. Ya nos encontramos 
con este fenomeno al estudiar las ondas esfacionarias. Consideremos ahora una 
cuerda con un desplazamiento inicial y( 0, t) = A sen ttx/L, segun se indica en 
la figura 23-10. Queremos determinar el desplazamiento y(t, a:) en una posicion 
x arbitraria en un instante t posterior. Segun se vio en el apartado anterior, 
cada desplazamiento elemental se dividira en dos mitades, una que se propaga 
hacia la derecha y la otra hacia la izquierda. El desplazamiento de la cuerda 
en x en el instante t constara, pues, de dos partes, que daran la suma de las mi¬ 
tades de los desplazamientos elementales existentes enr — ct y x -I- ct en / = 0. 
El desplazamiento total x en el instante t sera, pues, 

yi(x, t ) = ^sen^ (x — ct) +-y sen^ (x + ct) 


o sea 


. TTX TCt 

= A sen -j- cos -j- 


A 7T X n . . ■ . TTX 2lrt 

yi — A sen -j- cos 2irfit = A sen cos y- > 


(23-13) 


donde 


fi 


1 _ c_ 

~ 2L 


De manera totalmentfe? analoga encontramos que si el desplazamiento inicial 
de la cuerda es y{x , 0) = A sen (mrx/L), el desplazamiento subsiguiente viene 
dado por 


mrx 


y n {x, t) = A sen-^- cos 2irf n t 


(23-14) 
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donde 


fn 


, nc 
~ 2 L 


Comparando con la ecuacion (23-9) se ve que los movimientos y x e y n pueden 
considerarse corao ondas estacionarias resultantes de la superposition de ondas 
progresivas de longitudes de onda A x y A n dadas por Xj/2 = L,n\ n / 2 = L res- 
pectivamente. La longitud de onda de la primera oscilacion yi es, pues, tal que 
la longitud de la cuerda sea igual a la distancia entre dos nodos de la onda es- 
tacionaria y la oscilacion n-sima divide a la cuerda en n partes, cada una de 
ellas igual a la distancia X n /2 entre dos nodos. Los extremos de la cuerda de- 
beran coincidir con dos nodos, ya que aquellos se mantienen fijos. Asi pues, 
si introducimos en la ecuacion (23-13) la longitud de onda A n = 2 L/n y el 
periodo T n = l// n = 2 L/cn obtenemos 


. nxx . 27 xx 27 rt 

y n (x, t) — A sen -j— cos 2xf n t = A sen -r— cos 

Lt A n 1 n 


(23-15) 


Queda impllcito que x se mide a partir de un extremo de la cuerda, de manera 
que en x = 0 y x = L el desplazamiento es nulo. Las oscilaciones de este tipo, que 
son armonicas en t y en x, reciben el nombre de oscilaciones caracteristicas y 
tambien modos normales de la cuerda. 

Ejemplo. Una cuerda de masa 0,2 kg/m y longitud L = 0,6 m esta sujeta por 
ambos extremos y sometida a una tension S = 80 N. Inicialmente, la cuerda esta de- 



n = 1 



t—* 

II 

to 

t-* 

II 

to 

11 

(N 

<< 

h = c/L 

X 3 = 2L/3 

fz = 3c/2L 

X 4 = 2L/4 

U = 4c/2L 

X„ = 2 L/n 

f n = nc/2L 


Fig. 23-11. Modos normales de una cuerda fija por ambos extremos Observese 
que el modo /i-simo divide a la cuerda en n partes antisimetricas. 
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formada adoptando la forma de su tercer modo normal y tiene una amplitud A = 
0,5 cm. (a) iCijal es la frecuencia de la oscilacion? (b) iCual es la amplitud maxima 
de la velocidad transversal? (c) ^Cual es la energia total de la oscilacion? 

La velocidad de propagation es c = Ks/ e — V 80/0,2 = 20 m/s. En el tercer modo 
normal, la cuerda tiene una longitud igual a 3/2 de longitud de onda, y por tanto 
32/2 = L = 0,6 my I 3 = 0,4 m. La frecuencia es, pues, / 3 — c/A 3 = 20/0,4 = 50 Hz 
y 73 = 0,02 s. 

El desplazamiento de la cuerda es 

y(x,t) = Asen^—coscj^t 

Ju 

y la velocidad transversal de las particulas es 


u(x, t ) 



sen oj 3 t 


La amplitud maxima de la velocidad es, pues. 


u m = 0)3 yi = 2ir • 50 • 0,5 = 50ir cm/s 

Solamente tendran esta amplitud maxima de velocidad los elementos de cuerda situa- 
dos en x = A/4, 3A/4 y 5A/4 (x = 0.1 m, 0,3 m y 0,5 m) 

Cada elemento de masa de la cuerda se mueve como un oscilador armonico simple 
y por tanto la energia total de la oscilacion debe ser igual a la energia cinetica maxima. 
(Cuando la energia cinetica es maxima, el desplazamiento y es nulo.) En x, una longitud 
dx de cuerda tendra, pues una energia de oscilacion 


J r t , , 2 2 

dH = f e diu m sen —- 

A 

Integrando entre x = 0yx = L = 3A/2, obtenemos 

2 /*^ 2 

p / 2 3lTX j Tj€U m rv»rr * 1 

E = —- I sen —— dx = —-— ~ 0,075 joule 
4 Jo L 4 

Observese que Leu^14 es la mitad de la energia cinetica que tendria una cuerda de lon¬ 
gitud L si oscilara armonicamente toda su longitud con *una amplitud A y una pulsa- 
cion (o. 

Si se mantiene fijo un extremo de una cuerda y el otro se deja libre, lo que 
corresponde aproximadamente al caso de que estuviera unida a una cuerda 
de mucho menor masa por unidad de longitud, se obtiene un nuevo sistema de 
oscilaciones caracterlsticas. En el extremo fijo, el desplazamiento ha de ser, 


fngartf ■ 
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n = 1 \i « 4L / x = c/4L 

n = 2 X 2 = 4L/3 / 2 = 3c/4L 

n = 3 X 3 = 4L/5 / 3 = 5c/4L 

n = 4 X 4 = 4L/7 / 4 = 7c/4L 

n X„ = 4L/(2n - 1) /„ = (2n - l)c/4L 

Fig. 23-12. Oscilaciones caracteristicas de una cuerda que tiene un extremo 
fijo y uno libre. 

desde luego, nulo y en el extremo libre, la fuerza transversal y por tanto la pen- 
diente de la cuerda han de ser nulas. Asi pues, el extremo libre tiene maximos el 
desplazamiento y la velocidad de las particulas. En la figura 23-12 se han re- 
presentado las cuatro primeras oscilaciones caracteristicas correspondientes a 
este caso. 

Ejemplo. Un resorte con un extremo fijo y otro libre se halla sobre una mesa 
horizontal sin rozamiento. El resorte oscila con movimiento longitudinal segun su 
oscilacion caracteristica armonica fundamental. La longitud del resorte indeformado 
es L , la masa es M y la constante del resorte es K. Determinar la frecuencia de oscilacion. 

La velocidad de propagacion de una on da lo ngitudinal es c = V1 /ice donde 
k — ]/KL y e = MIL. Obtenemos c = LV K/M y la frecuencia fundamental es 

f =± = l IK 

n 4L 4 \M 

En otras palabras, la frecuencia de oscilacion es igual a la de un oscilador ideal masa- 
resorte consistente en una masa M\ = 4Mfn 2 situada al extreme de un resorte sin 
masa de constante. K. 

Oscilaciones caracteristicas en dos y tres dimensiones. Cada frecuencia ca¬ 
racteristica del movimiento unidimensional de un resorte, columna gaseosa, 
barra solida, o cualquier otro sistema elastico analogo, corresponde a un cierto 
modo caracteristica de oscilacion. Dicho modo se describe mediante una. fun- 
cion de onda. En el caso de un resorte sujeto por ambos extremos, la funcion 
de onda para el modo n-simo es y n = A sen ( nwx/L ) cos ( 2id/T n ), donde n pue- 
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<*) (b) 

Fig. 23-13. Oscilaciones caracteristicas de una membrana circular y de una mem- 
brana cuadrada de agua jabonosa. Cortesia de Ludwig BeRgmann. 

de considerarse que es el numero de secciones en que los nodos de la onda esta- 
cionaria divided al resorte. 

Tambien aparecen frecuencias y oscilaciones caracteristicas analogas al con- 
siderar las condiciones mas generates de movimienta ondulatorio en un piano 
o en el espacio. ,Es particularmente sencillo poner de manifiesto dichas oscila¬ 
ciones caracteristicas en una membrana delgada tal como una pelicula de agua 
jabonosa. En la figura 23-13 pueden verse algunas de dichas oscilaciones obte- 
nidas por medio de una pelicula de agua jabonosa excitada por una onda so- 
nora de frecuencia adecuada. Las partes (a) y (b) de la figura ilustran series 
de oscilaciones caracteristicas de una membrana circular y de una cuadrada, 
respectivamente. Las lineas blancas de las fotografias indican maximos de des- 
plazamiento, no nodos. 

Las funciones de onda caracteristicas que describen las oscilaciones de la 
membrana cuadrada son muy parecidas a las que describen una .cu&da. vBn 
efecto, el.-desplazamiento de una membrana cuadrada esta dado por 

TtVK X 7VTCZ 

Vmnix, z,t) — A sen -j— sen -=^- cos 2 ti -f mn t (23-16) 

donde m y n pueden tomar valores enteros cualesquiera. Se deduce existe 

una «doble infinitud» de oscilaciones posibles cuyas frecuencias propias pueden 
expresarse como 

©■ 


( 23 - 17 ) 
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donde m, n = 1, 2, 3,... y L X ,L Z son las longitudes de los lados de la 
membrana. 

Entre las oscilaciones caracteristicas de los casos unidimensional y bidimen- 
sional (o tridimensional) existe una diferencia importante. En una dimension, 
existe una correspondence biunivoca entre las frecuencias propias y las osci¬ 
laciones caracteristicas. En cambio, en los casos bi- y tridimensional pueden 
existir varias oscilaciones caracteristicas que tengan la misma frecuencia. Por 
ejemplo, si L x /L z es un entero igual a q, las oscilaciones descritas por el par de 
numeros (m = 0, n = q) tienen la misma frecuencia que la oscilacion descrita 
por el par de numeros (m = q, n = 0). Las oscilaciones de este tipo se dice que 
son degeneradas. 

Analogamente, un volumen cerrado tal como una sala rectangular ordina- 
ria tiene una «triple infinitud» de oscilaciones caracteristicas posibles, con fre¬ 
cuencias propias dadas por 


fki 


171 - 



( 23 - 18 ) 


donde k, l, m = 0, 1, 2,... Existe una probabilidad aun mayor de que apa- 
rezcan oscilaciones caracteristicas degeneradas y cuanto mayor sea la simetria 
de la sala, mayor es la degeneracion. En el diseno de salas para la reproduccion 
del sonido, es importante evitar estas degeneraciones. Con un grado de dege¬ 
neracion elevado, las oscilaciones se «agolpan» y se refuerzan en forma nociva 
las frecuencias o regiones de frecuencia correspondientes del espectro. 

Desarrollo de Fourier. Cuando el desplazamiento inic-ial de una cuerda es 
una combinacion de modos fundamentales (la fig. 23-14 constituye un ejemplo 
sertcillo) cada uno de los modos oscilara independientemente de los otros. Esto 
constituye una nueva ilustracion del principio de superposicion. El desplaza- 



Fig. 23-14- Si el desplazamiento inicial de la cuerda es y(x 7 0) = ji(x, 0) + 
yz (x, 0 ), el desplazamiento de la cuerda variara con el tiempo en la forma y(x, t) — 
y, (x, /) + y 2 (x, t). 
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miento inicial de la figura 23-14 esy(x, 0) = y x (z, 0) -f y 2 (x, 0),o sea 


✓ ^ a TX i a 2jra 

y(x, 0) = A sen -£- + A sen -j- 


(23-19) 


Si el desplazamiento inicial estuviera especificado por yi(x, 0) o por y 2 (x, 0) 
tendriamos 4 

, ,\ . ttx 2-irt 

yi{x, t) — A sen -j- cos 

o 

, , N . 2irx 2ict 

y 2 {x, t) = A sen—cos ^ 

respectivamente, donde Ty = 2L/c y T 2 = L/c. Cuando el desplazamiento ini¬ 
cial es la suma (y 1 -f- y 2 ), el desplazamiento en funcion del tiempo es 


. .ttx 2irt , . 2 ttx 2i rt 

y(t, x) = A sen -j- cos + A sen -7- cos -=- 
Li 1 1 Lj 1 2 


(23-20) 


segun determina el principio de-superposition. 

El matematico frances J. B. Fourier (1768-1830) demostro que, inversa- 
mente, todo desplazamiento inicial arbitrario puede descomponerse en funciones 
sinusoidales de amplitudes adecuadamente elegidas. Cada uno de estos despla- 
zamientos producira una oscilacion caracteristica. Si es f{x) la forma inicial 
de una cuerda, el llamado desarrollo de Fourier de esta funcion es* 


f(x) = ^2 ^v. sen 


nirx 


n — X 


donde los valores de A n estan dados por 

-L 


A n = f(x) sen (^j~j dx 


(23-21) 


(23-22) 


El movimiento subsiguiente sera una superposition de oscilaciones caracteris- 
ticas 


donde T n = 2 L/nc. 


, . s XT' A nirx 2irt 
y{x, t) = >, A n sen -jr- cos -=- 

n=l ^ n 


(23-23) 


* Vease, por ejemplo, Thomas, /oc. cit p. 821. 
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23-4 Movimiento forzado y resonancia. Las oscilaciones caracterfsticas 
de resortes finitos o de columnas gaseosas finitas son analogas al movimiento 
libre del oscilador masa-resorte. De igual manera que estudiamos los movi- 
mientos forzado y libre del oscilador masa-resorte, estudiaremos brevemente 
ahora el movimiento forzado de una cuerda. 

En el movimiento forzado del oscilador masa-resorte, la amplitud de osci- 
lacion en resonancia solo esta limitada por el amortiguamiento del sistema. 
La respuesta de una cuerda finita o de una columna gaseosa a una fuerza accio- 
nante es enteramente analoga. La diferencia fundamental estriba en que estos 
ultimps sistemas tienen un numero infinito de frecuencias propias r en vez de 
una sola. A cada una de estas frecuencias propias, el sistema puede alcanzar una 
gran amplitud con una fuerza accionante muy pequena (en realidad, nula). 

Como en la mayoria de nuestros estudios anteriores, limitaremos nuestras 
consideraciones cuantitativas al caso de ondas transversales en una cuerda o 
en un. resorte. Consideremos, como en la figura 23-15, una cuerda de longitud 
L, con su extremo izquierdo fijo y su extremo derecho en x = L accionado segun 
la ley y m cos ort,donde co = 2x/ es la pulsation, que puede variarse. A conse- 
cuencia de este desplazamiento periodico de un extremo de la cuerda, en ella 
se originara una onda estacionaria de la forma (comparar con la ec. 23-9) 


y(x,t ) = A sen cos art 

A 


(23-24) 


En el punto x — L debemos tener 


2irL 


y(L, t) = y m cos cot — A sen —r— cos (at 

A 


(23-25) 


y esto determina A en funcion de y m : 


A = 


_ _ Vn 


sen (2 wL/\) 

Aqul X = c/f = 2-kc/qo y / es la frecuencia aplicada. Tenemos pues, 


(23-26) 


y(x, t) = y m 


sen (2 

sen (2 tL/\) 


cos cot = 


sen (2ttx/\) 
Vm sen (Trf/fi) 


cos 2irft 


(23-27) 


donde / x = c/2L es la priraera frecuencia propia de una cuerda fija por sus dos 
extremos. Cuando sea muy pequena la frecuencia aplicada, por ejemplo una 
vez por dia, la longitud de onda es muy grande. Entonces (23-27) se reduce a 


y(x } t ) ^ y m (x/L ) cos cat (/« 
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requiere energia. La perdida energetica en estos efectos disipativos aumenta 
siempre con la amplitud del movimiento ondulatorio y se llega a alcanzar un 
punto en que la energia que se pierde es igual a la cedida a la cuerda. Ademas, 
debemos recordar que todo nuestro analisis es valido tan solo si la velocidad 
de las particulas es mucho menor que la velocidad de propagacion o, lo que es 
equivalente, cuando la amplitud del desplazamiento es muy inferior a una lofi- 
gitud de onda. 

En el analisis anterior hemos expresado el desplazamiento de la cuerda 
mediante el desplazamiento y = y m cos ost en el punto accionado x = L (vease 
fig. 23-15). Si se mantiene constante y m mientras se varia la frecuencia aplicada, 
la fuerza accionante en este punto debe variar con la frecuencia. (Para mantener 
un valor constante de y m a las frecuencias de resonancia, la fuerza accionante 
deberia ser infinita, si suponemos que no hay amortiguamiento). 


Problem as 


23-1. La velocidad de propagacion de 
las ondas transversales en un resorte. A 
de 2 m de longitud es de 10 m/s y en un 
resorte B es de 20 m/s. Se unen los resor- 
tes A y By la tension es de 50 N. Se ge¬ 
nera en A un pulso ondulatorio de velo¬ 
cidad de las particntas constante e igual 
a 2 m/s. (a) ^Cuales son las masas por 
unidad de'-longitud de los resortes A y B1 
(b) ^Cuales son las amplitudes de velo¬ 
cidad de los pulsos transmitido y refle- 
jado? (c) Dibujese la forma de todo el 
resorte (A y B) en t = 0,05 s, 0,2 s, 0,225 s, 
0,25 s y 0,3 s. (d) iQuc fraccion de la 
energia incidente se transmite y que frac¬ 
cion se refleja? 

23-2. Un deposito esta lleno de helio 
y aire. Supongase que existe una separa¬ 
tion bien definida entre los dos gases. 
Sobre esta separation incide una onda 
sonora procedente del aire. Determinar 
los coeficientes de reflexion y transmision 
de la presion para incidencia normal. Si 
la amplitud de la presion del sonido de la 
onda incidente es pq, icual sera la ampli¬ 
tud de la presion del sonido en la sepa¬ 
ration? 


23-3. iQue fraccion de la energia 
sonora se transmite al agua cuando sobre 
la superficie de un lago incide normal- 
mente una onda sonora? 

23-4. iComo varia con la tempe- 
ratura la impedancia caracteristica del 
aire a las ondas, si se conserva constante 
la presion estatica? Supongase que la 
o on io vmumna de aire es de 
20° C en la region entre x — 0 y x = jco 
y 100° C en la region x > jco- Una onda 
sonora originada en x = 0 alcanza la 
superficie limite en x = xo- Si la amplitud 
de la presion incidente es 1 baria, £cuales 
son las amplitudes de las ondas reflejada 
y transmitida? 

23-5. Se une un extremo de una 
barra de cobre a un extremo de una barra 
de aluminio. Las secciones de las barras 
son iguales. En la barra de cobre se ge¬ 
nera un pulso ondulatorio de energia 
total 100 J que se propaga hacia la barra 
de aluminio. (a) iCuanta energia se trans- 
mite a la barra de aluminio ? (b) Supon- 
gamos ahora que el pulso ondulatorio 
se propaga de la barra de aluminio hacia 
la de cobre. La forma y energia total del 
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pulso son las mismas de antes. iQue 
energia se transmite a la barra de cobre? 
(c) iEn cual de los dos casos (a) y (b) es 
mayor la velocidad de las particulas en 
la superficie de separacion ? 

23-6. Se da un movimiento tra¬ 
versal a un extremo de un resorte de 
masa por unidad de longitud y tension S 
y su otro extremo se une a un anillo (de 
masa despreciable) que puede deslizar 
a lo largo de una barra horizontal per¬ 
pendicular al resorte, segun se indica 
en la figura 23-16. (a) £Cual es el coe- 
ficiente de reflexion para la onda trans¬ 
versal de desplazamiento al final del 
resorte, si la barra esta exenta de roza- 
miento ? (b) Supongamos ahora que se 
emplea una barra con rozamiento, con 
lo que la fuerza de rozamiento que se 
ejerce sobre el anillo tiene por maghitud 
ru, donde u es la velocidad del anillo. 
iCual debe ser el valor de r para eliminar 
la reflexion de la onda en el extremo del 
resorte? 


Fuerza de 
rozamiento r-u-v 

fWoooMu ♦ 


t 


Figura 23-16 


23-7. Sobre una superficie sin roza¬ 
miento se halla un resorte de masa por 
unidad de longitud e == 4 kg/m y que se 
mantiene a una tension S = 64 N me- 
diante dos hilos largos ligeros de e' = 1 
g/m. (a) En un pulso que se propague a 
lo largo del resorte, iflue fraccion de la 
energia. se refleja y que fraccion se trans- 
mite? (b) Si la longitud del resorte tenso 
es de 4 m, £que tiempo At empleara un 
pulso en recorrerlo de uno a otro ex¬ 
tremo ? (c) A un extremo del resorte se 


aplica una fuerza transversal Fq durante 
un tiempo At/2. Dibujar las ondas de des¬ 
plazamiento y de velocidad en el resorte 
en h =0, t 2 = 0,8 At, t 3 = At,t 4 = 1,20 At, 
h — 1)6 At, donde t se mide a partir del 
instante de aplicacion de la fuerza Fq. 
(d) Repetir la parte (c) para una fuerza Fq 
aplicada durante un tiempo At y durante 
un tiempo 2 At. 

23-8. Una barra de acero de 100 m 
de longitud y 10 cm de diametro se halla 
en reposo inicialmente. Se le da un im- 
pulso a uno de sus extremos. La velo- 
cidad de las particulas es de 2 m/s. Su¬ 
pongamos que el impulso consiste en una 
fuerza constante Fq aplicada durante 
un tiempo At. (a) iCual es el tiempo At\ 
que emplea la onda compresiva para al- 
canzar el extremo alejado? (b) iCual es 
la velocidad de las particulas de las dis- 
tintas partes de la barra en este instante ? 
(c) iCuanto ha de valer At para que todas 
las partes de la barra tengan la misma 
velocidad de las particulas en todo mo- 
mento? £Hay mas de un valor posible 
para At? (d) iCual debe ser Fq? (e) iQnt 
trabajo ha realizado Fq? 

23-9. Consideremos dos ondas ar- 
monicas A y B, de igual amplitud y lon¬ 
gitud de onda, que se propaguen en sen- 
tidos opuestos. En el instante t = 0 las 
dos ondas estan en una posicion tal que 
los desplazamientos de ambas estan en 
concordancia de fase. Indicar grafica- 
mente los desplazamientos individuales 
de A y B en los instantes t — 0, Tj 4, 7/2, 
37/4 y / = 7, donde 7 es el periodo. 
Sumar graficamente los desplazamientos 
de A y de B y discutir las propiedades de 
la onda estacionaria resultante. 

23-10. Con referenda a la discusion 
del texto, demostrar que la suma de un 
numero arbitrario de ondas armonicas 
que se propaguen en la misma direccion 
y. sentido con la misma velocidad de pro- 
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pagacion, siendo todas ellas de igual 
longitud de onda, puede describirse me- 
diante una onda armonica unica. [Es 
suficiente realizar el analisis con solo {as 
dos ondas: 

yi - A sen (cat — 2-jtx/X) 

y 

3/2 = B sen (<at — 2irx/\ + <£)•] 

23-11. Demostrar que en una onda- 
estacionaria la energia por unidad de lon¬ 
gitud, promediada para el espacio y el 
tiempo, es h = euj^/4 [vease ec. (23-10) 
del texto], donde u M es la amplitud ma¬ 
xima de la velocidad. de las particulas 
en la onda y e es lamasa por unidad de 
longitud. 

23-12. Demostrar que la suma de las 
dos ondas A sen (/ + <f>\ — 2nxf A) y 
A sen (/ + <j >2 + 2nxj A) es una onda esta- 
cionaria. 

23-13. En una tuberia se introduce 
sonido mediante dos tubos delgados Ay B 
separados una distancia d, segun se indica 
en la figura 23-17. En estos tubos, el soni¬ 
do esta generado por altavoces exacta- 
mente iguales que, a su vez, estan excitados 
por un oscilador unico. Cada tubo genera 
en la tuberia una onda sonora en cada 
sentido. Los tubos son tan pequenos que 


las ondas generadas por uno no estan per- 
turbadas por la presencia del otro. Los 
tubos tienen longitudes iguales y los alta¬ 
voces funcionan en concordancia de fase. 

(a) Describir la naturaleza de las ondas de 
presion sonoras en la region a la derecha 
de B , a la izquierda de A y entre A y B. 

(b) Si cada tubo genera una onda en cada 
sentido con una amplitud p m , £cual es la 
amplitud de la presion en la onda a la de¬ 
recha de B, expresada en funcion de d 
y de la longitud de onda A del sonido 
creado? ^Cual es la potencia total gene- 
rada por los altavoces? (c). £Cu£l es la 
amplitud maxima de la presion en la re¬ 
gion comprendida entre A y B1 Repre- 
sentar graficamente la distribucion de la 
presion entre A y B. (d) En particular, 
icuales son las amplitudes de la presion 
en (b) y (c) si d = 2 A, d = 2,25 A y 
d = 2,5 A? (e) iQue les ocurre a las am¬ 
plitudes de (b), (c) y (d) si se invierten los 
hilos que van a uno de los altavoces, con 
lo que los focos sonoros funcionan en 
oposicion de fase? 

23-14. Entre dos barras paralelas 
se mantiene tensa una cuerda, segun se 
indica en la figura 23-18. Cada ex- 
tremo de la cuerda esta sujeto a un ani- 
llito que puede deslizar sin rozamiento a lo 
largo de las barras. Se suelta la cuerda 
partiendo de un desplazamierito inicial 
como el indicado. La longitud de la cuerda 
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es d y la velocidad de propagation es c. 
LQu6 tiempo transeurrira hasta que la 
cuerda recupere el desplazamiento ini¬ 
tial, si (a) Ids anillos pueden moverse 
libremente a lo largo de las barras? 
(b) estd fijo un anillo? (c)" aiuboS affillos 
estdn fijos? 

23-15. Un pajaro se posa sobre un 
hilo telefonico tendido entre postes se- 
parados 30 m. El impulso que aplica 
el pajaro al hilo origina pulsos ondula- 
torios transversales que se propagan a 
60 m/s. iCuando y en qu£ sentido (hacia 
arriba o hacia abajo) volveran las ondas 
transversales al pajaro si 6ste (a) se posa 
en el punto medio de la luz? (b) se posa 
a 10 m de un extremo? (c) se posa a 
7,5 m de un extremo? 

23-16. Un alambre de masa por 
unidad de longitud t = 0,2 g/m se fija 
por ambos extremos y vibra con su fre- 
cuencia propia mas baja, igual a 200 Hz. 
La longitud del alambre es 1 m. (a) ^Cual 
es la tension? (b) iCudles son las fre- 
cuencias de las oscilaciones caracteris- 
ticas 2, 3, 4 y 5? (c) Si fuera constante 
la tension, £como habria que alterar la 
longitud del alambre para que la frecuencia 
fundamental tomara los valores halla- 
dos en (b) ? 

23-17. Una cuerda A de masa 
200 g y longitud 2 m se ata a una cuerda 


B de masa 50 g y longitud I m. Las cuer- 
das atadas se tensan a una tension S = 490 
N y se sujetan sus extremos libres. La 
longitud combinada resulta ser, asi, de 
3 m. (a) Hallar el co. iente entre las lon¬ 
gitudes de onda en A y B para vibraciones 
de igual frecuencia. (b) Hallar la fre¬ 
cuencia mis baja de una onda estacio- 
naria del sistema que tuviera un nodo en 
la union M de las dos cuerdas. 

23-18. tCual es la energia total 
de oscilaciOn de la n-sima oscilacion ca- 
racteristica de una cuerda de longitud L 
con una amplitud Al La tension de la 
cuerda es S. 

23-19^ Una cuerda de longitud L 
que esta sujeta por sus dos extremos y 
tiene una tension S, se desplaza una dis- 
tancia h en su punto medio y se suelta. (a) 
£Cual es la energia de la-oscilacion sub- 
siguiente? (b) <,Con que frecuencia re- 
aparecera la forma? Vease la figura 
23-19. 

23—20. El desplazamiento initial de 
una cuerda es 

y — 10sen(irz/d) + 5 sen (3 irx/d) 

La frecuencia propia mas baja de la cuerda 
es 25 Hz y su longitud es L = 100 cm. 
iCual es el desplazamiento de la cuerda 
en / = 0.01 s, 0,02 s, 0,03 s y 0,04 s? 



Figura 23-19 
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APEND1CE A 


\ 

VAPORES APROXIMADOS DE ALGUNAS CONSTANTES FlSICAS 


G, constante de la gravitation universal 

g, aceleracion de la gravedad (nominal) 

c, velocidad de la luz en el vacio 
N 0 , numero de Avogadro 
k, constants de Boltzmann 

R, constante de los gases 


M, masa del proton 

m, masa del electron 

h , constante de Planck 

e , carga electrica del electron 

1 cal, equivalente mecanico del calor 

1 atm, presion atmosferica 


6,67 • 10 -11 N-m 2 /kg 2 o bien 

6.67 • 10 - 8 dyna*cm 2 /g 2 
9,8 m/s 2 o bien 

980 cm/s 2 
3-10 s m/s 

6,02 ■ 10 23 moleculas/mol 
1,38 • I0~ 16 erg/°K o bien 
1,38 • 10-23 J/°K 
8,31 • 107 erg/mol.°K o bien 
0,082 atm*litro/mol.°K o bien 
1,99 cal/mol.°K 

1.67 • 10-24 g 
9,1 • 10 - 28 g 
6,62 ■ 10“ 27 erg-s 
1,6*10-19 C 
4,1855 J 

1,033 kp/cm 2 o bien 
1,013 * 10 6 barias 


FAGTORES DE CONVERSION 

1 pulgada '= 2,54 cm 
1 pie = 30,48 cm 
1 angstrom = 10-8 cm 
1 milla = 5280 pies — 1609 metros 
I joule = 10 7 erg 
1 newton = 105 dynas 
1 C.V. -- 75 kpm/s = 736 watt 
1 H.P. = 76 kpm/s = 746 watt 
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APENDICE B 

DATOS APROXIMADOS DEL SISTEMA SOLAR 


Planeta . 

Mas a 

(Tierra = 1 ) 

Oiametro 
(Tierra = 1 ) 

Periodo 

(T) 

Excentricidad 
de la orbita 

Distancia 
media al 

Sol (Tierra = \) 

Mercurio 

0,54 

0,38 

87,97 d 

0,206 

0,39 

Venus 

0,814 

0,97 

224,7 d 

0,007 

0,72 

Tierra 

1,0 

1,0 

365,3 d 

0,017 

1,0 

Marte 

0,107 

0,52 

1,88 a 

0,093 

1,52 

Jupiter 

318,35 

10,97 

11,86 a 

0,048 

5,2 

Saturno 

95,3 

9,03 

29,46 a 

0,056 

9,54 

Urano 

14,58 . 

3,72 

84,02 a 

0,047 

19,19 

Neptuno 

17,26 

3,38 

164,79 a 

0,009 

30,07 

Plutorv 

0,1 

0,45 

247,7 a 

0,249 

39,51 


CONSTANTES DEL SISTEMA SOLAR 


Tierra 


Luna 


Sol 


Masa 

6 - 1024 Jcg 

Radio, ecuatorial 

6,4 • 10 6 m 

Distancia media al Soi 

1,49 • 10 11 m 


Masa 

7,3 ■ 

1022 kg 

Radio 

UT- 

10 6 m 

Distancia media a la Tierra 

3,84 

■ 10 8 m 


Masa 

2 • 1030 kg 

Radio 

7 • 10 8 m 
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APfiNDICE C 

FUERZA GRAVITATORIA DE UNA ESFERA 

Queremos demostrar que la fuerza que se ejerce sobre un cuerpo pequeno 
situado en el exterior de una esfera uniforme de masa M es F = — G(mMjr 2 ), 
donde r es la distancia del cuerpo al centro de la esfera. Podremos lograrlo si 
demostramos que la energia polencial de dicha masa es V — — GimMjr). 
Entonces, la fuerza se deduce directamente de la energia potencial, ya que F — 
— dV/dr. Recordemos nuestro estudio del capitulo 7, donde recalcabamos que 
la energia potencial que resulta de muchas fuerzas individuates que se ejercen 
sobre un cuerpo se puede obtener, simplemente, sumando las. distintas contri- 
buciones a la energia potencial. Por tanto, busquemos la energia potencial 
de urta cascara esferica delgada de radio a. Luego sumaremos las energias po- 
tenciales de todas las cascaras en que podamos imaginar descompuesta una es¬ 
fera. En este desarrollo, supondremos constante.la densidad de la materia que 
constituye una cascara esferica cualquiera. Consideremos un anillo de anchura 
a dd, donde a es el radio de la cascara. El area de este anillo es 2ira 2 sen 6 dd, 
y si la masa por unidad de superficie de la cascara es e la masa del anillo sera 
27ra 2 esen 6 dd. La ertergia potencial de una masa m situada a una distancia r 
del centro de la cascara es 


JTr ~ 27ra 2 e sen 9 dd 
dV = —G - m 


(vease fig. C-l). La distancia z viene dada por el teorema del coseno: 

z 2 = r 2 + a 2 — 2ar cos 6 (C-l) 

Integraremos ahora para todos los anillos delgados que constituyen la cascara 



Figura C-l 


— 44 


frrgard 
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APENDICE C 


y esta integration se efeetua mejor para z que para 6. De la ecuation (C-l) te- 
nemos 


z dz = ar sen 6 dd 


y asi tenemos, para dV 


, Tr AJH U/t 7 

dV = —G—^—mdz (0-2) 

La integration para z debe efectuarse desde z = r — a hasta z = r -j- a. Luego 
tenemos 


V = —G 


2iraem 


/ r+a 

—a 


dz = —G 


;Aira 2 em 


= -G 


mm. 


(0-3) 


r Jr-a r r 

donde m s es la masa.de la cascara delgada. Evidentemente, al sumar los efectos 
de todas las cascaras concentricas que constituyen la esfera, obtenemos 


y = _ 

r 

Observese que hemos supuesto que la densidad de la esfera, si varia solo lo 
hace con La distancia al centro. Nuestro resultado no seria cierto si en todos 
los puntos de una capa esferica delgada no se mantuviera constante la densidad. 
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apEndice d 


TRAYECTORIAS EN EL CAMPO GRAVITATORIO 


Partiremos de la expresion (10-8a) del texto, correspondiente a la fuerza. A 
continuation, sustituiremos el valor conocido F = —GMm/r 2 = — K/r 2 — 
— Ku 2 con lo que ( l 2 /m)u 2 (u -f ^d 2 u/d$ 2 ) = Ku 2 . La ecuacion de la trayectoria 
es, entonces. 

t 

d 2 u Km 

^ + U = -p- 

que, con-to = u — Km/l 2 se reduce a 


d 2 w 

“ ~ w 


(D-l) 


(Esta ecuacion es una vieja conocida. En el estudio del movimiento armonico 
del cap. 8, encontramos este tipo de ecuacion, con la unica diferencia que alii 
se utilizaban otros simbolos.) La solution podemos escribirla inmediatamente en 
la forma 


w = A cos (0 + <f>) 

© 

o, introduciendo w, en la forma 


u = \ ^ cos (8 + <t>) + - 1 

La ecuacion (D-2) puede escribirse ahora de la manera siguiente: 


donde 


y 


_ b 2 /a _ a(l — e 2 ) 

1 + e cos (8 -f <f>) ~ 1 + e cos (8 + <f >) 

b 2 = l 2 
a Km 


e 


Al 2 

Km 


(E-2) 


(D-3) 

(P-A) 


La Geometria Analitica nos dice que la ecuacion (D-3) representa una elipse 
cuando e < 1, una hiperbola cuando e> 1, y una parabola cuando e = 1. 
Hasta ahora, solo hemos considerado orbitas elipticas. De nuestro estudio an¬ 
terior sacamos la conclusion de que las trayectorias parabolicas e hiperbolicas 
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A PEN DICE D 


corresponderian a trayectorias de escape y a H > 0, mientras que las orbitas 
aprisionadas solo son elipticas y circulares y corresponden a H < 0. 

Este resultado podemos establecerlo en forma convincente expresando e (y 
por tanto la constante A) en funcion de la energia total del cuerpo en el punto 
en que la velocidad es perpendicular al eje menor, es decir, en el punto en que 
r = a. La velocidad v\ en dicho punto se puede expresar en funcion del mo- 
mento cinetico l = mv t b y por tanto, la energia cinetica es E\ = l 2 /2mb 2 . 
Evidenterhente, la energia potencial esFi = — K/a y la energia total es, pues, 
H = l 2 /2mb 2 — K/a. Utilizando la ecuacion (D-4), vemos que esta expresion 
de H se reduce a H = — KI2a, o sea 


. _ K _ GMm 

a 2H~ 2H 

Se deduce entonces de la ecuacion (D-4) el valor de b : 


(D-5) 


b = l 



CD-6) 


r mK v ^ 2mH 
El valor correspondiente de e deducido de e 2 = 1 — b 2 /a 2 se convierte en 


e 



(D-7) 


En otras palabras, solo cuando H < 0 tenemos e < 1, indicando una orbita 
eliptica. Cuando H = 0, tenemos e = 1 y una orbita parabolica; y cuando 
H > 0, tenemos e> I y una orbita hiperbolica. 

Es interesante observar, en la ecuacion (D-5), que en e! caso de una orbita 
eliptica, el eje mayor de la orbita eliptica de una particula dada esta determi- 
nado exdusivamente por la energia total de la particula. Observese tambien en 
la ecuacion (D-4) que, para una energia dada, el eje menor es proporcional al 
momento cinetico /. segun era de esperar. 
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APENDICE E 

LISTA ALFABETICA DE ELEMENTOS 


Elemento 

Simbolo 

Ntimiro 

atomico 

Z 

Elemento 

Simbolo 

Ntimero 

atomico 

Z 

Actinio 

Ac 

89 

Francio 

Fr 

87 

Aluminio 

A1 

13 

Gadolinio 

Gd 

64 

Americio 

Am 

95 

Galio 

Ga 

31 

Antimonio 

Sb 

51 

German io 

Ge 

32 

Argon 

A 

18 

Hafnio 

Hf 

72 

Arsenico 

As 

33 

Helio 

He 

2 

Astatino 

At 

85 

Hidrogeno 

H 

1 

Azufre 

S 

16 

Hierro 

Fe 

26 

Bario 

Ba 

56 

Holmio 

Ho 

67 

Berkelio 

Bk 

97 

Indio 

In 

49 

Berilio 

Be 

4 

Iodo 

i - 

53 

Bismuto 

Bi 

83 

Iridio 

Ir 

77 

Boro 

B 

5 

Kripton 

Kr 

36 

Bromo 

Br 

35 

Lantano 

La 

57 

Cadmio 

Cd 

48 

Lido 

Li 

3 

Calcio 

Ca 

20 

Lutecic 

Lu 

71 

Californio 

Cf 

98 

Magnesio 

Mg 

12 

Carbono 

C 

6 

Manganeso 

Mn 

25 

Cerio 

Ce 

58 

Mendelevio 

Md 

101 

Cesio 

Cs 

55 

Mercurio 

Hg 

80 

Qoro 

Cl 

17 

Molibdeno 

Mo 

42 

Cobalto 

Co 

27 

Neodimio 

Nd 

60 

Cobre 

Cu 

29 

Neon 

Ne 

10 

Cromo 

Cr 

24 

Neptunio 

Np 

93 

Curio 

Cm 

96 

Niquel 

Ni 

28 

Disprosio 

Dy 

66 

Niobio 

Nb 

41 

Einsteinio 

E 

99 

Nitrogeno 

N 

7 

Erbio 

Er 

68 

Nobel io 

No 

102 

Escandio 

Sc 

21 

Oro 

Au 

79 

Estano 

Sn 

50 

Osmio 

Os 

76 

Estroncio 

Sr 

38 

Oxigeno 

0 

8 

Europio 

Eu 

63 

Paladio 

Pd 

46 

Fermio 

Fm 

100 

Plata 

Ag 

47 

Fluor 

F 

9 

Platino 

Pt 

78 

Fosforo 

P 

15 

Plomo 

Pb 

82 
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USTA ALFAK&nCA DE ELEMENTOS (Continuation) 


Elemento 

Simbolo 

Niimero 

atomico 

Z 

Plutonic* 

Pu 

94 

Polonio 

Po 

84 

Potasio 

K 

19 

Praseodimio 

Pr 

59 

Ptomecio 

Pm 

61 

Prptactinio 

Pa 

91 

Radio 

Ra 

88 

Radon 

Rn 

86 

Renio 

Re 

75 

Rodio 

Rh 

45 

Rubidio 

Rb 

37 

Rutenio 

Ru 

44 

Samario 

Sm 

62 

Selenio 

Se 

34 

Silicio 

Si 

14 

Sodio 

Na 

11 


Elemento 

Simbolo 

Niimero 

atomico 

Z 

Talio 

T1 

81 

Tantalo 

Ta 

73 

Tecnecio 

Tc 

43 

Teluro 

Te 

52 

Terbio 

Tb 

65 

Torio 

Th 

90 

Tulio 

Tm 

69 

Titanio 

Ti 

22 

Uranio 

U 

92 

Vanadio 

V 

23 

Wolframio 

W 

74 

Xenon 

Xe 

54 

Yterbio 

Yb 

70 

Ytrio 

Y 

39 

Zinc 

Zn 

30 

Zirconio 

Zr 

40 
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APfiNDICE F 

FUNCIONES trigonomEtricas naturales 























RESULTADOS DE LOS PROBLEMAS IMPARES 


CAPfTULO 1 


1-1. (b) Ui_ 2 = — 14,7 m/s, = — 12,2 m/s, , = — 10,0 m/s 
^i—i,oi = - 9,8 m/s 
(c) v t = — 9,8 m/s 

1-3. (b) 7 cm. (c) Vi _2 = 7 cm/s, Vi = 3 cm/s, z/i 5 = 6,75 cm/s, 

U -2 = 12 cm/s. * 

1-5. 32,15 pie/s 2 , 9,754 m/s 2 

1-7. |X| = '\/]53 km. Direction 14,1° suroeste. 

1-9. (a) A, B y C son paralelos. (b) B = 0. (c) A perpendicular a B. (d) A y B 
estan dirigidos en sentidos opuestos. 


1-11. (a) Boga perpendicularmente a la orilla, con lo que alcanza la orilla opuesta 
0,9 km aguas abajo. Tiempo 1/5 de hora. 

(b) Contra corriente con un angulo 6 = arc cos 4,5/7,5 = 53,2° respecto a la perpen¬ 
dicular a la corriente. Tiempo 1/4 de hora. 


1-13. v b 


28,5 

1 + 4,4 • 10-16 


~ 28,5 m/s. 


1-15. v ah = 0,996c, v ba = - 0,996c. 
24 

1-17. cos 8 = — ■ ■ ; 0 ~ 25° 

Vi7 • 41 


CAPfTULO 2 


2- 1. (a) 2 kg. (b) 2,44 kg. 

CAPfTULO 3 

3- 1. v' b = 2 m/s en sentido opuesto al inicial de B. 

3-3. 2370 m/s. 

3-5. 2,72- 107 cm/s. 

3-7. No puede suceder a menos que ^2 = 0. En tal caso, la velocidad de la se- 
gunda bola sera nula despues del choque para cualquier velocidad inicial. 

3-9. (a) 4 m/s. (b) 4 m/s. (c) 8 m/s y 0 m/s. 

3-11. (a) —— (b) ——— • (c) El limite superior es v' a = 2v b cuando 

m„ + m b m a + m b 

™J m b = 0 . 
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RESULTADOS DE LOS PROBLEMAS IMPARES 


3-13. \v' a \ =ii w o 


3-15. d — — 0,72 R del centro de la Tierra. 

3-17. L/4. \ 

3-19. (a) —200 dynas. (b) — 200 dynas, 0. 

3-21. (a) = 4 kg. 

3-23. t x = v 0 J3g ~ 0,34 s. Separation 2 i/ 0 /i^ 6,8 m. t 2 = 3v 0 /g ~ 3,06 s. 
Separation 2vot 2 ~ 61,2 m. (Hay dos soluciones.) 

3-25. 9,8 cm a partir de la position de deformacioh nula. 

2 

3-27. v — | L pg ~ 3020 cm/s. 

V 

3-29. (a) a 30 cm de la pared de la izquierda. (b) 150 m/s 2 . 

3-31. F. 


3-33. r 


+ m 2 


3-35. 64 N. 


i-37. —y. 


Aq 


510 m/s. 


3-39. (a) V = 


mvN 


Nm + M 


CAPlTULO 4 

4-1. v a = 5 m/s, v b = ylO m/s, 34,5°. 

4-5. p = 1,27 kg.m/s, m = 2,5 g. 

4-7. (a) X = 1/4 m, Y = 3/8 m. (b) K, = 5/4 m/s, F y = 0. 

4-9- El centro de masa se halla a una distancia nL/(64 — a la izquierda de 
centro de la placa. 

4-15. K = 37 N/m; F* = 3,27 N, F y "= 0. 

4-17. q = 2,5 • 10-6 C. 

4-21. (b) a = gl 2, dirigida tangencialmente hacia la parte baja del aro; F = 

(u (3 - y 3/2) dirigida radialmente hacia afuera. 

4-23. (a) wi Mn 4>\ = w 2 sen <f> 2 . (b) S = w i sen <}>\ = w 2 sen ^ 2 . P) = 

icicos <i>\,F 2 = 102 cos ^2, ambas dirigidas hacia el centro del cilindro. 

4-25. m\ se hallara a 10 cm de P. 
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RESULTADOS DE LOS PROBLEM AS IMP ARES 


4-27. (a) ia A ) x = 2,5 m/ S 2; {a B ) x = - 5/3 m/ S 2; (a B ) y = - 5/2 m/ S 2; 

(a c ) y = 15/8 m/s2 
(b) (a^) y = - 3/2 m/s2 (c) 0. 

4-29. (b) tg 0 = /*. 

4-31. (b ) S =g cos 0(p b — n£m a m b l(m a + m b ) = 0,57 N. 

4- 33. a—g sen 6 — QVof(mo — Qt ) hasta t = (mo — Af)/(?» a partir de este ins- 

tante a = g sen 0. • 

CAPfTULO 5 

5- 1. t = 's/lhfg en ambos casos. 

5-3. tg e = 4hll, *>=![l+(f) 2 ] 

5-5. tg 0i = 1 y tg 02 = 3 (0i = 45°, 02 ca 71,6°). 

5-7. r = 2 ti -\/(R + h)jg ~1,44 h. Desde un punto de la Tierra en el piano 
de la orbita, el sattiite seria visible durante un tiempo t — Tdjn, donde 0 = 
arc cos (R/R + h). 

5-9. J- \/l0g/R~0,735 Hz~44 r.p.m. 

271 

5-11. v — 'sjrgf\L ~14 m/s. 

5-13. (a) v = y pgr. (b) tg 0 = v 2 jrg. 

5-15. Aproximadamente 1,6 • 10 8 cm/s. 

5-17. v' x = v, v' y = Eqxo/mv; v' 2 — v 2 + (Eqxo/mv) 2 

5-19. Igual que en 5-18 con la diferencia de que la pendiente aumenta con 
el tiempo, puesto que la partlcula tiene una aceleracion ( Eq/m ) dirigida segun el campo. 

5-21. La partfcula empieza a yolver en el instante t = toll + (§) 1/3 ] en l a position 


'O 

is 

0 i StEi 
.4 1 BSi 

-< r" r- 

\ Z<b 


X 



[1 + i® 1 ' 3 ]. 


5-23. F = (2 jt)2 mR/T 2 ^ 3,5 • 1021 N ~3,6 • 1020 kp (3,6 • 10i« cuerdas). 


CAPfTULO 6 

6-1. (a) J — mg At — 19,6 N-s en el primero y en el segundo segundos. A1 cabo 
de t segundos J =19,6 f.N/s. 

(b) 19,6 kg-m/s, t — Is. 

39,2 kg-m/s, / = 2 s. 

7 — mgt = 19,6 t kg-m/s. 
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(c) J — m yjlgh - 88,4 N s. 

- J 

F — — = 442 N. 

At 

6-3. (a) J ~6,18 N s con un angulo — arc tg(l/4) con el eje x. 

(b) v ~6,94 m/s con un angulo + arc tg(17/12) con el eje x. 

6-5. (a) p = {5In) (1 — cos Ant) N-s: 

(b) / = 20jn N-s. 

(c) J - 0. 

6-7. J = 1,89 N-s, F = 189 N. 

6-9. Ap = 50 g-cm/s en cada caso.' 

Las velocidades finales son: arena, V = 5 • 10 6 cm/s, 

hielo, V — 50 cm/s, 
auto, V — 5 • 10 —5 cm/s. 

Energia cinetica adquirida: arena = 1,25 • 10 8 erg. 

hielo = 1250 erg. 
auto = 1,25 • 10~ 3 erg. 


6-11. (a) Pequefias. (b) 3,21 m/s. No. (c) No. 

6-13. F =-4000 N, -P = 1,6 • 10* Vx wa tt. 

6-15. (a) E = 2 mgr = 1,96 • 105 erg. 

(b) La fuerza normal es siempre perpendicular a v. 

(c) No. Observese que el trabajo total por componentes es nulo. 


6-17. A E = 3xo(4F 0 + mg). 


p 

JL 


A E 
At 



mg). 


6-19.. Calculando en forma no relativista, v' = 3,95c, donde c = 3-10 10 cm/s 
es la velocidad de la luz. La celeridad correcta, calculada relativlsticamente, es 
v = 0,9935c. 


6-23. v A — Jjm hacia B. 


6-25. 


J 


Tr mi + m 2 f 0 , Kx 2 ~\ 112 

Vi = - 2 pgx -1--p- 

771 1 L 7711 + 7712J 


6-27. (a) dpldt = 20 dynas. (b) F h = y500 dynas. 
6-29. E = 2 K 2 /mvl d 2 


6-31. (a) .F = 10 N. (b) t = 3/20 s. 
6-33. v = 600 cm/s. (b) 0,98. 


(c) 39 cm. (d) 780 erg^ 
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6-35. 

6-37. 



a: = Ft 2 /2m. x = 2y/2P/m t 312 / 3. 


6-39. AE = 33 J. 


CAPITULO 7 

* . 

7-1. (a) K = mv 2 /x 2 = 200 N/m. (c) / = 2 = 2 N ■ s. 

7-3. Si y = 0 cuando la cara inferior del cubo coincide con la superficie del 
agua, tenemos 

Vi = pd 3 gy (y > 0) 

Vi = pd 3 gy -f pod 2 gy 2 /2 (0 > y > —d) ■ 

Vz = p d 3 gy + po d 4 g/2 — po d 3 g{y -f - d) (y < —d) 


donde d es la longitud de la arista del cubo y go es la densidad del agua. 

7-5. E a = 8, E b -= 12, £ c = 6 erg. 

7-7. 5 = mg cos 0 + mv 2 jl = (277//) + (3 cos 0 — 2), donde 77 es la energfa 

mecanica total y / la longitud del pendulo. La tension solo podra ser nula cuando mgl < 77 
<^mgly el angulo esta dado por cos 6 = — %[{H/mgl) — J]. 

7-9. (a) F x = -Rs + jJL-. (b) V = ^-+Cln(^-?y 

(c) x = \ (l ± ^y) * (d) 77 - 7 max « &KL 2 (% - In 6). 


7-11. (a>£i = 


GM-r 


l _ R\ _ GM l L _ P — r T ' 
r T/ & ~ r T \ D — Rj 


donde 72 = radio terrestre. (Demas notaciones, vease problema 7-10.) 

7-13. v = 2n 7)/r~103 m/s'. 

r-i = 2Z) ~ 7,68 • 10 8 m (7) = distancia Tierra-Luna). 

7-15. (a) 275 500 J. (b) 468 kg. 

7-17. (a) 34,5 N. (b) 518 J. (c) 15 m/s. 

7-19. (a) F, =* -12a: + 9a: 2 . (b) ^joules. 


VS? 


V ) 


da:. 
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7-21. (a) V = —mgR(l — cos 0) + \KR 2 [\/l + 4(1 — cos 0 ) — l] 2 . 

(b) {mo 2 / 2) m i n = ^- 2mgR. 

(c) iVi = 5mg — KR, N 2 = KR — my. 

El problema solo puede resolverse si 4mg/R < K < 5mg/R. 

7-27. (a) (b) m, > »i 6 . (c) /w fl < m b . 

7-29. (a) K = 10 cm/s. (b) P = 20 g-cm/s. (c) Vj = 0 cm/s, 

^2 = 20 cm/s (o reciprocamente). 

7- 31. Movimiento en el mismo sentido, AE = 2,5 • 10 3 erg. 

Movimiento en sentido contrario AE = — 0,5 * 10 3 erg. 

* 

CAPlTULO 8 

8- 5. K = 4-10 5 dynas/cm. 

8-7. K £^9000 N/m. 

8~'( a ) * = L(2K 2 + K\)/(K 2 4- ATi), donde x se mide desde la. pared izquierda. 

(b) co = V(A 2 + Ki)/m. 

8-11. No. El periodo se acortaria para amplitudes mayores. 

8-15. x — 10 cos 7i14 = 7,07 cm, v = - v 0 sen n/4 = — 890 cm/s, 

K = 1,6 • 10 5 dynas/cm. 

8-17. En el punto de desplazamiento maximo / = \/3 N-s; 

En el punto de velocidad maxima: J = -f 1 6—3 N s. 

8-19. (a) x\/x 2 =■ 4, (b) coi/co 2 = 1/2, (c) £j/E 2 = 1/4. 

8-21. (a) v = 58 cm/s. (b) 118 cm/s 2 dirigida segun la tangente a la tra- 
yectoria circular, (c) T = n s. 

8-23. co^/to r = 2 ‘Sjl. 

8-25. (a) El periodo aumenta 

_ /P_ - _ 

^ Jo V(2^/Z)(cos 0 — cos 6 0 ) 

(c) r - 4 /„ Jw -m * donde F(i) -1 

H = P(xo), y /, longitud del resorte indeformado, es la distancia del origen al punto 
fijo del resorte. 


8-27. (a> El cuerpo 1 se desplaza una distancia d hacia la izquierda. 
(b) Vo = yjKfrt d/2, x 0 = d/ y/i. 
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8-29. (a) oi 0 = 10 rad/s. (b) Q = 30tt, t = fa s. (c) R = \n N • s/cm. 
F f Fv — 71 N cuando la masa pasa por la posicion de equilibrio por primera vez. 

8-33. ( a ) — Kxq cos (at. (b) F 2 = — mafixQ cos mt 

(c) F$ = m(a> 2 (ti?)xQ cos tot. (d) 0. (e) El sistema se comportacomo en (b). 

8-35. *o = 1,28 • 10-4; 6,75-10-4; 1,19-10-3; 4,22-10-5 m. 

Fq = Kx 0 , donde K = 1,97-105 N/m. 

8-37. (a) T = Ijg ~3,45 s. 

(b) 6 0 = 0,0185 rad.# - 

(e) La bala habria que disparaxla cuando el pendulo se hallara en 0 = 0, 
movtendose en el misnio sentido que la bala. 

8-39. (a) x = ^ 2/{J 2 ) Sen^. (b) 4x 0 /3. (c) / = l,32/ 0 . 

(d) F. = - 2 . sen ut. 

1 — (w 2 /“o) 


CAPlTULO 9 

9-1. (a) pe~ 20 ; 14,1; 1,67; 0,1 kg-m/s. (b) por = 10 kg-m 2 /s. 

9-3. Todos los impulsos estan dirigidos hacia 0 y tienen las siguientes compo- 
nentes, expresadas en kg-m/s: 

= — 10, J Ay — 4; J Bx = - 2,5, J By =— 4 ; 

•^Cx = + 2,5, / Cy = — 4; /dx = + 10, = + 4. 

9-5. 72 = P/mA. 

9-7. (a) a) = (r 0 /r) 2 co 0 . (b) 3m(roojo) 2 /2. 

9-9. (a) 500 cm 2 /s (b) 3000 g-cm 2 /s 
(c) 0,05; 0,735; 0,10; 0,05 s~i. 

^—1^- Velocidad del centro de masa ^ 2 v o/( m i Rotacion en torao al centro 

de masa con su velocidad angular <ti=v 0 /d. (b) S=y.v 0 2jd donde jx es la masa redu- 
cida: (x=m 1 »j 2 /(w 1 +m 2 ). 

9-17. (a) (ff)(ilLL 2 /3). (b) ML 2 jZ. 

9-19. R/V2, L/VZ, L/V12. 

9-21. (a) 28 kg m 2 /s. (b) 0. 

9-23. (a) p x = 50-y/3, Py = 50 kg-m/s 
(b) / = — 50(4\/3 — 3) kg-m 2 /s. 
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9-25. (a) 4 = ~ 21^ l y = - 9, / 2 =13, / = -\/69\ 

(b) d = v / 691/\/14 

(c) El momento cinetico es nulo respecto a cualquier punto de la Unea 
de movimiento. 

9-33. (a) L x = 6, L z = - 4, £ = kg- m 2/s • (b) No. 

9-35 No. Si. 

9-37; r x — —13, r y = 14, r x — 4, r = 19,5 N-m, cos 6 X = — 0,665; 
cos 0 y = 0,72; cos 0 t = 0,205. 

9-41. No. 

9- 43. Sf.. 

CAPlTULO 10 

10- 1. g = 3gj4n RG = 5450 kg/m 3 = 5,45 g/cm 3 . 

10-5. (a) F = Gm 2 /4r 2 = 0,04 N 

(b) V = 0,0752 J 

(c) v = 1,26 * 10 3 m/s 

10-7. v = Y 'GMIR = 7900 m/s, T = 2kR/v = 5080 s, r = 255 s. 

10-9. (a) 7760 km. (b) e = 0,134 

(c) H = - GMm/2a = - mgR 2 l2a = - 3,88 • 108 J 

(d) v a = 6,3 • 10 3 m/s, (e) v p = 8,2 • 10 3 m/s 
(f) / = 8,3 • lOH kg-m2/s. 

10-11. v = y/ GM/R 

10-13. (a) H a /H b = 4, pero observese que A tiene la energla total mayor, 

(b) T a IT b = 1/8. 

10-17. H = — GMmjlr, l = m-\JGMr sen d>, a = r, b = r sen <}>. 
cos = — cos <f>, donde r — R tierra + 320 km 

10-19. r < 5,7 • 10—12 cm. 

10- 21; (a) *^ 2,55-10-12 cm. (b) n = 3,9-1018. (c) t = 2.65-10- 3 cm. 

CAPlTULO 11 

11— 1. x' = 2 m, y' — 5 m; x' = — 2 m, y' = -f- 5 m. 

11-3. (a) E' = 22 J, E= 110 J 

(b) E = 22 J, E = 198 J 

(c) E = 22 J, E = 22 J 

(d) Hacia atras con v' = 2 m/s. 
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11-5. 

11-7. 


tg 6' = 


vseaff 


1 


v cos 6 — V \/3 — 1 
m a 


, 6' ~ 54° 


m a -f m& 
* m& 


(a) V = 

(b) if - , 

m a + ma 

(c) .»«'= — 


t> 0 


Va, V b = ~ 


m a 


m 0 + y ma 


v ai v b — 


m a -j- mb 
m a 


m 0 + mb 


Va • 


11-9. 

11-15. 


(d) v' a = 

m a — mb m , 

2 m a 

_ 41 


, V a} Vb — 

m a + mb 

/ \2 2 

, "a* 

m a + mb 

/ \ 

2 2 

(e) EV = 

/ m a mb \ v a 

ii 

* ^ 

l m a m h j 

Va 

\m a + mi) 2m a 

\m 0 + mb) 

2mb * 

K = 

/ \2 2 
( m a — mb \ m a v a 

by 

II 

^m a mb 

2 

m a v a 

\m a + mb) 2 

(m a + m 6 ) 2 

2 


La energia perdida es is* (vease problema 8). 

(a) Hacia la parte trasera del tren. (b) t — \f 2hjg ~0,43 s. 

Caera 28 cm, detras de la vertical del punto del tren desde donde se solto la 
moneda. 


11-17. La fuerza de interaccion del movimiento es la fuerza del resorte F x = —Kx. 
Fuerza de inercia — ma. de igual direccion y sentido contrario que la aceleracion. (b) 
x mix = 2 ma/K. (c) Movimiento armonico. Amplitud xq — majK. (d) 2 ma —ma cos’cot. 

11-19. (a) Fuerzas de interaccion: gravedad y tension del hilo. Fuerza de inercia: 
mg sen 0 de igual direccion y sentido contrario que la aceleracion del coche. (b) mg sen 0, 

s sen a, —mg sen 8 (c) a 


ft / rl \ vm /> 

u - } mg \~\jo 


0. (e) Oscilatorio. (f) T — 2n-\Jl\g cos 6 , 


amplitud 0. 


11-21. T — 2jp\j RiJGM = Tq, donde To es el periodo orbital. 

11-25. (a) F r — — GmM/R 2 = — mco 2 R. (b) ma> 2 r, donde R y r son las 
distancias del centro de la Tierra al objeto y al origen del sistema de coordenadas del 
satelite, respectivamente. (c) No. Solo cuando el objeto esta en el centro del sistema 
de coordenadas. 

11-29. / = ( \!2n)^/glR ~0,2 rev/s = 12 rpm. 

11-31. v' = g/2a> ~ 6,75 • 1 (Hm/s. 

11-33. v'~a>RI2 . 

11-35. 2 mcov' sen A:~195 N 

11-37. i = (ag/3)(2h/g) 3 ' 2 . 

11-39. (a) F t = — [(GmM/R 3 ) - mu> 2 ]r. 

(b) T = WR 3 /(GM - R 3 u 2 ). 

(c) |T C | = 2 rruoRV(GM/R 3 ) - oA 


Ingard — 45 
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CAPlTULO 12 


12 - 1 . 6 , 5 . 

12-3. Circular, con v — 12,3 m/s. 

12-5. (a) V x = 3 m/s, V v = 0, «' = 0. 

(b) V± = 1,5 m/s, V v = 0 , ci) = —1,5 s -1 . 

(c) V x = 2 m/s, Vy = 0, (a = —Is -1 . 

(d) V x = 3 m/s-, = 3 m/s, co = —Is- 1 . 

12-9. (a) a x = a y = ZF/m. (b) a x = 7F/2m, a v = F/2m. 

{c) o.x — ciy = 2F/m. (d) o x = 2QF/2m } o v = 27F/2m. 

12-13. Un punto a la distancia Lj6 del centra, medida hacia el extremo libre. 

12-15. 4:1. 

12-17. (a) V = A At = FAt/[M + (4 mk^r 2 )}, donde M es la masa del carrito 
incluldas las ruedas. M ef — M + 4mk 2 jr 2 . 

(b) V 2 = 2F Ax/[M + (4mfc 2 /r 2 )]. M ef como en el apartado (a). 

12-19. (a) o = -4(7/5. (b) T = mg/ 5. (c) v = *VgR. 

12-21. h = Tr 2 R 2 g/8V 2 . 

12-23. Si el impulso se aplica a la derecha del centra de masa, dicho punto 
se hallara a la izquierda de este. A1 aproximar la recta de accion del impulso al centra 
de masa, el punto se aleja y se hallaria en el infinito si el impulso pasara por el 
centra de masa. Si el impulso se aplicara a la izquierda del centra de masa, el punto 
estaria a la derecha y sucede lo mismo que en el caso anterior. 

12-25. No necesariamente. 

12-27. SI. 

12-29. (a) V' = Vj2. (b) w' = V/3R. (c) w = 0. (d) E = MV 2 /2. 

12-31. (a) V\ = 8gR/3, a — V b /R. (b) V 2 C = 8gR/3 + AgR, o = V b /R. 


12-33. 


12-35. 

12-37. 

12-39. 


12-41. 


_ g(ji cos 0 —send) 
n,ax_ (kjMR 2 )+\ 

(a) MU-13 -(b) 2 MR 2 (c) 3MR 2 /2. (d) 3MR 2 f2. 
T = 2ny/ ML 2 /3Kd 2 . 

x — (24\/5/3\/94) R desde el punto fijo. : 

(a) TjT b = 2. 


12-43. K2 max =4<v/2 gd/3. 

12-45. (b> 7,2 kp (c) F x = - 7,2 kp, F y = 25 kp. 
12-47. T = 57,5 kp. 

12-49. ft = V^/S- 
12-51. ft = 1/3. 
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CAPfTULO 13 


13-1. (a) h — l z = mica d 2 ,I 2 — l x — —m 2 <«> d 2 /2. 

Total |1| = 

(b) Al 2 * — mi<* d 2 (4— V2)/8, = —m2co d 2 /4 V2, AI 2 = —All. 

(c) El mismo. 

(d) tg 0 = m 2 (4 — -\/2)/(Smi -f m 2 \/ 2) donde 0 es el angulo que forma 
I'l con el eje z. en el piano xz. # 

13-3. (a) l z = mR 2 G)/2, l x = mR 2 ca/2. (b) AZ* = mR 2 c>) 

(c) |l| = V5 mR 2 o>/2. 

13-5. ft = 2gd/R 2 u> ~ 0,37 s-i. 

13-7. Desviacion angular d0 = rd///~0,13 (7,6°). 

13-9. |l| = -y/(J ooj) 2 + (mi> d) 2 , donde Jo — mR 2 /2 y v — \/2g d. 

13-11. ( 1)2 < gd/2k 2 ai. 

13-13. (a) mR 2 /2, m[(R 2 (4) + (d 2 /12)]; 4mr 2 /5, 2m7? 2 + (4mr 2 /5), donde 2R es 
la distancia que separa las esferas de radio r y masa m. 

(b) d = y3 Z? 

13-15. (a) — y = 40 cm. 

(b) L x = 40,8 kg-m 2 /s, L y = — 7,2 kg-m 2 /s en el instante dado. 

13-17. (a) Direction vertical. 

(b) <0 serr 0 y <0 cos 0. 

(c) / = ( Md 2 /3 ) tusen 0 en el piano vertical normal a la barra. 

(d) (A/d 2 /3) o) 2 sen -0^ cos 0. 


CAPfTULO 14 

14-1. (a) Baja en la region 0 — 100° C, alta en la region 100 — 500° C. 

(b) 0° y 100° C. 

14-5. m(T — 100) -= 113 000, donde m es la masa de cobre en gramos y T es 
su temperatura. Un kilogramo de cobre estaria a 213° C. 

14-9. 200 s. 

14-11. (a) T= 83° C. (b) 0,115 g/min. 

14-13.- (a) dTldr = - 31,3 °/cm. (b) q = 0,0395 cal/cm s. 

14-17. AT = (T, - T 2 )e~ t l\ r = Lmc/2KA. 

14-19. 363 W/m 2 . 
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CAPITULO 15 

15-1. mjmo = 1,52 na/n m , donde no y n m son enteros. 

15-3. d = ( M/Noe ) ,/3 Con q = 1,43-10 : ?g/cm 3 obtenemos d ~ 3*10~ 7 , 10“ 7 , 
8-10— 6 , 3,5*10 — 7 cm. 

15-5. 2Nq\ 6N 0 ; N 0 / 238, donde /V 0 = 6*1023. 

15- 7. M/e ~ 7,2 cm 3 . 

CAPfTULO 16 

16- 1 . (a) 2 /m;. 

(b) NvJ6l choques de moleculas contra cada pared por segundo. 

(c) Nmv 2 /3l, Nmv 2 /3l, Nmv 2 /3l 3 . 

(d) P = Nmv 2 /3T. 

(e) mv 2 /2 = 3kT/2. 

16-3. (a) 2nmv 2 cos 2 <f>. (b) (sen</> d$)/2. 

16-5. (a) 1. (b) 4. 

16-7. 4,7 • 104, 9,95 - 104 , 3,66104 cm/s. 

16-9. E ~ 10-46 erg , kT 4-10 -14 erg. 

16-11. l,5*10 9 s o sea unos 50 anos. 

16-13. I = l/4irV2(ri -j- r 2 ) 2 n. 

16-17. 0,014 independiente de la temperatura. 

16-21.- 2 - 10~ 6 dynas. 

16-23. (a) 1,06*10— 27 erg s, 2,12-10 ~ 27 s~«. 

(b) n = 2,95 • 10 27 . 

(c) 1 -f- 0,34 * 10 —27 rev/s. 

16-29. r = 35 At/4,donde At — Is 
16-31. (a) 3,1*10 — 15 cm 2 , (b) 1,1*10-9 g. 


CAPfTULO 17 

17-3. Trabajo total = calor absorbido total. 

17-7. AT~ 0,12° C 

17-9. (a) Nuevo volumen Fi = Ffl + (mg/AP)]~ 1/7 . 

(b) V 2 = F [1 - (mg/AP)}- 1 ' 7 . 

(c) Trabajo de la gravedad (mg/A)(V — Fj) y (mglA)(V 2 — V); 

Ti = T[1 -f (mg/APW-M, 

T 2 = T[1 - (mj/ilP)]^, 
donde 7 — ■§ y P — RT/V. 
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17-11. P 2 = 5 1 / 7 = 53/5 ~ 2,62 atm. 

17-13. A Q = pC p AT - ^(PiVi/Ti) AT ~ 1,9 cal (He) y 
^(PiVi/Ti) AT ~ 2,65 cal (0 2 ). 

17- 15. wo = V(A 2 /VmK7 0 + T H )-P ' (To = f;T H = f). . 

CAPITULO 18 

18- 5. (a) T= 107° C. (b)*Y = 130,4° C. 

18-7. El segundo dfa. 

18-11. (a) 0 - = Lpao/2. (b) A L = L 2 pa 0 /2Y. 

(c) <r — 3,9 ♦ 10 6 dynas/cm 2 , A L .= 3,9 • 10 -4 cm. 

18-13. , » £2L (fi 3 _ r 3 ). 

18-15. (a) d 2,3 • 10 -8 cm. 

(b) K ~ 4,6 • 10 4 dynas/cm, /o ^ 3,34 • 10 12 s-i. 

(c) 1,35 • 10 -9 cm. 

(d) 597°C. 

18-17. k = 3(1 - 2 p)/Y. 

18-19. 1,5 • lO" 3 # cal. 

18-23. A L = 2 • 10 -2 cm, F/A — 1,54 • 10 9 dynas/cm 2 for Y Fe =10 12 
dynas/cm 2 . 


CAPITULO 19 

19-13. <fP dV — trabajo util total y <fT dS =<fdQ = calor absorbido total. 

19-17. (a) ASi = pC v In [1 - (A T/T)}. 

(b) AS 2 = pC v In [1 -f- (A T/T)], dondeM = numero de moles. 

(c) AS = —pC v (AT/T) 2 ~ —1,4 • 10- 16 erg/°K. 

(d) X 1 /X 2 2,73. 

19-19. (a) g ~ 2650 cm s -2 . 

(b) h A ca 2,5-10 5 cm (2,5 km), 1,06-106 cm (10,6 km). 

19- 21. (a) 6-1023 exp (- 1,21016). 

CAPlTULO 20 

20- 1. (a) La barra vertical y por encima del eje sera estable si q > eo, donde 
q es la densidad de la madera y qo la del agua. La barra vertical y por debajo del eje 
es inestable. 

(b) wo = a/ 3g(po — p)/2Lp. 
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20-3. 0°. 

20-5. (b) El globo se mueve en la direction de la aceleracion. 
20-7. u = Q/2irpr . 

20-11. u = \/2gh 

20-13. a = 2ApgH/(m 0 + M 0 ). 


CAPfTULO 21 


21 - 1 . 

21 — 3 ; 

21-5. 

21-7. 

21-9. 


21-13. 


(a) 9 m/s (c) § s (d) 2V6/9 ~ 0*54 s 
(a) l a = ff, h = & (b)Vf . 

(a) 6V4^5 ~ 12,7 m/s (c) 0,4\/4^5 ~ 0,85 n-s 
(d) Vm/K = 0,47 s 

4,7 • 10 3 , 5 • 10 3 ,1,1 • 10 3 , 3,7 • 10 3 m/s 


(a) At = , V2 \ ^ 0,8 • 10“ 4 s 

ApC{V 1 + V2) 

(vi = 10, V 2 = —2 m/s). 

,, s , . c At m(vi — V2) 


(c) V = vi + V 2 = 8 m/s 

(a) 2,4-103 cm/s (b) <5 ~ 0,07 eo, 9~ 0,029T 0 . 


CAPfTULO 22 

22-3. (a) l — 10 m. (b) u = + 40 m/s en los lados de delante, — 40 m/s en 
los lados de detras. (d) Triangulo de altura 40 cm, base 1 m. La velocidad de las par- 
ticulas es instantaneamente nula en todos los puntos. 

22-5. (d) 3/40 J, 0. 

22-7. (a) zq = 0,32 cm para el acero, 20 = 47 cm para el aire. 

(b) H = Aq c 2 §/ 3 / 2 , H = 1,3 • 10 7 z^ erg para el acero. 

H — 1,5 - 1022 ^ erg para el aire. 

(c) Si. 

22-9. yo = 0,25 m, X = 2 m, c = 5 m/s, / = 0,4 s —1 . 

F 0 = 0 , 3 *, R = 0,3 jt2 W, h = 0,06 *2 J/m. 

22-11. 1 27.3-10 7 erg-cm-2-s-i = 27,3 W cm-2. 

22-13. zq = 1,1 • 10-7 cm. 

22-15. (a) «o = -\JKjm — 40 s - L 
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(b) La cuerda hace el efecto de una fuerza de rozamiento o freno 
F — — Ru = —5 u, donde u e s la velocidad. 

(c) Q = coqjti/R = 16. 


^CAPlTULO 23 

23-1. (a) e a = 1/2, e b = 1/8 kg/m. 

(b) u t = 8/3 m/s, u T = 2/3 m/s. 

(d) 8/9 y 1/9. 

23-3. EJE { ~ 4/r ~ 1,2-10~ 3 . 

23-5. (a) 82 J. (b) 82 J. (c) En (a). 

23-7. (a) 15/16, 1/16, (b) 1 s. 

23-13. (a) Ondas progresivas a la izquierda de A y a la derecha de 5. Onda estacio- 
naria entre A y B. 

(b) 2d : . cos ndJX, 4A/qcp& cos ( 2jid/2 ), donde A = area. 

( c ) 2 /j^. 

( e ) 2 Pm sen nd/X, 2 p m . 

23-15. (a) 1/2 s (h'acia arriba), 1 s (hacia abajo), etc. 

(b) 2/3 s (hacia arriba), 4/3 s (hacia arriba,) 1 s (hacia abajo), etc. 

(c) 1/4 s (hacia arriba), 3/4 s (hacia arriba),'1 s (hacia abaje), etc. 

23-17. (a) XJX b = 1/2 ^/l. (b) f= 70/ Hz. 

23—19. (a) ( 2SjL)h 2 . (b) cJ2L Ceces por segundo. 
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